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GROUPES DE KAC-MOODY DEPLOYES
ET PRESQUE DEPLOYES

Bertrand Rémy

Résumé — Ce travail comporte deux parties.

La premiére partie est de nature combinatoire et géométrique. On y effectue 1'étude
abstraite d'une classe de groupes satisfaisant un certain nombre d’axiomes. Ces
axiomes sont vérifiés par les groupes algébriques réductifs (isotropes) et par les
groupes de Kac-Moody (déployés) par exemple. A chaque groupe est associé un
jumelage d’immeubles qui permet d’utiliser les notions de convexité et de courbure
négative (singuliére). On y établit aussi des théorémes d’amalgame et de décomposi-
tion de Lévi pour certains sous-groupes.

La seconde partie reléve de la théorie de Kac-Moody. Il s’agit de formuler une théorie
relative des groupes du méme nom. Le but est d’obtenir un théoréme de descente
galoisienne, c’est-a-dire de mettre en évidence la permanence d’une structure com-
binatoire comme ci-dessus, par passage aux points rationnels. Les outils essentiels
sont des arguments de groupes algébriques et 1'usage d’une représentation adjointe,
substitut fonctoriel d’une structure algébrique.

Abstract(Split and almost split Kac-Moody groups). — This work is divided into two
parts.

The first part deals with combinatorial and geometric objects. There we do the
abstract study of a class of groups satisfying a certain set of axioms. These axioms are
satisfied by (isotropic) reductive algebraic groups and by (split) Kac-Moody groups for
instance. To each group is attached a twin building, which enables to use the notions
of (singular) negative curvature and convexity. We also prove amalgam theorems, as
well as Levi decompositions for some subgroups.

The second part is relevant to Kac-Moody theory. We formulate a relative theory for
Kac-Moody groups. The goal is to obtain a Galois descent theorem, that is to prove
the persistence of the above group combinatorics after passing to rational points. The
main tools are algebraic groups arguments and the use of an adjoint representation,
a functorial substitute to a global algebro-geometric structure.
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INTRODUCTION

En 1967, V. Kac et R. Moody définissent indépendamment une famille d’algebres
de Lie généralisant les algebres de Lie semi-simples complexes, en s’appuyant sur le
dévissage complet de ces dernieres obtenu par J.-P. Serre. Une question naturelle est
alors de chercher quels groupes peuvent «intégrer » ces objets, dans le sens ou les
groupes de Lie integrent les algebres de Lie réelles. Un certain nombre de définitions
ont été proposées, par V. Kac & D. Peterson, par O. Mathieu et par J. Tits princi-
palement. Dans ce travail, on utilise la définition de J. Tits, qui date de 1987 et pour
laquelle un groupe de Kac-Moody est la valeur d’un foncteur en groupes sur un corps.
Elle généralise une présentation des groupes semi-simples déployés due a R. Steinberg
et présente de remarquables propriétés combinatoires. En ce sens, SL,, (K [t,t71]) est
un groupe de Kac-Moody (de type affine) pour tout corps K.

En géométrie algébrique ou pour les groupes de Lie, les classifications sont plus
simples sur les corps algébriquement clos. Les objets du premier paragraphe relevent de
cette situation, dite déployée. Mais une théorie des groupes algébriques sur des corps
quelconques existe : la théorie de Borel-Tits. Elle offre une approche unifiée de groupes
classiques non concernés précédemment (groupes unitaires, groupes linéaires sur des
algebres centrales simples...). Cette remarque suggere de développer un analogue de
théorie de Borel-Tits concernant les groupes de Kac-Moody. L’objet de ce travail est
de proposer cette théorie, en répondant essentiellement au probléme suivant.

Probléme — Soit K/K une extension de corps, avec K algébriquement clos. Soit D
une donnée radicielle de Kac-Moody, qui définit un foncteur de Tits Gp et un groupe
G = Gp(K).

(1) Proposer une définition des K-formes du groupe de Kac-Moody déployé _C'/;;(K).

(2) Définir une classe de K-formes qui se préte & une étude immobiliére.

(3) Prouver un théoréme de descente galoisienne des K-formes précédentes, c’est-
a-dire mettre en évidence sur le groupe des points rationnels la méme combinatoire de
donnée radicielle jumelée que pour les groupes déployés.



2 INTRODUCTION

Alors que les données radicielles valuées forment la combinatoire la plus fine adaptée
a étude des groupes réductifs sur les corps locaux, c’est la structure de donnée
radicielle jumelée qui est la plus précise pour les groupes de Kac-Moody déployés.
Pour les théories de Borel-Tits (groupes semi-simples sur un corps quelconque) et de
Bruhat-Tits (cas des corps locaux), le principal théoréme de structure est un résultat
de persistance de combinatoire par passage aux points rationnels. Le point 3 est donc
le principal résultat de structure attendu. C’est notre théoréme (12.6.3) :

Théoréme — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé, déployé sur
la fermeture séparable Ky et de jumelage |J(Ks)leo. Soient G(K) son groupe
des points rationnels et (AK,Fh,—Fh) une standardisation rationnelle. Alors,
(G(K), (Vat )asenre, Z(K)) est une donnée radicielle jumelée entiére.

Les axiomes des données radicielles jumelées entiéres sont énoncés en (6.2.5). Ils ont
été définis de fagon a ressembler le plus possible a la théorie de Borel-Tits telle qu’elle
est exposée dans [Bru-Tit72, §6.1]. A titre d’exemple, on fabrique au chapitre 13 des
arbres jumelés semi-homogenes dans des immeubles hyperboliques, au moyen d’une
forme quasi-déployée sur un corps fini. Signalons enfin que J.-Y. Hée a donné un
sens aux torsions a la Steinberg des groupes de Kac-Moody, et a aussi obtenu des
persistances de combinatoire.

Les immeubles jumelés constituent la géométrie naturellement associée aux données
radicielles jumelées, comme les immeubles euclidiens forment le volet géométrique des
données radicielles valuées. Les immeubles euclidiens sont d’ailleurs 1’outil principal
pour I’étude des groupes réductifs sur les corps locaux : I’analogie justifie I'exigence
du point (2). En ce qui concerne la classe pertinente de K-formes, c’est G. Rousseau
qui l'a dégagée en définissant la notion de groupe de Kac-Moody presque déployé.
La condition essentielle est la stabilité sous Galois de chacun des deux immeubles
du groupe de Kac-Moody. Dans le cas considéré par G. Rousseau, le corps de base
est de caractéristique 0 et les groupes de Kac-Moody sont vus comme des groupes
d’automorphismes d’algebres de Lie. Ceci permet de définir les K-formes de groupes
en termes de K-formes d’algebres de Lie. Cette simplification n’est pas disponible dans
le cas d’un corps quelconque; on exploite alors le caractere fonctoriel des groupes de
Kac-Moody.

Ce travail se divise en deux parties d’égale importance. La premiére partie (cha-
pitres 1 & 6) est abstraite, elle releve de la combinatoire des groupes et de la théorie
des immeubles. Bien que cette partie ait pour but de formaliser et de prouver des pro-
priétés des groupes de Kac-Moody, ceux-ci n’apparaissent que dans la seconde partie
(chapitres 7 & 13). Cela s’explique par le double role joué par les propriétés prouvées
a l'aide de raisonnements combinatoires formels. Appliquées aux groupes déployés
soumis a des actions de Galois, ce sont des arguments essentiels pour la descente ga-
loisienne. Une fois les structures combinatoires mises en évidence sur les groupes de
points rationnels, ce sont des résultats intéressants en soi : il s’agit essentiellement de
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théoremes d’amalgame et de décomposition de Lévi pour certains sous-groupes. Une
conséquence de ce découpage est la différence de nature des arguments utilisés dans
chacune des deux parties. La premiere privilégie plutot la combinatoire et la notion de
convexité dans les immeubles, alors que dans la seconde apparaissent des arguments
de groupes algébriques et de courbure négative.

Voici enfin une description plus détaillée de chaque chapitre. Le chapitre 1 essaie
de faire le point sur les différentes combinatoires envisageables sur les groupes de Kac-
Moody, sans parler de ces groupes. La combinatoire la plus fine est celle des données
radicielles jumelées (due & J. Tits). On montre qu’elle implique toutes les autres, no-
tamment les BN-paires jumelées qui permettront de mettre en place les immeubles
jumelés du groupe, et les systemes de Tits raffinés qui fournissent de nombreuses dé-
compositions avec écritures uniques. On peut comparer toutes ces combinatoires, mais
une de ces comparaisons nécessite des considérations élaborées d’ensembles ordonnés,
qu’on repousse au chapitre 3.

Le chapitre 2 met en place le vocabulaire des immeubles. Deux points de vue
permettent de parler des immeubles, les systemes d’appartements et les systéemes de
chambres; et on a besoin des deux pour les immeubles jumelés. La notion de jumelage
permet de généraliser des raisonnements concernant les immeubles sphériques. La
propriété de Moufang est un raffinement qui va aussi dans ce sens. On présente ces
deux points, ainsi que le dictionnaire qui permet de passer des immeubles abstraits
aux combinatoires de groupes, et inversement.

Le chapitre 3 est technique. Il développe tout un vocabulaire autour des ensembles
ordonnés et des amalgames de groupes, défini par J. Tits. La terminologie est sug-
gestive, puisqu’elle emprunte tout son lexique a la topologie algébrique. L’article de
J. Tits en question a été écrit dans un contexte combinatoire moins fin que celui des
données radicielles jumelées. Suivant une remarque de P. Abramenko, on a repris ces
arguments d’ensembles ordonnés pour prouver des résultats plus forts, en prenant en
compte cette combinatoire apparue ultérieurement.

Dans le chapitre 4, on présente les notions métriques qui permettent les raisonne-
ments de courbure négative dans les immeubles. Le contenu de ce chapitre apparait
dans la these de G. Moussong et dans un article de M. Davis. Les notions clés sont les
espaces métriques géodésiques, I'inégalité CAT(y)... On met aussi en place un pro-
cédé général de recollement qui permet de définir diverses réalisations géométriques
des immeubles, non nécessairement métriques.

Le chapitre 5 présente ’autre réalisation géométrique des immeubles dont on aura
besoin, celle qui privilégie les raisonnements de convexité. Il faut pour cela revenir
a la géométrie des groupes de Coxeter, introduite dans un chapitre de Bourbaki et
développée par E. Vinberg. On peut de cette facon construire la réalisation conique des
immeubles et des jumelages. Cette réalisation permet de définir des parties privilégiées
dans un jumelage, les parties équilibrées, qui réapparaitront des la preuve du second
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type de décomposition de Lévi au chapitre suivant. On définit aussi des objets relatifs
utiles a la descente.

Jusqu’a présent, les immeubles n’étaient pas supposés associés a des groupes. A par-
tir du chapitre 6, le jumelage considéré est par hypothese associé & un groupe, rapide-
ment supposé muni d’une donnée radicielle jumelée. Le but est de mettre en évidence
des décompositions de Lévi pour deux classes de sous-groupes, précisément les sous-
groupes paraboliques et les fixateurs de parties équilibrées. Les arguments de convexité
et de projection jouent ici un role essentiel. On a besoin de deux hypotheses techniques
clairement vérifiées par les groupes de Kac-Moody.

Le chapitre 7 présente non seulement les algebres de Kac-Moody, mais aussi des
objets a partir desquels on peut définir a la fois des algebres de Lie et des foncteurs-
groupes. On sait I'importance des considérations de poids et de graduations dans
I’étude des algebres de Kac-Moody. La construction classique de ces algebres de Lie
est menée de telle sorte que les termes de la graduation s’interprétent comme des poids
sous l’action d’une sous-algebre de Cartan. Les algebres de Kac-Moody sont présentées
ici dans un contexte qui permet de parler de degré sans poids. Pour certains groupes
de Kac-Moody, il apparaitra une graduation abstraite dont la graduation par les poids
est un quotient beaucoup moins fin. On mettra aussi en place les Z-formes considérées
par J. Tits pour définir les foncteurs-groupes de Kac-Moody.

Dans le chapitre 8, on présente les groupes de Kac-Moody comme valeurs de
foncteurs-groupes qu’on appelle foncteurs de Tits. On met en évidence la double filia-
tion (Chevalley-Demazure et Steinberg) dont ils sont issus. On opte systématiquement
pour le point de vue constructif sur les foncteurs de Tits. Le résultat de départ pour
leur définition est un résultat d’intégralité de Chevalley, dont on fournira une preuve
au moyen de la représentation adjointe au chapitre suivant. On vérifie enfin que ces
groupes vérifient toutes les combinatoires abstraites définies au premier chapitre.

Le chapitre 9 met en place la représentation adjointe des groupes de Kac-Moody
et justifie sa fonctorialité. La preuve de I'existence de cette représentation est essen-
tiellement ’enchainement d’un calcul & la Steinberg et la reprise plus concrete d’un
argument de calcul différentiel algébrique sur des Z-schémas en groupes affines, qui fi-
gurait dans [Tit87]. Cette représentation est utilisée comme palliatif & ’absence d’une
structure algébro-géométrique globale sur un groupe de Kac-Moody. Ce chapitre se
conclut sur une étude du noyau et de I'image de la représentation adjointe sur les
corps.

Le chapitre 10 est le premier a faire apparaitre des arguments de groupes algé-
briques. On commence par discuter ce qu’apporte la nature Kac-Moody du jumelage
d’un tel groupe. Ensuite, on étudie des classes de sous-groupes de plus en plus parti-
culieres. D’abord, on adapte un argument de V. Kac et D. Peterson qui fournit une
condition nécessaire et suffisante — lue sur la représentation adjointe — pour qu’'un
sous-groupe fixe un point sphérique de I'immeuble de chaque signe. C’est un premier
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lien entre les deux espaces sur lesquels on fait opérer le groupe pour le dévisser. En-
suite, on met en évidence une classe de sous-groupes qui peuvent étre vus comme des
groupes algébriques (& quotient torique prés et par restriction de la représentation
adjointe). On montre enfin que les sous-groupes de Cartan peuvent étre définis en
termes de représentation adjointe, ce qui permettra de rectifier les automorphismes
de Galois associés aux formes.

Dans le chapitre 11, on attaque finalement le probleme des K-formes des groupes
de Kac-Moody. Le point essentiel est de discerner les conditions a requérir, analogues
des propriétés classiques des groupes algébriques. Ces conditions décrivent le compor-
tement des formes vis-a-vis des automorphismes de Galois. On parle d’elles comme
conditions de préalgébricité et d’algébricité. Cette derniere s’appuie sur une inter-
prétation heuristique de l'extension des scalaires de la Z-forme de ’algebre enve-
loppante, comme algebre des distributions supportées & lorigine (si une structure
algébro-géométrique existait). Enfin, la condition de presque déploiement apparait
pour pouvoir définir des automorphismes galoisiens sur chacun des deux immeubles
du jumelage. La derniere section de ce chapitre est une application du lemme de
Bruhat-Tits au groupe de Galois vu comme groupe d’isométries des immeubles, cru-
ciale pour la descente.

Le chapitre 12 est la descente galoisienne proprement dite, effectuée au moyen
des deux immeubles. La convexité est & nouveau un argument essentiel. On montre
successivement ’existence de points fixes sous Galois dans les deux immeubles, d’'un
appartement jumelé Galois-stable, on prouve un théoreme de conjugaison rationnelle,
et on développe un vocabulaire des K-objets immobiliers. La terminologie ne fait que
suggérer que le lieu des points Galois-fixes est un immeuble. Avant cela, il faut mettre
petit & petit en évidence la structure de donnée radicielle jumelée sur le groupe des
points rationnels, en passant par une combinatoire plus faible.

Dans le chapitre 13, on rameéne la construction de K-formes de groupes de Kac-
Moody a la définition d’actions de Galois. On étudie ensuite la classe des K-formes
quasi-déployées pour lesquelles on prouve un analogue du théoréeme de Lang : les
groupes de Kac-Moody presque déployés sur les corps finis sont automatiquement
quasi-déployés. L’intérét des formes quasi-déployées est qu’on peut les construire fa-
cilement. C’est ce qu’on fait pour un groupe de Kac-Moody défini sur un corps fini et
dont les immeubles sont hyperboliques. C’est aussi ’occasion de construire des arbres
jumelés semi-homogenes, et de présenter des immeubles dont les appartements sont
isomorphes a un pavage du plan hyperbolique.

Remerciements. — L’origine de ce travail est un probléeme posé par Guy Rousseau,
qui 'avait résolu en caractéristique 0 et en avait fixé le cadre général. Je le remercie
chaleureusement pour ses remarques régulieres, patientes, simplificatrices, qui m’ont
permis d’aboutir.
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L’équipe d’analyse harmonique du laboratoire de mathématiques de 1’Université
Nancy I est un environnement tout a la fois stimulant et tolérant. J’ai apprécié 'am-
biance détendue et amicale des séminaires et groupes de travail, ouverts a bien des
aspects de la théorie des groupes.

Par leur amitié, deux personnes ont rendu plus légere la préparation de ce travail :
un grand merci & Marc Bourdon et Emmanuel Pedon.

Motivation historique

Ce qui suit a pour but de situer les idées et théories qui interviennent dans ce travail.
Les objets dont il est question proviennent souvent de généralisations de situations
classiques (algébriques, de dimension finie...). Pour chacune de ces notions, on choisit
le point de vue sur lequel s’est appuyée la généralisation. Il n’est pas en général le
premier considéré chronologiquement, c’est pourquoi le terme « historique » est un
peu abusif.

Théorie de Kac-Moody. — Notre propos est centré sur les groupes. Méme si la théorie
des algebres de Kac-Moody connait des développements profonds et des applications
tres diverses, elle interviendra ici comme un instrument.

Depuis les années 60, on sait dévisser completement les algebres de Lie et les groupes
algébriques semi-simples déployés. Un théoreme de Steinberg définit par générateurs
et relations les groupes algébriques semi-simples déployés simplement connexes. Un
théoréme de Serre fait la méme chose pour les algebres de Lie semi-simples déployées.
En outre, on classifie algébres de Lie et groupes semi-simples déployés (& isogénie
pres pour les groupes) par un méme type de matrice entiere caractérisé par une série
d’axiomes bien identifiés : les matrices de Cartan. Les algebres de Lie et groupes
de Kac-Moody sont des généralisations en dimension infinie des algebres de Lie et
groupes semi-simples déployés. Ils sont définis par une présentation qui imite les cas
classiques, & ceci pres qu’on assouplit certains axiomes des matrices de Cartan : on
part des matrices de Cartan généralisées. Cette classe est beaucoup plus large que
celle des matrices de Cartan.

Les algebres de Kac-Moody ont été construites au méme moment par V. Kac et
R. Moody vers 1968. Les motivations du premier auteur sont expliquées dans I'in-
troduction de son livre ([Kac90]), mais elles sont aujourd’hui largement dépassées
par les applications de cette théorie. Le second auteur cite les domaines ou ces al-
gebres de Lie se sont révélées utiles ([Moo-Pia95, introduction p.xi]), notamment
les équations différentielles, les formes modulaires et les groupes finis (travaux sur le
Monstre et la conjecture de moonshine, par R. Borcherds), la combinatoire, la théorie
des singularités, la physique mathématique...

Les groupes de Kac-Moody sont définis par analogie avec le théoréme de présen-
tation de Steinberg. Cette construction est due a J. Tits, dans un article qui pose
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les bases des combinatoires adaptées a leur étude ([Tit87]). La difficulté de ce type
de construction est de montrer que la présentation considérée ne s’effondre pas, i.e.,
qu’on ne définit pas le groupe trivial. Pour montrer cela, on fait classiquement opérer
le groupe sur un espace approprié, et c’est la qu’apparaissent les immeubles dont
on reparle plus loin. La construction de J. Tits fournit non seulement des groupes
en retournant le théoreme de Steinberg, mais aussi propose un contexte axiomatique
fonctoriel qui généralise une autre approche des groupes algébriques, celle des sché-
mas en groupes. La théorie de Chevalley-Demazure n’est pas complétement reprise
dans le sens ou 'on ne dispose pas de structures algébro-géométriques de dimension
infinie. Cependant, il est montré dans [Tit87] que les foncteurs-groupes définis par
générateurs et relations répondent, au moins sur la « catégorie » des corps, au pro-
bleme axiomatique fonctoriel suggéré par la généralisation des résultats d’existence et
unicité des schémas de Chevalley-Demazure.

Avant la définition de J. Tits, V. Kac et D. Peterson avaient poussé tres loin ’étude
des groupes de Kac-Moody en caractéristique 0. Ces groupes sont définis comme
groupes d’automorphismes des algebres de Kac-Moody. Parmi les résultats profonds,
on peut citer la mise en évidence de la combinatoire de systemes de Tits, de plusieurs
structures algébro-géométriques, 1’étude des variétés de Schubert généralisées... Par
ailleurs, O. Mathieu ([Mat88]) a défini un ind-schéma en groupes & partir d’une
étude fine en caractéristique p de variétés de Schubert associées a une matrice de
Cartan généralisée. Il obtient une généralisation de la formule des caracteres classique
(prouvée déja par V. Kac dans le cas symétrisable). Pourtant, relier ce groupe aux
combinatoires qu’on peut légitimement attendre des groupes de Kac-Moody semble
étre un probleme difficile.

Immeubles. — Venons-en aux immeubles. Une fagon d’introduire cette notion consiste
a citer la remarque de G.D. Mostow : «(...), Jacques Tits has succeeded in carrying out
the Erlangen program in reverse. » ([Mos73, p.120]). Il existe une certaine continuité
entre le livre d’Emil Artin Geometric algebra ([Art57]) et la théorie des immeubles,
sous l'influence commune du programme de Felix Klein. On peut aussi bien voir les
immeubles comme des espaces qui permettent de définir des groupes en passant aux
automorphismes, que comme les espaces associés a certains groupes pour les dévisser
en les faisant opérer. On insiste souvent sur la seconde possibilité parce que les deux
familles célebres d’immeubles la privilégient. Mais au départ, les immeubles étaient
congus comme le cadre géométrique qui permettrait de définir de maniere unifiée les
groupes de Lie simples (y compris les groupes exceptionnels) et leurs analogues sur
des corps quelconques. Entre temps, Cl. Chevalley a réalisé 'unification cherchée en
termes de schémas en groupes ([Che55] et [Che61]).

Voici a présent les applications marquantes des deux classes les plus répandues
d’immeubles.
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Les immeubles sphériques, i.e., a groupe de Weyl fini, sont souvent relégués a un role
rétrospectif. Ce sont a quelques exceptions pres les immeubles associés aux groupes
algébriques semi-simples isotropes. Les immeubles sphériques sont connus pour leur
classification, qui contient celle des groupes précités. On sait aussi qu’ils admettent
une réalisation sphérique dont la topologie permet de réinterpréter la représentation
de Steinberg ([Cur-Leh-Tit80]). Cela dit, les immeubles sphériques ont permis une
vaste généralisation du théoreme de la géométrie projective. Formulée comme un ré-
sultat de dévissage des morphismes d’immeubles, cette généralisation intervient dans
la preuve de résultats de rigidité, comme celle des espaces localement symétriques
prouvée par G.D. Mostow ([Mos73]), avant méme la parution en ouvrage de la clas-
sification des immeubles sphériques. Toutes ces applications sont déja citées dans
I'intervention de J. Tits au Congres international des mathématiciens de Vancouver
([Tit74a]). Enfin, dans une perspective de révision de la classification des groupes
finis simples, il existe une école qui cherche a attacher a chacun de ces groupes une
géométrie de type immeuble.

L’utilité des immeubles affines (encore appelés euclidiens) est plus reconnue. On les
présente souvent comme les analogues p-adiques des espaces symétriques riemanniens
non compacts. En ce sens, il justifient pleinement le role de retournement d’Erlan-
gen qu’on attribue a la théorie des immeubles. Plusieurs points justifient cela. Il y a
tout d’abord le travail de F. Bruhat et J. Tits concernant les groupes réductifs sur les
corps locaux : la théorie de Bruhat-Tits développée sur plusieurs articles ([Bru-Tit72]
et [Bru-Tit84] notamment). Les résultats de cette théorie exploitent profondément
I’analogie avec la théorie classique des groupes de Lie semi-simples. Par exemple, la
détermination des classes de conjugaison des sous-groupes compacts maximaux est
effectuée, et des décompositions de Cartan et d’Iwasawa sont prouvées. Les méthodes
utilisées font intervenir de maniere cruciale les immeubles affines en question, et géné-
ralisent méme des arguments classiques, notamment en matiére de courbure négative
pour laquelle est proposée un analogue purement métrique. Ainsi le lemme de point
fixe de Bruhat-Tits peut-il étre utilisé sur un espace symétrique riemannien (archimé-
dien) pour prouver la conjugaison des sous-groupes compacts maximaux du groupe
de Lie associé. Au passage, on retrouve la dichotomie entre le rang supérieur qui
entre dans le cadre de la courbure négative ou nulle, et le rang 1 (espaces hyperbo-
liques et arbres homogeénes ou semi-homogenes) qui reléve de la courbure bornée par
une constante strictement négative. Un autre argument en faveur de I’analogie est
par exemple le résultat de B. Kleiner et B. Leeb qui montre la rigidité de Pansu des
quasi-isométries ([Kle-Lee97]), partagée par les espaces symétriques et les immeubles
affines en rang supérieur.

On peut légerement nuancer la présentation des immeubles affines comme es-
paces symétriques p-adiques par deux remarques. Tout d’abord, des immeubles affines
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existent sans étre des immeubles de Bruhat-Tits, c’est-a-dire associés a un groupe ré-
ductif sur un corps local. C’est le cas en dimension 2 par exemple, ou il existe une
profusion d’immeubles triangulaires qui n’admettent pas de groupe d’automorphismes
assez gros pour étre de Bruhat-Tits. Ces espaces ont malgré cela une géométrie riche
(existence d’un bord qui permet la classification en rang supérieur) et admettent par-
fois des actions discretes intéressantes. Il existe par exemple un critere géométrique
pour discuter la propriété (T) de Kazhdan pour un groupe discret cocompact d’isomé-
tries d’immeubles triangulaires non nécessairement Bruhat-Tits ([Pan98]). L’autre
argument est qu’il existe dans certains cas d’autres espaces susceptibles d’étre les
analogues des espaces symétriques p-adiques. D’ailleurs, P. Schneider et U. Stuhler
écrivent ([Sch-Stu97, introduction p.97]) : « The Bruhat-Tits building X of a connec-
ted reductive group G over a nonarchimedian local field K is a rather intringuing
G-space. (...) One might consider X not quite as a full analogue of a real symmetric
space but as a kind of skeleton of such an analogue. » P. Schneider et U. Stuhler
sont des spécialistes d’'une autre variété d’espaces symétriques p-adiques (« espaces
symétriques de Drinfeld », voir [Bou-Car91] pour le cas de GL3). Actuellement, ces
espaces existent pour certains groupes classiques. L’immeuble du groupe en question
intervient dans la combinatoire du recollement qui les définit. Il semble se dessiner un
partage des roles entre deux espaces, ce qui n’a pas lieu dans le cas archimédien.

Combinatoire des groupes abstraits. — La combinatoire des groupes abstraits est un
volet indispensable au développement de techniques immobilieres pour étudier cer-
tains groupes, en particulier les groupes algébriques semi-simples sur les corps quel-
conques (immeubles de Tits, sphériques) et les corps locaux (immeubles de Bruhat-
Tits, euclidiens). La démarche se présente de la fagon suivante. La construction de
I'immeuble convenable passe par la mise en évidence dans le groupe étudié d’une
structure combinatoire particuliere appelée systeme de Tits. En fait, dans les cas pré-
cités et dans le cas Kac-Moody qui va nous intéresser, on définit un raffinement plus
ou moins poussé et ajusté a la situation précise dans laquelle on s’est placé. Pré-
cisément, pour les groupes algébriques réductifs isotropes sur un corps quelconque,
on a intérét & considérer la structure de donnée radicielle génératrice ([Bru-Tit72,
section (6.1)]), et pour les corps locaux, le raffinement utile est celui des données
radicielles valuées ([Bru-Tit72, section (6.2)]) ou celui des systémes de Tits affines
([Bru-Tit72, chapitre 2]).

Quoi qu'il en soit, 'avantage qu’on trouve a travailler sur des combinatoires abs-
traites est qu’elles couvrent des situations tres générales, et permettent des raisonne-
ments uniformes. Prenons le cas des données radicielles valuées des groupes réductifs
sur les corps locaux. Cette situation de théorie des groupes abstraits est le cadre
naturel pour prouver les décompositions d’Iwasawa et de Cartan qu’on a déja évo-
quées. Mais surtout, c’est dés ce contexte combinatoire qu’on a un dictionnaire entre
les combinatoires de groupes et les immeubles vus comme complexes simpliciaux ou
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systemes de chambres. Cela permet de jouer ensuite sur la réalisation géométrique
de 'immeuble abstrait, en fonction des questions auxquelles on veut répondre. Par
exemple, si on regarde un groupe réductif et si on veut connaitre la situation précise de
ses tores, on a intérét a définir une réalisation géométrique élargie par rapport au cas
des groupes semi-simples. Les modifications auxquelles il faut procéder n’auront lieu
qu’au niveau du recollement par lequel la plupart du temps on définit la réalisation
géométrique d’un immeuble.

Pour ce qui est de la théorie de Kac-Moody, un certain nombre de raffinements
adaptés aux propriétés de ces groupes ont été proposés. Tout d’abord, ces groupes
possedent bien une combinatoire de systémes de Tits, et cette combinatoire se sin-
gularise essentiellement par quelques points qu’on aura l’occasion de préciser. Par
exemple, leur étude est a l'origine de la notion de systeme de Tits jumelé, parce qu’on
a coexistence de deux BN-paires qui ne se déduisent pas I'une de I'autre par automor-
phisme intérieur s’il s’agit de « vrais » groupes de Kac-Moody (associés & des matrices
de Cartan généralisées non de type fini). En vertu du dictionnaire classique entre im-
meubles et BN-paires, on travaille donc sur deux exemplaires d’'un méme immeuble,
reliés par une relation d’opposition qui s’interprete elle aussi en termes de combina-
toire dans le groupe. Une autre fagon de voir 'opposition entre deux immeubles d’un
groupe de Kac-Moody consiste & introduire un jumelage (ou une codistance) entre
ces immeubles. Un second point marquant concernant la combinatoire des groupes de
Kac-Moody est qu’il font apparaitre des groupes de Weyl infinis. La présence d'un
jumelage dans ces groupes est d’ailleurs souvent interprétée comme palliatif & la non-
finitude des groupes de Weyl (isomorphes) des deux BN-paires jumelées. Une autre
conséquence du fait que les groupes de Weyl sont infinis est le fait qu’on aura besoin
de plusieurs réalisations géométriques pour un méme immeuble de jumelage de Kac-
Moody, 'une rendant des services métriques, l'autre permettant des raisonnements
de convexité.

Descente dans les immeubles. — On peut encore citer un avantage a manipuler le
plus possible des combinatoires abstraites de groupes. Pour cela, il faut parler des
probléemes de descente, qui constituent la principale question de ce travail. Convenons
d’appeler descente en théorie des groupes la mise en évidence d’une permanence de
structure combinatoire en passant aux points rationnels d’une K-forme. On vient de
dire que pour la théorie des groupes algébriques réductifs ou des groupes réductifs sur
les corps locaux, il existait des raffinements poussés de la structure de BN-paire. Ceci
permet de formuler de maniére concise un des principaux résultats de la théorie de
Borel-Tits et de la théorie de Bruhat-Tits respectivement. Soit G un groupe algébrique
réductif connexe défini sur un corps K, de groupe dérivé K-isotrope et de tore K-
déployé maximal S. Alors, la théorie de Borel-Tits affirme que les (points rationnels
des) groupes radiciels relatifs & S et le(s) (points rationnels du) centralisateur de S
forment une combinatoire de donnée radicielle génératrice pour (les points rationnels
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de) G. De fagon similaire, on peut résumer un des principaux résultats de la théorie
de Bruhat-Tits en termes de valuations de données radicielles génératrices, mais les
hypotheses — sur les extensions de corps notamment — sont beaucoup plus techniques
(voir [Bru-Tit84, introduction p. 9]). C’est surtout pour cette derniére théorie qu’il
est important de faire intervenir un espace géométrique tel que I'immeuble associé.

La philosophie générale de ce genre de travail est la suivante. On se met dans des
conditions d’extension de corps suffisamment favorables pour que l'action galoisienne
sur le groupe déployé (ou quasi-déployé) rende bien compte des problémes de ratio-
nalité. Ici interviennent éventuellement des questions de séparabilité, de ramification
etc. Ensuite, on en déduit une action compatible sur I'immeuble. Il s’agit alors de
mettre en évidence une structure combinatoire sur le groupe des points rationnels en
le faisant opérer sur le lieu des points Galois-fixes de 'immeuble, en montrant que
ce lieu de points fixes est encore un immeuble, précisément 'immeuble de la com-
binatoire des points rationnels. En somme, un résultat combinatoire et un résultat
géométrique s’épaulent et sont prouvés conjointement. Ce résumé non mathématique
est en quelque sorte le modele sur lequel on veut étudier les K-formes des groupes de
Kac-Moody.

Arguments pour la théorie de Kac-Moody générale. — Finissons cette présentation en
justifiant la raison pour laquelle il est utile de considérer les groupes de Kac-Moody
dans toute leur généralité, et pas seulement la sous-classe des groupes affines. Ces
derniers groupes sont plus familiers parce qu’ils admettent une interprétation matri-
cielle, et parce que la théorie de Bruhat-Tits suggere les résultats. Cela dit, comme
le remarque J. Tits, la théorie de Kac-Moody générale est le contexte dans lequel on
doit étudier les variétés de Schubert ([Tit88]). C’est une justification renforcée par les
travaux d’O. Mathieu ([Mat88]) qui a levé toute restriction sur le type de matrice de
Cartan généralisée pour laquelle la formule des caracteres des algebres de Kac-Moody
est valide.

On va surtout s’intéresser & un autre aspect des groupes de Kac-Moody, qui est celui
des spécimens d’immeubles qu’ils permettent de produire. Considérons la théorie des
groupes hyperboliques de M. Gromov comme un autre retournement du programme
d’Erlangen, dans le sens ot il identifie une classe de groupes auxquels on peut atta-
cher un espace sur lequel le groupe va opérer de maniere remarquable. Dans ce cas et
contrairement aux théories déja évoquées, il n’y a pas de combinatoire intermédiaire
dans le groupe, la démarche est plus directement géométrique. Or, parmi les espaces
hyperboliques au sens de M. Gromov, il est possible de définir des espaces métriques
qui représentent géométriquement des immeubles, qu’on appelle immeubles hyperbo-
liques. Ces immeubles ont la particularité d’apparaitre comme recollement d’espaces
hyperboliques. Un tel espace hyperbolique, ou plus exactement un pavage par un po-
lyedre de Poincaré, constitue le modele des appartements. Ceci dissocie la dimension
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d’un tel immeuble (celle d’un appartement) de son rang (celui du groupe de pavage),
d’apres les propriétés classiques de la géométrie hyperbolique.

Il existe, comme dans le cas des immeubles affines triangulaires, une profusion
d’immeubles hyperboliques pour certaines conditions de dimension et de link fixées
(voir [Gab-Pau98]). Cela ote définitivement tout espoir de recouvrir cette classe
d’espaces métriques par des constructions de type Kac-Moody. On propose cependant
a titre d’exemple a la fin de ce travail un résultat constructif. En outre, en dimension
supérieure on peut espérer que les constructions de type Kac-Moody pour produire
des immeubles hyperboliques sont moins lacunaires. A condition bien entendu de
s’autoriser toutes les matrices de Cartan généralisées et pas seulement celles de type
affine.

Les difficultés et les choix

Le plan de ce travail opte pour une présentation formelle des résultats. Avant de
rentrer dans le vif du sujet, les deux pages qui suivent rendent compte de 'ordre dans
lequel les difficultés se sont présentées, et des choix faits pour les surmonter.

Absence de structure algébro-géométrique. Représentation adjointe. — Pour définir
les K-formes, 'approche qu’on est immédiatement tenté d’adopter est d’imiter la théo-
rie de Borel-Tits pour les groupes de Kac-Moody, qui «sont » des groupes réductifs de
dimension infinie. Le probleme est que dans le cas Kac-Moody, on ne dispose pas d’une
structure algébro-géométrique — autrement dit d’une algebre de fonctions régulieres
— sur laquelle faire porter les hypotheses de rationalité. C’est d’emblée une différence
profonde. Le palliatif est la mise en place d’une représentation naturelle d'un groupe
de Kac-Moody, qu’on appelle adjointe car elle généralise la représentation du méme
nom en dimension infinie. Cette représentation est étudiée au chapitre 9, sa propriété
essentielle est sa fonctorialité compatible a la fonctorialité des groupes de Kac-Moody.
L’usage d’une telle représentation n’est rétrospectivement pas surprenante, puisque
c’est de cette facon que les schémas de Chevalley adjoints sont munis d’une structure
algébro-géométrique.

Définition non intrinséque de certains sous-groupes remarquables. — Le second pro-
bleme est celui de se mettre dans les conditions d’une étude des K-formes grace a la
géométrie des immeubles du jumelage associé. On sait que les ensembles sous-jacents
a ces immeubles sont les quotients G/B4 et G/B_. B4 et B_ sont les sous-groupes
de Borel standard du groupe de Kac-Moody, ils sont définis au moyen des généra-
teurs et relations de G, et les sous-groupes de Borel généraux ne sont rien d’autre que
leurs conjugués (par définition). Pour obtenir des actions galoisiennes convenables,
il faut s’assurer qu’elles vont bien respecter la classe des sous-groupes de Borel, dé-
finie non intrinsequement. La solution proposée pour cette difficulté est de passer
par les sous-groupes de Cartan définis comme sous-groupes d’image diagonalisable
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par la représentation adjointe, et maximaux pour cette propriété. Cette définition
est plus propre a assurer la stabilité sous Galois de la classe de sous-groupes qu’elle
définit, il reste ensuite a utiliser le théoreme de conjugaison des bases de la théorie de
Kac-Moody. Les sous-groupes de Cartan sont étudiés a la fin du chapitre 10.

Courbure négative et classes de sous-groupes algébriques. — Pour ce faire, on met
en place un raisonnement qui est réutilisé dans la descente. Il consiste a faire usage
du théoréeme de point fixe de Bruhat-Tits dans chacun des deux immeubles du jume-
lage, et & enchainer un raisonnement de groupes algébriques ensuite. L’usage de la
courbure négative au sens métrique est rendu possible par une réalisation métrique
remarquable, construite par M. Davis et G. Moussong. Ces considérations sont expo-
sées au chapitre 4. Pour faire intervenir la théorie des groupes algébriques, on doit
travailler encore un peu. A proprement parler, les sous-groupes du groupe de Kac-
Moody ne jouissent pas d’une structure de groupe algébrique, mais on leur attache un
morphisme de groupes abstraits par restriction de la représentation adjointe. On peut
d’ailleurs voir cette fleche comme une représentation adjointe. Son intérét est que son
image est un groupe algébrique, et qu’elle quotiente peu. Un point crucial pour la mise
en place de ces fleches est la décomposition de Lévi vérifiée par les groupes considérés,
et qui est prouvée au chapitre 6 par des arguments combinatoires géométriques.

Hypothéses galoisiennes. — 1l reste a préciser les hypotheses galoisiennes. Travailler
sur les immeubles sous-entend que 1’on raisonne sur des actions de groupes de Galois.
Il s’agit donc de s’assurer que cette action rend bien compte de la situation des
extensions de corps. Cela implique qu’il faut considérer des extensions séparables.
Dans la théorie classique, on a recours a deux théorémes tres forts qui s’enchainent
pour assurer le déploiement d’un groupe réductif sur une extension séparable finie de
son corps de base. Un théoreme de Grothendieck montre qu'un tore maximal défini sur
le corps de base existe (sans hypotheése de réductivité d’ailleurs), et un théoréme de
Cartier montre que le déploiement d’un tore maximal dans un groupe réductif suffit au
déploiement du groupe lui-méme. En théorie de Kac-Moody, de tels résultats ne sont
pas disponibles. On doit donc faire I’hypothese de déploiement sur la cloture séparable
du corps de définition de la forme. Par le raisonnement du paragraphe précédent, on
se ramene au théoreme de Grothendieck pour mettre en place un appartement stable
sous Galois, ce qui permet de faire les raisonnements géométriques du chapitre 12.

Hypothéses techniques et K-formes presque déployées. — La définition et ’étude des
K-formes des groupes de Kac-Moody font I'objet de tout le chapitre 11. Dans cette
partie, apparaissent de nombreuses hypotheses techniques qui permettent d’étudier les
actions galoisiennes correspondantes. On a qualifié les deux premieres séries de condi-
tions de préalgébricité et d’algébricité. La distinction est purement formelle, parce
qu’on a besoin de dérouler un certain nombre de propriétés des formes préalgébriques
avant de formuler la condition d’algébricité. Un certain nombre de ces conditions est
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superflu dans des cas favorables bien connus de la théorie des algebres de Kac-Moody,
celui d’'une base de racines libre par exemple. Il reste une autre hypothese a faire, qui
est celle de presque déploiement. La nécessité de cette hypothese a été reconnue par
G. Rousseau dans ’étude des formes de groupes de Kac-Moody en caractéristique 0.
Elle requiert le respect des signes des classes de conjugaison des sous-groupes de Borel
positifs et négatifs.

Courbure et convezité. Deux réalisations géométriques. — Deux notions géométriques
de base jouent un role essentiel dans la manipulation des immeubles jumelés qui va
suivre. Il s’agit de la courbure et de la convexité. Mais contrairement a ce qui se passe
dans la théorie de Bruhat-Tits, il n’existe pas, semble-t-il, de réalisation d’immeuble
unique permettant I’exploitation de ces deux notions simultanément. La courbure est
lingrédient qui permet d’utiliser le lemme de point fixe de Bruhat-Tits ([Bru-Tit72,
section (3.2)]). Comme on I'a déja dit, ce lemme est utilisé pour se ramener & des
arguments de groupes algébriques. C’est surtout la possibilité de son utilisation qui
est a discuter. Les arguments qui justifient cela relevent de considérations métriques
introduites par Alexandrov, et développées par M. Gromov. Au chapitre 4, on intro-
duira ce vocabulaire pour citer les principales applications de la réalisation métrique
de Davis-Moussong d’un immeuble. Cette réalisation fait d’'un immeuble un espace
CAT(0), c’est-a-dire & courbure négative en un sens métrique proche de la propriété
(CN) de [Bru-Tit72]. La convexité est une autre notion simple mais essentielle pour
ce qui va suivre. Elle privilégie une autre réalisation géométrique des immeubles, éla-
borée a partir d’'une autre réalisation géométrique du groupe de Weyl de I'immeuble,
vu comme groupe de Coxeter. Un corollaire de cette approche, qui suit 'exposé de
Bourbaki et les travaux d’E. Vinberg, est la possibilité de faire des raisonnements de
finitude locale a l'intérieur du double cone sur lequel sont modelés les appartements
jumelés.
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CHAPITRE 1

COMBINATOIRE DES GROUPES

Dans ce chapitre, on dresse 'inventaire des combinatoires envisagées pour 1’étude
des groupes de Kac-Moody. Comme pour d’autres situations, les systémes de Tits
doivent étre considérés comme le point de départ des raffinements adaptés a la situa-
tion (voir par exemple les données radicielles valuées pour les groupes réductifs sur
les corps locaux dans [Bru-Tit72] et [Bru-Tit84]). On dispose de toute une gra-
dation de raffinements, éventuellement non comparables. Cela provient des origines
de ces travaux. V. Kac et D. Peterson d’une part, J. Tits de 'autre ont contribué
a I’étude abstraite de ces groupes. V. Kac et D. Peterson ont proposé une combina-
toire dissymétrique qui aboutit & de nombreuses décompositions avec écriture unique
([Kac-Pet84]). J. Tits a proposé une série de combinatoires graduellement raffinées
en mettant en évidence les propriétés qu’on obtient dans chaque cas ([Tit87], [Tit89]
et [Tit90], enfin [Tit92]). Une comparaison de tous les types de combinatoire est
établie a la fin. Une référence faisant aussi une synthese de certaines combinatoires
introduites par J. Tits est [Abr97], chapitre 1.

1.1. Axiomatique et propriétés des BN-paires

La structure de BN-paire forme 'axiomatique de base de la combinatoire des
groupes algébriques réductifs isotropes sur un corps. La théorie de Borel-Tits assure
que le groupe des points rationnels possede une structure de ce type. Nous allons énon-
cer les propriétés générales des BIN-paires simples, avant de mettre en place quelques
raffinements ajustés pour la théorie de Kac-Moody dans les sections suivantes.

1.1.1. Axiomes. — Pour tout ce qui concerne la section (1.1), les démonstrations
des résultats peuvent étre trouvées dans I'exposé classique [Bou81, section (IV.2)].

Définition. — On appelle systéme de Tits un quadruplet (G, B, N,S), ou G est un
groupe, B et N sont deux sous-groupes de G et S est une partie de W := N/(BNN),
le tout satisfaisant aux axiomes suivants.

(BN1) G = (BUN) et (BNN)<aN.

(BN2) S est formé d’éléments d’ordre deux et engendre W.
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(BN3) Pour tous w de W et s de S, on a sBw C BwB U BswB.

(BN4) Pour tout s de S, on a sBs ¢ B.

Le couple (B, N) constitue une BN -paire dans G. W est appelé le groupe de Weyl
de la BN-paire. La BN-paire est dite saturée si [,cy wBw™! = BN N. On note
H:=BNN.

Prouver qu’un groupe réductif sur un corps algébriquement clos possede une BN-
paire constitue une partie conséquente de la théorie de ces groupes. Du reste, une
partie des propriétés déduites formellement de ces axiomes doit étre prouvée avant
cette vérification.

1.1.2. Propriétés. — Le premier résultat est une décomposition globale du
groupe G.

Théoréme — On a G = BW B, et l'application qui attache a tout w de W la double
classe BwB établit une bijection entre W et l’ensemble des doubles classes modulo B.

G= || BwB
weW

On parle de décomposition de Bruhat.
Le deuxieme résultat met en évidence un systeme de Coxeter.

Théoreme — Le couple (W, S) est un systéme de Coxeter, et on a en outre

BswB = BsBwB si et seulement si {(sw) > £(w).

Le troisieme résultat explicite une structure de treillis pour I'ensemble des sous-
groupes de G qui contiennent B. Dans le cas des groupes réductifs, on retrouve aussi
un théoréme de Chevalley selon lequel un sous-groupe de Borel est égal & son norma-
lisateur.

Théoréme

(i) Pour toute partie X de S, la réunion de doubles classes Gx := BWx B avec
Wx = (s | s € X), est un sous-groupe de G engendré par les doubles classes BsB
pour s dans X .

(ii) L’application X — BWx B établit une bijection croissante de l’ensemble des
parties de S sur l’ensemble des sous-groupes de G contenant B, compatible aux inter-
sections.

-1

(iii) Soit g dans G et soit X une partie de S. Alors, si gBg~" est dans Gx, g est

nécessairement dans Gx .

Enfin, on a des relations précises et analogues sur une plus vaste classe de sous-
groupes. On peut méme étudier les relations d’incidence de ces sous-groupes.
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Définition. — Un sous-groupe parabolique de G est un sous-groupe qui contient un
conjugué de B. Un sous-groupe parabolique standard de G est un sous-groupe qui
contient B, qui est donc de la forme BWx B.

Pour la normalisation des sous-groupes paraboliques :

Théoréme — Soit P un sous-groupe de G.

(i) Pour que P soit parabolique il faut et il suffit qu’il existe une partie X de S
telle que P soit conjugué de Gx .

(i1) Soient X et X' des parties de S, et g, g’ des éléments de G tels que P =
9Gxg ' =g'Gxig’t. Alors, X = X' et g'g~" est dans P.

Pour les intersections :

Théoreme
(i) Soient P et P’ deux sous-groupes paraboliques de G d’intersection parabolique,

L est dans P’. Alors g est dans P’ et P est inclus

et soit g dans G tel que gPg~
dans P'.

(il) Deux sous-groupes paraboliques distincts d’intersection parabolique ne peuvent
étre conjugués.

(iii) Si Q et Q' sont deux sous-groupes paraboliques contenus dans un méme sous-
groupe P, alors tout élément qui conjugue QQ sur Q' est dans P.

(iv) Tout sous-groupe parabolique est égal a son normalisateur.

(v) L’intersection de deuz sous-groupes paraboliques de G contient toujours un

conjugué de H.

La structure de BN-paire forme la combinatoire minimale de tous les groupes
que l'on va considérer. Il existe toute une zoologie des raffinements possibles de ces
axiomes. Nous allons les décrire successivement. La comparaison de ces structures
n’est pas nécessairement immédiate. Par exemple, celle de donnée radicielle jumelée
implique toutes les autres, mais un point de la preuve de ce fait sera reporté a un
chapitre ultérieur concernant les techniques sur les ensembles ordonnés.

1.2. Combinatoire dissymétrique des BN-paires raffinées

La premiere direction de raffinement consiste a gérer des groupes analogues aux
sous-groupes des radicaux unipotents de sous-groupes de Borel dans le cas algébrique
réductif. Les BN-paires raffinées — refined Tits systems en anglais — introduites par
V. Kac et D. Peterson développent minutieusement ce point de vue ([Kac-Pet84]).

1.2.1. Axiomes. — Hormis la décomposition By = H x Uy posée en axiome, un
autre fait remarquable concernant cette combinatoire est qu’elle est dissymétrique
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(dans sa formulation initiale). C’est un inconvénient pour rendre compte de la situa-
tion tres riche des groupes de Kac-Moody. C’est un avantage pour ce qui est de la
transmission de cette structure aux sous-groupes paraboliques.

Définition. — Une structure de BN -paire raffinée est un sextuplet (G, N,U;,U_, H, S)
qui vérifie les axiomes suivants :

(RT1) G est un groupe dont N, Uy, U_ sont des sous-groupes. G est engendré
par N et U;y. H est distingué dans NV et normalise Uy et U_. S est une partie de
W := N/H formée d’éléments d’ordre 2 qui engendrent W.

(RT2) Pour chaque s de S, on pose U, := Uy Ns~1U_s. On a alors pour tout w
de WetsdelS:

(RT2a) s~ 1Ugs # {1} et s71(Us \ {1})s C UssHUs.
(RT2b) w™Usw C Uy ou w™tUgw C U_.
(RT2c) Uy = Us(Uy Ns™1UL8).
(RT3) Siu_ dans U_, uy dans U et n dans N sont tels que u_nuy =1, alors

U_ =uy =n=1.

On dit en outre que (G, N,Uy,U_, H,S) est une BN-paire raffinée symétrique si
ona:

(SRT) (G,N,U,U_,H,S) et (G,N,U-,Uy, H,S) sont des BN-paires raffinées.

On introduit le sous-groupe By qui est par définition engendré par les sous-groupes
H et Uy, et qui se décompose en produit semi-direct par le premier et le dernier
axiome : By = H x Ui. On appelle grosse cellule la partie U HU_ (ou U_HU,
suivant les cas) de G.

1.2.2. BN-paire associée. — La premiere chose a faire est bien entendu de vérifier
qu’on est bien dans une situation comparable a celle des BN-paires. Le lemme suivant
Passure; il en résulte aussitot que (W, S) est un systéme de Coxeter.

Lemme — Si (G,N,U,U_, H,S) est une BN -paire raffinée, alors :
(i) BLNN =H.
(ii) Pour tout s de S, on a sBys # By.
(iii) Pour w dans W et s dans S, alors :
ou bien wUsw C Uy et (sw) 'Ugsw C U—
ou bien wUsw C U_ et (sw) ' Ugsw C Uy
(iv) Pour w dans W et s dans S, on a :

sBiw C Bysw(w 'Usw) et sBiw C ByswU Byw(ws) ' Usws.

Référence. — [Kac-Pet84], lemme (3.1) p. 175. Le lemme (3.2), p. 178 de [Kac-Pet84]
précise le troisiéme point. Le premier cas a lieu quand f(ws) > ¢(w), le second cas
quand £(ws) < L(w). O
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Des lors, on peut chercher a donner des versions plus précises de certains résultats
valables pour les BN-paires.

1.2.3. Décomposition de Bruhat raffinée. — On peut donner non seulement
une version plus fine de la décomposition de Bruhat, mais aussi des résultats tres
précieux d’écriture unique.

Proposition — Soit (G,N,U,,U_, H,S) une BN -paire raffinée. Alors :

(i) G =l en UsnUy. On parle de décomposition de Bruhat raffinée.

(ii) Pour tout w de W, la double classe de Bruhat se décompose de la fagon suivante
avec €criture unique.

BywBy = Uy (wH)(Uy Nw™tU_w).
(iil) G = U U_N.

(iv) Siw et w' sont deux éléments de W avec (ww') = L(w) + £(w'"), alors on a
les décompositions suivantes avec unicité d’écriture.
(iva) U_N(ww') " Upww’ = [(w) "M U-_nw  Upw)w'] [(U-N(w') 1U+w")].
(ivb) Uy N(ww")tU_ww’ = [(w') " (UsNwU_w)w'| [Upn(w") T TU_w'].
(ive) U Nw' U 0" = [(w')"H(Us Nw™tU_w)w'] [Ux N (ww') U yww'].
(V) Nwew wU-w™t = {1}.
Référence. — [Kac-Pet84], proposition (3.2) p.180 et corollaire (3.4) p.181. O

Puisque 'on va prendre I’habitude de décomposer les doubles classes de Bruhat
avec un groupe simplifié a gauche plutot qu’a droite, on va reformuler les résultats les
plus utiles avec cette convention d’écriture.

Définition. — Pour tout w de W et tout signe €, on note Uy, := U NwU_ w™?.

Cette définition est en accord avec la définition de U, précédente puisque s est
d’ordre 2.

Corollaire
(i) Pour tout w de W, on a BywBy = Uy,(wH)Uy avec unicité d’écriture.
(i) Pour tous w et w' de W avec l(ww') = Lw) + L(w'), on a Upy =

Up(wUw™1), avec unicité d’écriture.
w w b

Démonstration. — Il suffit de passer a I'inverse dans les points (ii) et (iv b) précédents.
O

Le cas w’' = 1 et w™! quelconque dans W de (iv ¢) fournit la décomposition
YweW Uy = Uy NnwUpw D (UL NnwlU_w™t).
Cette égalité peut s’interpréter en termes de grosse cellule. Ainsi

VweW wlUiw ! = (wU,w ' nU)(wUiw ' NU_) cUU_(CULHU.).
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1.2.4. Décomposition de Birkhoff raffinée. — La décomposition de Birkhoff
est un outil essentiel dans I’étude (géométrique) des groupes de Kac-Moody. Dans le
cas d’'un groupe de Weyl fini, ce n’est pas un fait nouveau, puisqu’il se déduit de la
décomposition de Bruhat par multiplication par le plus grand élément du groupe de
Weyl de la BN-paire.

Proposition — Si (G, N,U,,U_, H,S) est une BN -paire raffinée, alors
(i) G = l,en U-nUy.. On parle de décomposition de Birkhoff raffinée.
(i) Pour tout w dans W, on a décomposition avec écriture unique de chaque double
classe de Birkhoff.
U_wBy =U_(wH)(Uy Nw™ Uz w).
(ili) G=U_U4+N.

Référence. — [Kac-Pet84], proposition (3.3) p.181. O

1.2.5. Sous-groupes gradués. — A partir de ces décompositions, et dans le cas
d’une BN-paire raffinée symétrique, on peut encore prouver quelques résultats abs-
traits qui s’appuient sur la notion de sous-groupe gradué, encore due a V. Kac et D.
Peterson ([Kac-Pet84], p.190).

Définition. — Soit (G, N,U;,U_, H, S) une BN-paire raffinée. Un sous-groupe F' de
G est dit gradué si pour tout uy dans U,, tout h dans H et tout u_ dans U_ tels

que uyhu_ soit dans F', on a en fait uy, u_ et h dans F'.

Par hypothese, N normalise H. Sous une condition concretement vérifiable, on
peut prouver que N est le normalisateur de H dans G :
Proposition — Soit (G,N,U4,U_, H,S) une BN -paire raffinée symétrique.

(i) Si F est un sous-groupe gradué de G qui contient N et qui vérifie FNUs = {1}
pour tout s de S, alors F = N

(i) Si en outre la BN -paire raffinée symétrique vérifie la condition suivante :

(CENT) Vse S Zy (H)={1},
alors le normalisateur de H dans G est précisément N.

Démonstration. — 11 s’agit d’'une adaptation abstraite d’un argument de Kac et Pe-
terson concernant ’étude de leur groupe complexe ([Kac-Pet84], proposition (4.5)).
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Preuve de (i).

(1) Montrons d’abord que N normalise F N U,.

1 suffit pour cela de montrer que pour tout s de S, on a s(FNU)s~! € FNU4. On
se donne donc un élément ng qui releve s modulo H, et uw dans F'NU,. Alors, d’apres
(1.2.3), ngung ' = viv_ avec vy dans Uy NnsUingt et v_ dans U_NnUrngt. Mais
ns et u sont deux éléments de F', par conséquent vy v_ est dans F. Et puisque F est
gradué, on a séparément vy € F et v_ € F. Ceci implique v_ =1 car Us N F = {1}.
On a donc ngun;t =vy € FNUS.

(2) D’apres la proposition (1.2.3)(v) pour la BN-paire raffinée « négative », on a

FNU,c N wFNUw ' N wliw ' ={1}.
weW weW
On se donne g un élément de F, qu'on peut toujours écrire ¢ = uju_n d’apres
(1.2.3)(ii), avec n dans N, u dans Uy et u— dans U- NnUyn~t. Déja n est dans F,
par conséquent uiu_ est dans F'. Puisque F est gradué, uy et u_ sont séparément
dans F, et en particulier u; = 1 par la premiere ligne. Mais n~'u_n est dans U, N F
et vaut donc 1 lui aussi. On a donc bien g = n, qui est dans N.

Preuve de (ii). Donnons-nous un élément f a la fois dans F = Ng(H) et dans la
grosse cellule U_HU,, qu’on peut peut donc écrire de maniere unique f = u_hu.
On va montrer que ces conditions impliquent que u4 et u_ centralisent séparément
H, ce qui montrera que F est gradué. Comme U; N F = {1}, d’apres Zy, (H) = {1}
(pour tout s), on sera alors dans les conditions d’application de (i).

Pour cela, on se donne h' dans H et on part de l'égalité uy = (u_h)~'f. Le
commutateur [u4, '] vaut donc

ughul W' = (u_h) TR T (ush)h T

Puisque H normalise Uy et U_, cet élément est dans HU_ N U4 = {1}. O

1.2.6. Transmission de la structure aux sous-groupes paraboliques

Voici un dernier résultat, permis par la nature dissymétrique des B N-paires raffi-
nées.

Lemme — Soit (G,N,Uy,U_, H,S) une BN -paire raffinée. Alors, pour toute partie
J de S, le sextuplet (Py 4 := ByW;By,W;H, U, U_NP;,,H,J), est une BN -paire
raffinée.

Démonstration. — Py 4 est un groupe qui contient W;H, Uy, U_ N Py 4. (Pour le
premier sous-groupe, considérer la décomposition de Bruhat P; = B W;B;). H
est distingué dans Wy H (car il I'est dans N), normalise Uy, U_ et Pj ., donc Ut
et U_ N Py . Les éléments de J sont d’ordre 2, puisqu’ils sont dans S. Ceci vérifie
(RT1).

(RT2a), (RT2c¢) et (RT3) sont vraies dans G, donc dans Py 4.
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Pour s dans J, Pj 4 contient By sBy = (UyNsU_s 1) sHU,, donc (U; NsU-_s™1).
Ainsi, Uy Ns Y U_NPy4)s =U;NsU_s71 = U Ns™U_s = Us. D’ou lalternative
(RT2b), d’apres celle de G. O

1.2.7. Multiplication des doubles classes. — On sait que pour une BN-paire
(G, B, N, S) ordinaire, on a la disjonction de cas suivante. Soient w dans W et s
dans S.

Si on a addition des longueurs, i.e si £(ws) = £(w) + 1, alors BwBsB = BwsB.

Sinon, on a ¢(ws) = £(w) — 1, et BwBsB = BwB U BwsB.

Nous pouvons préciser cette alternative dans le second cas, ce qui montre abstrai-
tement que comme dans le cas algébrique, le produit de deux cellules de Bruhat est
« génériquement » dans la cellule de plus grande dimension modulo B.

Proposition — Soient w dans W et s dans S. On se donne g dans BywBy (respec-
tivement h dans BysBy ), qu’on écrit de maniére unique g = uynytu (respective-
ment h = usnst'u’) avec les appartenances suggérées par les notations et le corollaire
(1.2.3)(i). Alors, gh appartient a la double classe de longueur inf{l(w);(ws)} si et
seulement si {(ws) < l(w) et uus est dans Uy N sUys™L.

Démonstration
(1) On a gh = uyw(t(uus)t=1)s((s~1ts)t')u’. On peut toujours écrire t(uus)t=! =
v, avec vy dans Us et v, dans Uy N sU+s_1. D’ou gh = u, wvssb avec b dans B
Puisque H normalise U} et U_ et est distingué dans N, il est clair que toute
conjugaison par un élément de H stabilise les décompositions

Uy = (UrnzU_2" YU n2U2h)

pour chaque z de W. Ainsi, uu, est dans Uy N sU; s~ ! si et seulement si v, = 1.
(2) On sait que si £(ws) > £(w), on a BywBysBy = BywsBy. On retrouve cela
grace au corollaire (1.2.3)(ii), qui assure que

Uy NnwU_w™t) - wUgw™" = Uy NwsU_(ws) ™.

On a donc gh = uywvswtwsb € (Uy NwsU_(ws) HwsBy = BLwsB;.

(3) Ty a alternative dans le cas £(ws) < £(w), autrement dit quand £(wss) > £(ws).

Si vs vaut 1, on utilise a nouveau le méme corollaire qui permet d’écrire U,, =
UwswsUs(ws)™1, et donc u,, € UyswsUs(ws)™t. On obtient alors gh € UyswsBy.
(On descend en dimension modulo By ).

Si vs # 1, en choisissant n relevant s modulo H, il vient n;lvsn, € U_g \ {1} C
UsnsHU, par (RT2a).

D’olt gh € Uynywvsns By C uynynsUsns By = uwan_snalanJr. Mais la condi-
tion sur les longueurs implique que wU_sw=! C U;. On a donc gh € BywB, . O
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1.3. BN-paires jumelées

Une autre direction de raffinement de la combinatoire des BN-paires consiste a
postuler la coexistence de deux BN-paires dans un méme groupe et une compatibi-
lité entre celles-ci. Cette structure peut apparaitre comme un enrichissement appor-
tant peu de propriétés supplémentaires. En réalité, sa contrepartie immobiliere est le
point de départ de I’étude des jumelages. Les références pour toute cette section sont
[Abr97] et [Tit92].

1.3.1. Axiomes. — Des que 'on manipule des structures jumelées, il apparait en
indice le signe 4+ ou —. € désignera toujours I'un de ces signes.

Définition. — Soient (G, B4, N, S) et (G, B_, N, S) deux BN-paires de méme groupe
de Weyl. Plus précisément on suppose 1’égalité By NN = B_NN, on note H la valeur
commune et W := N/H. On dit que (G, B4+, B_, N, S) est une BN-paire jumelée si
on a en outre

(BNJ1) Pour tout w de W, tout s de S, et tout signe €, avec £(ws) < (w),

BawB_.sB_. = B.wsB_..
(BNJ2) Pour tout s de S, BysNB_ = @.

On peut facilement fabriquer une B N-paire jumelée a partir d’'une B N-paire simple
pourvu que celle-ci soit sphérique. Si on note wy I'élément de plus grande longueur
du groupe de Weyl d’une telle BN-paire (G, B, N, S), alors (G, B, wOBwal, N, S) est
une BN-paire jumelée.

1.3.2. Décomposition de Birkhoff. — La décomposition qui suit est moins pré-
cise que celle de (1.2.4). Elle apparait pourtant sous des hypotheses plus faibles, qui
ont déja une contrepartie immobiliere.

Proposition — Soit (G, B+, B_-,N,S) une BN-paire jumelée. Alors, pour chaque
signe €, l'application

Be: W — B.~\G/B_,
w+— BewB_,

est une bijection.

Référence. — Onrenvoie & [Abr97], lemme 1 p. 13, qui prouve au passage les résultats
intermédiaires suivants.

BawB_.sB_. C Bo{w;ws}B_,
pour tout w de W, s de S.

BawNB_. =& pour tout w non trivial de W. O
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C’est la décomposition de G obtenue qu’on appelle décomposition de Birkhoff de
G en doubles classes de Birkhoff, quel que soit 'ordre des signes.

1.4. Données B-radicielles

Les structures qui suivent (jusqu’a la fin) apparaissent d’emblée comme plus pré-
cises puisqu’elles sont indexées par ’ensemble des racines d’un systeme de Coxeter.
C’est donc une combinatoire plus détaillée qui est définie des les axiomes. En pra-
tique, ce fait implique souvent que pour vérifier les axiomes d’une telle structure, on
doit d’abord mettre en évidence un systeme de Coxeter. D’ott des démonstrations par
étapes puisqu’on ne peut faire I’économie d’une preuve de structure de type BN-paire
pour disposer d’un groupe de Weyl (voir ’exemple des groupes de lacets, [Rém99)).
La référence pour cette axiomatique est [Tit87], section 5.

1.4.1. Racines d’un systéme de Coxeter. — On part d’'un systéme de Coxeter
(W, S), dont on note £: W — N la fonction longueur associée.

Définition

(i) Pour chaque s de S, la partie oy := {w € W | £(sw) > £(w)} est une racine
simple de (W, S).

(ii) Les racines de W sont les transformés was(C W) des racines simples, pour w
dans W.

On note ® = ®(W) l'ensemble des racines de W.

(iii) Une racine est dite positive si elle contient 1, négative sinon. On note P,
(respectivement ®_) Pensemble des racines positives (respectivement négatives).

(iv) Pour toute racine a = wa, on note —« son complémentaire. C’est encore une
racine — puisqu’il s’agit de wsas — qu’on appelle ’opposée de a.

On peut aussi introduire un peu de vocabulaire pour les parties de racines.

Définition
(i) Un ensemble de racines ¥ est dit prénilpotent si on peut trouver un élément
w et un élément z de W tels que w¥ C ¢4 et z¥ C ®_. Autrement dit, si on peut
trouver un élément w et un élément z de W tels que l'intersection des racines de ¥
(respectivement des opposées des racines de W) contient w1 (respectivement z~1).
(ii) Pour une paire {«; 8} prénilpotente de racines, on note

;8] ={y€@[yDanf et —vD(-a)n(-H)}.
On note aussi [o; 8] := [ B8] ~ {8}, | 8] == [ev; 8] ~ {a} et o; B8] := [e; 8] ~ {e; B}

(ili) Un ensemble de racines est dit conveze s’il est précisément ’ensemble des
racines contenant une partie non vide donnée de W et disjointes d’une autre partie
non vide donnée de W.
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(iv) Un ensemble de racines est dit clos 8’il contient [o; 8] dés qu’il contient les
deux racines « et 3.
(v) Un ensemble de racines est dit nilpotent 8’il est prénilpotent et clos.

Parmi les ensembles convexes intéressants, on peut définir pour chaque w de W
I'ensemble ®,, des racines positives rendues négatives par w. ®,, = &, Nw™1®_. On
a ®; = {as} pour tout s de S. Ce point et le lemme suivant se trouvent dans [Tit87],
proposition 3 (i), p.564-565.

Lemme / Définition — Soit w = s1 - 8-+ Sy() une écriture réduite d’un élément de
W. Pour chaque i > 1, on note w; 1= s1---8; et B; := w;_1a5,. On convient que
wo vaut 1. Alors {Bi}1<i<e(w) est evactement ®,,-1. La numérotation ainsi obtenue

sur cet ensemble est appelée 1'ordre cyclique de ®,,-1 associé a l’écriture réduite de
w. O

On verra au chapitre suivant que ce vocabulaire s’adapte au langage des immeubles,
en particulier des immeubles minces que sont les complexes de Coxeter, (2.2.6).

1.4.2. Axiomes. — Passons maintenant a la définition proprement dite des données
B-radicielles ([Tit87], section 5).

Définition. — Soient G un groupe et (W, .S) un systéme de Coxeter. On suppose que
G contient une famille (B,)ace de sous-groupes, et on note
By :=(By|a€ed;), B_:=(B,|lac®_), et H:= () B./.
acd

On dit que (G, (Ba)a€q>) est une donnée B-radicielle si les axiomes suivants sont
vérifiés.

(DRO) Les sous-groupes B, engendrent G.

(DR1) Pour toute paire prénilpotente {a; 8} de racines, il existe un ordre

(a:ﬂlvﬂQa"'vﬁm>

sur [a; O] tel que le produit interne

Bﬁl'Bﬁz"'Bﬁ

m

soit un groupe.

(DR2) Pour tout s de S, B,, N B_,, = H.

(DR3) Pour tout s de S, le groupe B, possede deux doubles classes dans le groupe
qu’il engendre avec B_,,.

(DR4) Pour tout s de S, il existe un élément dans (Ba,,, B_q,) qui conjugue Bg
sur Bsg pour toute 3 de ®.

(DR5) Pour tout s de S, B,, ¢ B_ et B_,, ¢ By.
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28 CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES GROUPES

Par la suite, nous allons citer les diverses propriétés des groupes a donnée B-
radicielle. Il n’est déja plus anodin de prouver que ce systeme d’axiomes donne nais-
sance & des BN-paires. La démonstration de ce fait (et du fait qu’elles sont jumelées)
est parallele a celle d'un autre gros résultat, a savoir le théoreme d’amalgame qui
prouve une présentation « a la Steinberg » des groupes de ce type. Finissons en intro-
duisant un groupe nécessaire a toute mise en évidence de BN-paire. On conserve G
un groupe muni d’une donnée radicielle.

Définition. — Pour tout s de S, on choisit un élément s dans (B, , B_,.) qui conjugue
Bg sur Bsg pour toute § de ®. On note N le sous-groupe de G engendré par les s
et H.

Remarque — D’aprés (DR3) et (DR4), B, (resp. B_,,) est son propre normalisa-
teur dans (B,,, B_4.). Vu (DR2), 1’élément s est donc unique modulo H. Ainsi, N
est indépendant des choix faits.

1.4.3. Premiéres propriétés. — Nous rassemblons ici deux lemmes consécutifs
dans larticle de J. Tits [Tit87] pour prouver les résultats annoncés précédemment.

Lemme

(i) Pour tout w de W, on peut trouver un élément n,, de N qui conjugue Bg sur
By, pour toute racine 3 de .

(ii) Pour deux racines distinctes a et o de ®, By # By

(iii) Il existe un unique épimorphisme de groupes v : N — W tel que pour tout
n de N, on ait nBgn™! = By (n)p pour toute racine 3. En outre, le noyau de v est
précisément H.

(iv) Pour toute racine positive « et tout s de S, on a BoBa,S C By, 5By .

Référence. — [Tit87], lemme 3 p.563 et lemme 4 p.564. O

1.4.4. Sous-groupes associés a un élément du groupe de Weyl. Doubles
classes. — Cette série de propriétés prouve des résultats assez proches de ceux
obtenus pour les BN-paires raffinées. Cependant, il faut remarquer qu’on n’a pas le
méme type de résultat d’écriture unique sous les hypotheses d’une donnée B-radicielle.
La différence essentielle vient de ce qu’on ne définit pas des petits sous-groupes in-
téressants de la méme fagon. Logiquement, dans le cadre des BN-paires raffinées,
les sous-groupes intéressants de Uy sont définis comme intersection de Uy et d’un
conjugué par n dans N de U_ ; alors que la combinatoire des données B-radicielles,
indexée par ®, conduit & définir les groupes a partir des sous-groupes B,,. Ainsi, pour
les BN-paires raffinées, on obtient des résultats d’écriture unique « & grande échelle »
(au niveau des doubles classes de Birkhoff ou de Bruhat), alors qu’ici on va écrire de
maniere unique des sous-groupes associés a des parties finies de racines. Commengons
par la définition des groupes intéressants.
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Proposition / Définition — Pour tout w de W, le produit B, := Bg, -Bg, - - - Bg,, pour
lordre cyclique associé a une écriture réduite de w, est un groupe. Il ne dépend pas

de Uécriture réduite choisie, puisque c’est le groupe engendré par les Bg,. On pose
Bl = H.

Référence. — [Tit87], proposition 3 (ii) p. 564. O

Il est clair par définition que B, est inclus dans By NwB_w™!; on verra quil y a
en fait égalité, en (1.4.6). Comme annoncé, on posséde des résultats d’écriture unique
des B, et d’écriture plus économique pour les doubles classes.

Proposition — Soit w dans W, pour lequel on conserve les notations précédentes.
(i) Si By, désigne un ensemble de représentants de H ~\ Bg, = {Hb | b € Bg,} pour
chaque 1, Uapplication produit

HxBj x---xBj — By

est bijective.
(ii) En posant Bj = (Bg, — H) U {1} pour chaque i, on a

BJ,_’LUB_;,_ = BEIBEZ e BgmwB_,_ = waB+

(i) Les quadruplets (G, By, N, S) et (G,B_, N, S) sont des BN -paires.
(iv) Soient w dans W et s dans S tels que £(sw) = £(w). Alors

B,NB_sB_ = 2.

(v) Pour chaque s de S, on a (Bs,,B_n,) = Bo,UBy,5Bo, = B_o,UB_,_,$B_,..
(vi) Pour tout w de W, B, NB_ = H.
(vii) Pour tout s de S, By = B,, - (By NsBys™1).

Démonstration. — Les trois premiers points sont prouvés dans [Tit87]. Il s’agit des
résultats [Tit87], proposition 3 (iii) et (iv) p.564 et proposition 4 (i) p.566.

Preuwve de (iv). Supposons au contraire que l'intersection n’est pas vide. Alors,
on peut trouver un élément bsh’ dans B, avec b, b’ dans B_. On obtient donc
w™lbsb'w € B_, ce qui implique que B_ apparait dans la décomposition en doubles
classes négatives de B_w~'B_sB_wB_.

On peut donc trouver une sous-expression w’ de w1 qui vérifie w’sw = 1, et donc
L(w') = £(sw) > £(w). Dot la contradiction.

Preuve de (v). Il suffit de voir que § n’est pas dans B,,. C’est immédiat, sinon on
aurait B_,, = sB,,s~ 1 C By, impossible par (DR5). L’autre cas est complétement
symétrique.

Preuve de (vi). C’est immédiat d’apres [Tit87], théoréme 2(i) p. 567 qui assure que
B,NDB_ estdans By N B_ = H.

Preuve de (vii). Classiquement ([Hum?75], lemme C p.178), S est caractérisé par
le fait que By U BysB, est un groupe. Ici, la double classe associée a s s’écrit plus
simplement B, sB, par (ii), donc B, UB}, sB, est un groupe. Ceci fournit I'inclusion
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s™'Bys C By U B}, sBy. Mais B,, \ H est inclus dans B_, sB_,, par (v) et
(DR2), ce qui permet d’écrire s *Bys C By UB_,_ sB_,,sB1 = B UB_, B;. En
reconjuguant par s, on a By C sB, s ' U B, sBys~!. On a terminé puisque B, est
dans B.. O

Vu la symétrie des axiomes de définition des données B-radicielles, on a bien en-
tendu des résultats completement symétriques pour les racines et les doubles classes
de signe opposé.

Nous allons maintenant citer deux résultats importants : le théoréme d’amalgame
et la comparaison avec les BN-paires jumelées. Ces résultats sont artificiellement
dissociés I'un de l'autre. Les démonstrations sont conjointes. On ne les reproduira
pas, puisque nous allons prouver un résultat analogue pour les données radicielles
jumelées, qui, lui, ne semble pas apparaitre dans la littérature.

1.4.5. Théoreme d’amalgame. — Outre son intérét propre, ce théoreme est es-
sentiel dans la théorie des groupes de Kac-Moody, puisqu’il est l'ingrédient principal
de la preuve d’unicité de ces groupes sur les corps. La partie concernant les sous-
groupes By et B_ est reportée a la conclusion du chapitre concernant les ensembles
ordonnés. (Pour la définition d’amalgame, voir la sous-section (5.3.1)).

Théoréme — Soit (G, (Ba)a€q>) une donnée B-radicielle. On désigne par G la limite
inductive du systéme formé des inclusions

HCB,C B[a;ﬁ]
pour chaque paire prénilpotente de racines {«; 5} et
H C Bia, C (Ba,,B-a,)

pour tout s dans S.

On identifie chaque groupe B, avec son image dans é, et on note s’ l'image de
5 dans G. Alors, le noyau de l’épimorphisme canonique G — G est le plus petit
sous-groupe normal de G contenant les éléments de la forme s'bs’~1b'~1 avec b dans
Bg et b/ = sbs—! dans Bsg.

Référence. — [Tit87], théoréme 2 (iii) p.567. O

1.4.6. BN-paire jumelée associée. Théoréme d’intersection. — Des (1.4.4),
il ne manquait plus que I'axiome (BNJ1) des BN-paires jumelées pour mettre en
évidence cette structure. Cependant, la preuve de cette assertion n’étant pas une
trivialité, on a préféré respecter 'ordre logique. En revanche, une fois ce point prouvé,
on a en plus la saturation de la BN-paire jumelée.
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Théoréme

(i) Si (G, (Ba)aco) est une donnée B-radicielle, alors avec les notations usuelles,
le quintuplet (G, By, B_, N, S) est une BN -paire jumelée. En outre, cette BN -paire
est saturée au sens ou H = By N B_.

(ii) Pour tout élément w de W, on a B,, = By NwB_w™!.

Référence. — [Tit87], proposition 4 (ii) p.566 pour (BNJ1), corollaire 1 p.569 pour
(BNJ2) et théoréme 2 (i) p.567 pour le second point. O

1.5. Données radicielles jumelées

Il s’agit de la structure combinatoire la plus fine dans la veine des généralisations
des BN-paires pour les groupes de Kac-Moody. Que cette structure implique les autres
n’est a nouveau pas une trivialité. Par exemple, les BN-paires raffinées symétriques et
les données B-radicielles sont des généralisations indépendantes. Pourtant, il semble
que pour prouver I'implication (DRJ) = (SRT), on ne puisse pas faire I’économie de
la preuve de l'autre implication (DRJ) = (DR).

1.5.1. Axiomes. — Les données radicielles jumelées constituent comme les données
B-radicielles une combinatoire indexée par les racines d’un systéeme de Coxeter.

Soit G un groupe possédant une famille de sous-groupes (U, )aco (indexée par
le systéme de racines d’un groupe de Coxeter W), et contenant un sous-groupe H
normalisant chaque sous-groupe U,. On note U, (respectivement U_) le sous-groupe
engendré par les sous-groupes U, pour a dans ® (respectivement ®_).

Définition. — On dit que le triplet (G, (Us)aeo, H) est une donnée radicielle jumelée
(de type (W, S)) si les conditions suivantes sont vérifiées.

(DRJO) Pour toute racine «, on a Uy # {1}.

(DRJ1) Pour toute paire prénilpotente de racines {a; 3}, le groupe des commuta-
teurs [Uq, Ug] est inclus dans le groupe Uy, 5 engendré par les racines de Ja; 3.

(DRJ2) Pour tout s de S et tout u de Uy, ~ {1}, il existe v’ et v’ dans U_,, tels
que m(u) := w'uu” conjugue Ug sur Usg pour toute racine (3.

En outre, pour tous u et v de Uy, ~ {1}, m(u)H = m(v)H.

(DRJ3) Pour tout s de S, U,, ¢ U_ et U_q, ¢ Us.

(DRJ4) G = H{U,, | @ € D).

Les sous-groupes U, sont appelés les sous-groupes radiciels de G. Pour toute partie
nilpotente 1) de racines, on note Uy le sous-groupe engendré par les sous-groupes
radiciels U, pour « dans .

Ces axiomes différent légérement de ceux de [Tit92] — axiomes (RGD) — ou de
[Abr97]. J. Tits suppose que H est I'intersection des normalisateurs des U, (ce qui
sera prouvé en (1.5.3)), mais son axiome 3 est moins restrictif. P. Abramenko propose
un axiome 3 légerement plus restrictif, dont on verra en fait qu’il est vérifié (voir le
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théoréeme d’intersection (3.5.3) suggéré par lui-méme). En outre, écriture m(u) est
abusive dans le sens ou elle indique que cet élément ne dépend que de u. C’est en
fait le cas puisque le couple (u/,u”) est unique ([Tit92], p.257 ligne 31). Pour étre
correct, il faudrait donc énoncer les axiomes avec u'uu”, sans le raccourci de notation
m(u) qu'on justifierait seulement par la suite.

1.5.2. Premiéres propriétés. — Les résultats qui suivent ont tous un intérét
technique. Le premier lemme fournit des résultats d’intersection et de dévissage pour
des petits sous-groupes de U,. On désigne par B, (respectivement B_) le sous-groupe
HU, (respectivement HU_).

Lemme

(i) Pour tout s de S, on a Uy, N B_ = {1} et U_,, N By = {1}.

(ii) Pour toute racine «, le sous-groupe B, engendré par H et U, s’écrit B, =
Hx U,.

(ili) Pour tout w de W, le produit Uy, := Ug, -Ug, - - - Ug,, pour lordre cyclique sur
-1 associé & une écriture réduite de w (voir (1.4.1)), est un groupe. Il ne dépend
pas de Uécriture réduite choisie, puisque c’est le groupe engendré par les Ug,. On pose

U1 = {1}
Remarque — On verra en (3.5.4) que U, = Uy NwB_w™1.

Démonstration

Preuve de (i). Supposons qu’on ait u dans U,, N B_ ~ {1}. Alors, ’élément m(u)
défini par (DRJ2) est dans B_ (d’ou son écriture m(u) = u_h).

On regarde alors m(u)U_,_ m(u)~t. D'une part, c’est U_gso, = Us,,, mais c’est aussi
u_U_q,u”" donc inclus dans U_. Ceci donnerait U,, C U_, impossible par (DRJ3).

Preuve de (ii). Par ce qui précede, c’est évident pour une racine simple. En général,
on conjugue par un élément de W judicieux en utilisant le fait que m(u) normalise H.

Preuve de (iii). On fait une récurrence sur la longueur de w, la longueur 1 étant
triviale. On se donne une écriture réduite w = s1-82 - - - Sypy1 dans W. Alors, ws,,41 =
8182 Sm est une écriture réduite, et les ordres cycliques sur ¢, 1 €t ¢,,—1 sont
compatibles.

Par hypothese de récurrence, le produit interne Uy, , := [T~ Ug, est un groupe.

11 suffit donc de montrer Ug,, ., (ITi~; Us,) = (ITi~1 Ug,)Us,...- En itérant Paxiome
(DRJ1), on obtient :

UBpnia (HZ1 Uﬁi) C Up, (U]ﬁ1;ﬁm+1[ “Upy - Ulyi8111Up3 -+ Uﬁm)Uﬁmﬂ

Par hypotheése de récurrence et grace aux inclusions |5;; Bmy1[ C {B2;-..;8m}, la
parenthese centrale est dans Ug, - Ug, - - Usp,,. (|

m
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1.5.3. Donnée B-radicielle associée. — La comparaison entre donnée radicielle
jumelée et donnée B-radicielle est un résultat plutot facile, qui repose sur un lemme
concernant les racines dont nous reportons la preuve a la section sur les systemes de
Coxeter (2.2.6).

Proposition — Si (G, (Ua)ace, H) est une donnée radicielle jumelée, (G, (HUq)aco)
est une donnée B-radicielle.

Démonstration. — Déja les B, engendrent G puisque G = H{U, | a € ®), ce qui
prouve (DRO).

L’axiome (DR2) provient du lemme (1.5.2)(i) et (ii), en particulier H = [, .4 Ba-

L’axiome (DR4) provient directement de (DRJ2) et du fait que pour tout u dans
Ua, ~ {1}, m(u) normalise H.

L’axiome (DR5) provient du lemme (1.5.2)(3).

Pour prouver (DR3), il suffit de montrer que

((H,Utq.),HU,,, Ny := HUm(u)H, m(u)H)

est une BN-paire pour uw dans U,, ~ {1}, et m(u) défini comme en (DRJ2).
(H,Uy,,) est clairement engendré par HU,_ et Ny, et m(u) normalise H. Clest
(BN1). Ns/H est engendré par m(u)H qui est d’ordre deux. C’est (BN2). Il est clair
que m(u)HUy, m(u)™! = HU_,, ¢ HU,,. C’est (BN4). (BN3) est également vérifié
car par (DRJ2), pour tout élément non trivial v de U_,,_, il existe v" et v’ de U,, tels
que v'vv” releve s modulo H. Ainsi, v'vv” est dans m(u)H, et donc U_,, \ {1} C
Ua.m(u)HU,,. On a bien m(u)HU, m(u)~' ¢ HU,, U HU, m(u)HU,,, qui est
le seul calcul non évident pour vérifier (BN3). Pour (DR3), on conclut par la
décomposition de Bruhat.

Il reste alors (DR1). Par le méme raisonnement qu’en (1.5.2)(iii) pour définir U,,,
on peut définir Upy,s) := U,, - Uy, - -U,,, avec l'ordre du corollaire (2.2.6). Ainsi,
HU,, - HU,, ---HU,, = HU|,,g est un groupe. O

Corollaire
(i) Le sous-groupe H est précisément (,cq Na(Ua). De plus, No(Uy) = By et
Ne(U-)=B_.
(ii) Pour tout w de W, on a
B,=HxU, et U,NB_={1},
ot By, est le sous-groupe défini dans le cadre de la donnée B-radicielle (G, (HUa)a€q>).

Remarque — Cette donnée B-radicielle fournit également un groupe N associé a la
situation.

Démonstration
Preuve de (

i). Naca Na(Ua) normalise Uy et U_. On a donc (4 No(Ua) C
Nea(Uy) N Ng(U-).

Ng(Uy) contient By donc est un parabolique standard. En fait,

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



loult?

34 CHAPITRE 1. COMBINATOIRE DES GROUPES

puisque tout élément du groupe de Weyl envoie au moins une racine simple sur une
racine négative, Ng(U,) est exactement Bi. On a de méme Ng(U_) = B_. Ainsi,
Naco Na(Ua) € By NB_ = H, (1.4.6). L’autre inclusion est évidente par définition.

Preuwve de (ii). Pour toute racine «, on sait que B, = H x U,. 1l suffit donc
d’appliquer la proposition (1.4.4)(i). Pour le second point, (1.4.4)(vi) assure que Uy, N
B_ C H. Or, U, N H = {1} par ce qui précede.

Remarque — Le premier point justifie qu'on notera désormais (G, (Ua)a€q>) toute
donnée radicielle jumelée, en omettant le H. O

1.5.4. BN-paire raffinée symétrique associée. — Ce théoreme est probable-
ment le plus important parmi les résultats de comparaison. La technique de démons-
tration est une adaptation de la preuve du théoréeme d’amalgame et d’intersection
pour les données radicielles. Elle fait appel a des notions qui sortent du cadre de ce
qu’on a présenté pour l'instant, puisqu’on a besoin d’ensembles ordonnés construits a
partir d’immeubles. Un point de la démonstration — le théoreme (3.5.4) — sera donc
rejeté au chapitre 3 traitant de cette technique. Moyennant quoi on prouvera :

Théoreme — Soit (G, (Ua)aeq>) une donnée radicielle jumelée indexée par un sys-
téeme de Cozeter (W, S). Alors, (G, N,Uy,U_, H,S) est une BN -paire raffinée symé-
trigue de groupe de Weyl W. De plus, avec les notations de (1.2.1), on a Us = U,
pour tout s de S.

La démonstration de ce théoréme fait usage d’un lemme qu’on peut prouver des a
présent, mais qui ne servira qu’au chapitre 3, précisément en (3.5.1).

Lemme — Pour tout w et tout ordre cyclique sur ®,-1, le groupe U, est limite
inductive du systeme d’inclusions des sous-groupes Ug, et Uyg, .5, pour j, k et | dans

{1;2;...;ell(w)}.

Démonstration. — Ce lemme, en remplagant la lettre U par la lettre B, est le lemme
5 p.567 de [Tit87]. A. Chosson ([Cho99], section (2.5) lemme 9 p.37) a détaillé cette
preuve. C’est a partir de cette version qu’on a travaillé.

On fait une récurrence sur la longueur m de w, le cas m = 1 étant trivial. Notons X
la limite inductive qu’on veut identifier & U,,. On munit ¢ := &, -1 de 'ordre associé
a Décriture réduite w = 81 - 82+ Smt1- ¥ = {B1; 5825+ - -3 Bmt1}-

(1) Plongements

On pose ¢ 1= ¥ N\ {Bmy1}. Il est clair qu'il s’agit de I'ensemble &, -1 et
que lordre induit par ¢ est I'ordre cyclique associé a l’écriture réduite ws,,+1 = $1 -
52+ 8m. On pose aussi ¥ 1= Y\ {B1} et " := '\ {f1}. Ona " = 51 Py, .., )1
et " = 51®,,...5,)-1, avec compatibilité des ordres comme pour 9. Pour les trois
ensembles de racines, on peut donc appliquer I’hypothese de récurrence, qui permet de
voir Uy (respectivement Uy, Uyr) le sous-groupe engendré par les groupes radiciels
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indexés par ¢’ (respectivement ¢”, ¢""") comme limite d’un sous-systéme du systeéme
qui définit X. D’ou des plongements

¢/ . Uw/ — )(7 (;5” . Uw// — X, (725/” . Uw/// — X,
auxquels s’ajoutent les injections évidentes
¢i 1 Usi — X, 9,00 Ulpp) — X
Il est clair qu’on a les égalités de restrictions :
/ —am /1 _am
¢ |U¢/// - ¢ ) ¢ |Uw/// - ¢ )
D13, 5] |Us, = @i lorsque B; € [Br; Bkl

(0) ¢[ﬁ1;ﬁm+1]|Uﬁi = ¢/|U/3i lorsque 1 <@ < m et que G; € [B1; Bm+1]-

(2) Eecriture simplifiée de X

On va montrer qu’on peut écrire X comme le produit interne ¢1(Ug, )@ (Uyr).
Pour cela, il suffit de montrer que ce produit interne est un groupe. On part de quatre
relations entre produits internes dans le groupe U,,.

(1) Uig1:8ms1] C Uppyr Uy,
(2) Uyr = Up,, ., Uy,

(3) Uyr = UymUp, = Up, Uy,
(4) Ui Upnis C U138, 1]

La derniere inclusion est évidente, le reste se justifie comme pour la définition des
groupes U, en (1.5.2)(iii). On applique ¢(3,.3,,.,] & (1) et (4) pour obtenir (1) et (4'),
et ¢ et ¢’ & (2) et (3) pour obtenir (2') et (3') (grace aux égalités de restrictions).
(1’) ¢[ﬁ1;5m+1] (U[ﬁﬁﬁww»l]) C ¢m+1(Uﬂm+1)¢/(U¢/)v
) ¢"(Uyr) = pm41(Us,, 1) (Uyr),
) ¢'(Uy) = ¢" Uy )1 (Up,) = ¢1(Up, )¢" (Uyrrr),
) 1 (U1 )0m+1(Up,ir) C 9181:8,041) Ui1:8,411)-
(2) et (4') donnent ¢y (Up, )" (Uy) C B18,:8,,111 (Ui1:8,0421)9" (Uyrrr).
(1") et (3') donnent

161811 (UB1:8111) C Pmt1(Up, )9 (Uyrrr) 1 (Up, )

= Om+1(Us,11)01(Up, )¢ (Uyrr).

On obtient donc bien ¢1(Ug, )¢ (Uyr) C ¢ (Uypr )1(Up, )-

(3) Injectivité

Notons s : X — U, I’épimorphisme canonique. Il ne reste plus qu’a montrer qu’il
est injectif. Prenons un élément dans son noyau, qu’'on peut écrire ¢1(uq)¢” (u”’) par
ce qui précede. Par la propriété universelle de la limite inductive, s o ¢ est 'identité
de Ug, et so¢” celle de Uy». On a donc uqu” =1, d’olt ug € Ug, NUy. En conjuguant
par s, on voit que slulsl_l est dans U_g, NUs,...s,,,,, donc vaut 1, par le corollaire
(1.5.3)(ii). O
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Nous allons faire la démonstration du théoreme de comparaison en utilisant le
théoréme d’intersection (3.5.4).

Démonstration. — Par symétrie des hypotheses, il suffit de prouver qu’on obtient une
BN-paire raffinée. On pose
Uy =Uy|ae®y), U_:=U,|aed_),
H:= () Ng(Uy), et N:=(H,m(u) |u € Uy, \ {1}, s€S).
acd
D’apres (1.5.3) et (1.4.6), (G, HU;, HU_, N, S) est une BN-paire jumelée.

(1) Vérification de (RT1). G est un groupe de sous-groupes N, U, U_. Toute
racine négative est transformée par W d’une racine simple, par conséquent U_ est
dans (U4, N). Donc d’aprés 'axiome (DRJ4), on a bien G = (U, N). H est distingué
dans N puisque c’est le noyau de ’épimorphisme v : N — W. H normalise séparément
les groupes radiciels, donc Uy et U_. 1l est clair qu’on peut voir S comme

Si={m(u) |ue U, ~{1}, s€ S}H/H,

ce qui justifie les derniers points.

(2) Vérification de (RT3). On se donne uy dans Uy, u— dans U_ et n dans N tels
que uynu_ = 1. Déja, par la décomposition de Birkhoff, cela implique que n = h est
dans H. Les intersections HU; NU_ = HU_N U, = {1} font voir tout d’abord que
ul' = hu_, puis h et u_ valent 1. On utilise ici le théoreme d’intersection (3.5.4).

(3) Vérification de (RT2). Le théoréme d’intersection (3.5.4) permet de voir que
U,, = U NsU_s71. Le point (RT2b) est alors évident. La premiere partie de (RT2a)
découle de (DRJO), la seconde provient de I’application de (DRJ2) pour un élément
non trivial de U_,, comme dans la vérification de (RD3) en (1.5.3). Pour le point
(RT2c), on applique (1.4.4)(vii).

(RT3) permet de voir qu'on a en fait Uy = (Uy NsU4s™ 1) (Up NsU_s™1). Clest
ici qu’on utilise (3.5.4). O

1.6. Récapitulatif des comparaisons. Pathologies

Nous allons clore ce chapitre en récapitulant les comparaisons de structures com-
binatoires et en montrant que d’autres résultats qu’on peut espérer en faisant une
traduction combinatoire de propriétés concernant les groupes réductifs ne sont pas
nécessairement vrais.

1.6.1. Une derniére comparaison. — La proposition qui suit montre qu’il ne
manque que la symétrie pour pouvoir intégrer les BN-paires raffinées aux structures
jumelées.

Proposition — Si (G,N,U;,U_,H,S) est une BN-paire raffinée symétrique,
(G,HU,,HU_, N, S) est une BN -paire jumelée.
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Démonstration. — Pour l'axiome (BNJ1), on se donne w dans W et s dans
S, avec f(ws) < l(w). II suffit de voir que wB_.sB_. est dans BcwsB_..
D’aprés la proposition (1.2.3), on sait que B_.sB_. = (U_. N sUcs 1)sB_..
Ainsi, wB_sB_. = w(U_. N sUs Y)w twsB_.. Or, d’aprés la précision de
la référence de (1.2.2), I'hypothese ¢(sw™!) < ¢(w™') pour la BN-paire raffi-
née (G,N,U_., U, H,S) implique w(U_. N sU.s )w™ C U.. On a donc bien
wB_.sB_. C UawsB_. = BewsB_.. L’axiome (BNJ2) est évident par (RT3). O

1.6.2. Tableau récapitulatif. Remarque terminologique. — On peut résumer
les comparaisons effectuées dans le tableau suivant.
Comparaison

Données radicielles jumelées ==> B N-paires raffinées symétriques

ﬂ ﬂ

Données B-radicielles =======> B N-paires jumelées

La seule implication laissée en suspens est — nous ’avons déja dit — la premiere
implication horizontale. Pour une remontée partielle de celle-ci on peut d’ailleurs
prouver :

Proposition — Soit une BN -paire raffinée symétrique (G, N,Uy,U_, H,S). Alors,
les transformés par N des sous-groupes U. N s U _.s (e = &), vérifient les aziomes
(DRJO0), (DRJ2), (DRJ3) et (DRJ4) des données radicielles jumelées. On parlera donc
encore de groupes radiciels. De plus, Uy (respectivement U_ ) est bien le sous-groupe
engendré par les groupes radiciels indexés par les racines positives (respectivement
négatives).

Démonstration. — Le travail essentiel est de passer a une combinatoire indexée par un
groupe de Coxeter. Nous allons utiliser deux autres résultats de Kac et Peterson que
nous citons ici ad hoc parce qu’ils ne réapparaitront pas (voir [Kac-Pet84], corollaire
(3.2)(i) et proposition (3.4)).

Dans une BN-paire raffinée symétrique (G, N,U;,U_, H,S), pour s, t dans S et
z dans W, on a

UpntU_t™ ' =27 YUy NsU_s 1)z <= 2t = sz et £(s2) > £(2),

et U_ est engendré par les sous-groupes w~ Usw pour s dans S, w dans W et £(sw) <

L(w).

(1) On définit les groupes radiciels. D’abord, on pose U,, = Uy NsU_s"! et
U_,, := U_nNsU;s™ . Ensuite, si o est une racine qui s’écrit o = wa, on pose
Uy = wUy, w™t. Clest cette définition qu’il faut justifier puisque I'écriture de la

racine n’est pas unique. Il suffit de considérer le cas ol ay = was avec s, t dans S et w

1

dans W. Ceci implique deux choses : sw™! = w1t et wa, > 0. La derniére remarque
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fournit classiquement dans les groupes de Coxeter £(sw™!) > ¢(w™!). En appliquant

la, premiere référence & z = w™!, on obtient alors

UrntU_t™' = (w™ )N U nsU_s Huw ™!,

soit Uy, = wUy, w™t.

(2) On peut alors vérifier facilement les axiomes annoncés.

(DRJO) provient du second point de (RT2a) en conjuguant par s. De méme, (DRJ2)
provient du second point de (RT2a) et de la définition des groupes radiciels. (DRJ3)
provient de (RT3) qui implique méme U, NU_ = {1}. Enfin, il s’agit de voir (DRJ4).
D’apreés (RT2a), on sait déja que N est inclus dans le sous-groupe engendré par Uy,
U_ et H. Ce sous-groupe est (d’apres la seconde référence pour U; et U_) dans
le sous-groupe engendré par H et les sous-groupes radiciels : N C (H, (Uy)aco)-
D’aprés (RT1) et la seconde remarque pour Uy, G = (N,Uy) = (N, (Uy)aco+) =
(H, (Ua)ace). o

Les données radicielles jumelées introduites ici sont les généralisations directes pour
un W quelconque des données radicielles de Bruhat et Tits, [Bru-Tit72] p.107,
introduites pour W fini. Le qualificatif jumelé apparait donc superflu; il rappelle
cependant que I'on pourra introduire un jumelage pour les immeubles correspondants.

On sait d’ailleurs que les immeubles sphériques sont automatiquement jumelés. Il
y a des variantes des données radicielles jumelées (qui différent essentiellement par
Paxiome (DRJ1)) quand on peut indexer les groupes U, par un systéme de racines
en un sens plus classique, voir (6.2.4) et (6.2.5).

Les données B-radicielles donnent aussi lieu a des jumelages ; pour étre des données
radicielles jumelées, il leur manque 'existence d’'une décomposition B, = HU,, c’est-
a-dire essentiellement la propriété de Moufang.

1.6.3. Une pathologie. — Nous terminons par une mise en garde. On a généralisé
et on va généraliser des résultats prouvés par Kac et Peterson sur le groupe de Kac-
Moody complexe qu’ils ont défini. Certains résultats ont été ou seront méme prouvés
dans un cadre abstrait (pas seulement pour des valeurs de foncteurs de Tits, mais pour
des données radicielles jumelées par exemple). Pourtant, une propriété ne tient pas,
alors qu’on pourrait croire ne pas en étre loin. Il s’agit du calcul de centralisateur du
« tore maximal » d’un groupe de Kac-Moody. Sa non validité empéchera notamment
de définir les facteurs de Lévi comme centralisateurs de sous-tores du tore associé a
la décomposition de Lévi.

Voici un contre-exemple concret. On peut montrer que les groupes de lacets sont
des groupes de Kac-Moody, ce qui valide le contre-exemple qu’on propose ([Rém99]).
Plus précisément, considérons le groupe G' = SL,, (K[t,¢!]), pour un corps K. Par des
calculs directs, on peut voir que G est le groupe de Kac-Moody g;(K) pour la donnée
radicielle de Kac-Moody adjointe minimale associée a la matrice affine de type gn, 1
et que le tore maximal 7" de G est le groupe des matrices diagonales a coefficients
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dans K* et de déterminant 1. Alors, Zg(T') est le groupe des matrices diagonales &
coefficients monomiaux de déterminant 1, qui contient strictement 7'. (Pour voir cela,
il suffit de faire le test classique sur les matrices de transvection, et de constater que
les inversibles de K[t,#~1] sont les monomes non nuls.)
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CHAPITRE 2

IMMEUBLES (JUMELES) ABSTRAITS

On veut résumer ici la théorie de base des immeubles abstraits. Il ne sera pas
question de réalisation géométrique. La définition de structures jumelées oblige a
considérer les deux approches des immeubles, a savoir les systemes d’appartements et
les systémes de chambres. Ceci implique de faire des préliminaires adaptés a chacun
des points de vue. La encore, on présente des raffinements orientés vers I'étude des
groupes de Kac-Moody, mais avec un intérét propre. On parlera de jumelage et de
condition de Moufang. Enfin, on fera le lien entre les immeubles et les structures
combinatoires de groupes présentées au chapitre précédent. Les références pour les
immeubles simples sont [Bro89], [Ron89] et [Gar97]. Pour la théorie jumelée, on
peut se reporter a [Tit89], [Tit90], [Tit92] et le deuxiéme chapitre de [Abr97].

2.1. Deux types de combinatoire

On peut choisir essentiellement deux types de combinatoire pour introduire la no-
tion d’immeuble. La premiere — historiquement plus ancienne — est celle des complexes
simpliciaux (étiquetés), la seconde celle des systémes de chambres. Dans cette section,
on expose seulement les définitions préliminaires. La notion d’immeuble n’apparaitra
qu’en (2.3). La référence pour les complexes simpliciaux est ’'appendice du chapitre I
de [Bro89], celle pour les systémes de chambres est le chapitre 1 de [Ron89] et celle
pour les complexes de chambres étiquetés est le chapitre 3 de [Gar97].

2.1.1. Complexes simpliciaux. Complexes de chambres étiquetés. — Les
complexes simpliciaux sont des objets assez familiers. Nous nous bornons a rappeler
quelques définitions.

Définition. — Un compleze simplicial abstrait d’ensemble de sommets V (pour V un
ensemble) est un ensemble Z de parties de V qu’on appelle simplezes (ou facettes),
qui possede les propriétés suivantes :
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(i) Chaque singleton {v} pour v dans V est un simplexe.

(ii) Chaque partie d’un simplexe est un simplexe, une telle partie étant appelée une
face du simplexe initial.

Le rang d’un simplexe est le cardinal de cette partie de sommets. Le corang d’une
face dans un simplexe de rang fini est la différence des rangs des simplexes.

C’est une définition qui privilégie la notion de sommets, alors que celle qui suit met
en valeur la relation de face.

Définition. — Un compleze simplicial est un ensemble ordonné non vide (Z, <) qui
vérifie les propriétés suivantes.
(i) Pour A et B dans Z, il existe un plus grand minorant commun & A et B dans A.
(ii) Pour tout A de A, I’ensemble Z¢ 4 des minorants de A est en bijection ordonnée
avec I’ensemble des parties d’un ensemble.

Une fagon d’envisager ’enrichissement de cette structure consiste a parler des com-
plexes de chambres, qui se rapprochent de l'intuition géométrique en introduisant les
galeries.

Définition

(i) Un complexe simplicial est un compleze de chambres si tout simplexe est contenu
dans un simplexe maximal — une chambre — et si pour toute paire {z;y} de chambres,
il existe une suite x = x1,%2,...,T, = y de chambres consécutivement adjacentes,
i.e. telle que x; et ;41 ont un simplexe de codimension 1 — une cloison — en commun.

(ii) Une telle suite s’appelle une galerie. Une galerie est dite bégayante si elle
comporte deux termes consécutifs égaux. La longueur d’'une galerie est le nombre de
termes moins 1 de cette suite finie. Une galerie est dite minimale si elle est de longueur
minimale parmi celles qui relient ses extrémités.

(iii) Le diamétre d'un complexe de chambres est la borne supérieure des longueur
de ses galeries.

Enfin, on peut requérir une condition d’étiquetage.
Définition

(i) Un étiquetage d'un complexe de chambres au-dessus d’un ensemble S est une
application de l’ensemble des sommets vers S telle que la restriction de cette appli-
cation a chaque chambre établisse une bijection entre la chambre et S. L’image d’un
simplexe par cette application (respectivement le complémentaire dans S de cette
image) est son type (respectivement cotype).

(ii) Dans ce cas, deux chambres adjacentes sont dites s-adjacentes (pour s dans S),

si la bijection d’une des chambres avec S induit une bijection de la cloison commune
avec S \ {s}.

On peut poser des conditions pour avoir des fleches entre ces structures.
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Définition

(i) Une fleche simpliciale entre deux complexes simpliciaux Z et 7’ est une applica-
tion de I’ensemble des sommets de Z vers celui de Z' qui envoie simplexe sur simplexe.
Un telle fleche est dite non dégénérée si elle respecte les rangs des simplexes.

(ii) Un morphisme de complexes de chambres est une application simpliciale qui
envoie une chambre sur une autre en préservant les corangs des faces.

(iii) Un morphisme strict (ou étiqueté) de complexes de chambres étiquetés au-
dessus d’un méme ensemble S est un morphisme de complexes de chambres qui pour
tout s de .S, envoie toute paire de chambres s-adjacentes sur une paire du méme type.

(iv) Un morphisme cohérent de complexes de chambres étiquetés au-dessus d’un
méme ensemble S est un morphisme de complexes de chambres tel que pour tout s
de S, il existe t dans S tel que toute paire de chambres s-adjacentes s’envoie sur une
paire de chambres t-adjacentes.

On peut réinterpréter la notion de complexe étiqueté au moyen des morphismes
puisqu’il est clair qu'un complexe de chambres Z est étiqueté par un ensemble S si et
seulement s’il existe un morphisme de complexes de chambres entre Z et I’ensemble
des parties de S. On peut aussi avoir besoin de développer une étude locale de ces
complexes. L’étoile est la notion combinatoire adaptée.

Définition. — L’étoile d’un simplexe dans un complexe simplicial est ’ensemble des
simplexes qui le contiennent. C’est un complexe simplicial pour la relation de face
induite. Pour un simplexe A, on le note lk(A).

Il nous reste a formuler un argument tres simple et récurrent dans la théorie des
immeubles, qu’on appelle argument standard d’unicité, voir [Gar97], section (3.2).

Lemme — Soient T et I’ deux complezes de chambres tels que toute cloison de T’ est
face d’au plus deuzx chambres. On fize une chambre ¢ de Z, et on se donne f : 7 — T’
et g:Z — I' deux morphismes qui coincident sur c et qui envoient une galerie non
bégayante sur une galerie non bégayante. Alors, f = g.

Démonstration. — On part d’une galerie non bégayante issue de ¢ : (¢ = ¢, cq, ...,
¢n = d). On suppose que f et g coincident sur les chambres d’indice inférieur & i 4 1.
Alors fe; et fc;4q sont deux chambres adjacentes, de cloison commune fe; N feip1.
Cette cloison est aussi gc;Ngcei+1 = f(ciNei41) parce que f et g coincident sur ¢;. Il n’y
a par hypothése qu’une seule autre chambre partageant cette cloison avec fc¢;. Puisque
les deux galeries images sont non bégayantes, on a nécessairement fc;11 = gciy1. On
conclut en remarquant que par définition, toute chambre peut étre connectée a c par
une galerie. O

Remarquons que si Z' est réduit & une chambre, on obtient le méme résultat en
remplacant la condition sur les galeries par la condition f et g non dégénérées.
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2.1.2. Systemes de chambres. — 1l s’agit de 'autre facon d’aborder les im-
meubles. Les systémes de chambres (& ne pas confondre en général avec les complexes
de chambres précédemment introduits) posseédent une définition tres large, presque
naive...

Définition. — Un systéme de chambres sur un ensemble S est un ensemble Z muni
d’une relation d’équivalence par élément s de S, relation qu’on appelle s-adjacence.
Les éléments de Z sont appelés les chambres; on parle de chambres s-adjacentes
(ou adjacentes) si elles sont équivalentes par la relation d’indice s (ou par une des
relations).

L’exemple essentiel de systeme de chambres est le suivant : si G est un groupe, B un
sous-groupe, et (Ps)ses est une famille de sous-groupes contenant B, on peut munir
T := G/ B d’une structure de systéme de chambres sur S en décrétant gB s-adjacente
a hB si et seulement si gPs = hPs (ce qui a un sens puisque pour tout s de S, on a
I'inclusion Ps D B). On peut aussi définir les morphismes de systémes de chambres.

Définition

(i) Un morphisme strict de systémes de chambres indexés par le méme ensemble S
est une application Z — 7’ qui respecte la relation de s-adjacence pour chaque s de S.
On parle d’isomorphisme strict s’il s’agit d’une application bijective, d’automorphisme
strict si de plus les ensembles but et source coincident.

(ii) Un morphisme cohérent de systémes de chambres indexés par le méme en-
semble S est une application Z — I’ telle que pour tout s de S, il existe ¢ dans
S tel que toute paire de chambres s-adjacentes s’envoie sur une paire de chambres
t-adjacentes. On parle d’isomorphisme cohérent si le morphisme est bijectif et de ré-
ciproque un morphisme, d’automorphisme cohérent si de plus les ensembles but et
source coincident.

2.1.3. Notions communes relatives aux galeries. — Les galeries sont des objets
qui apparaissent dans les deux types d’objets qu’on vient de décrire. Ce qui légitime
cette premiere série de définitions communes, relatives a la connezxité.

Définition. — Z désigne un complexe de chambres étiqueté par S ou systéeme de
chambres au-dessus de S.

(i) Pour J une partie de S, on appelle J-galerie une suite de chambres telles que
deux consécutives d’entre elles sont s-adjacentes pour s dans J.

(ii) Une partie est dite J-conneze si deux chambres de cette partie sont toujours
reliées par une J-galerie. Elle est dite conneze si elle est S-connexe.

(iii) Dans le cas d’un systéme de chambres, les composantes J-connexes de Z sont
appelés les résidus de type J de Z. En particulier, les chambres sont des résidus (de

type 9).
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(iv) La distance numérique (ou entiére) entre deux chambres est la longueur d’une
galerie minimale les joignant.

On peut aussi parler de convexité.
Définition

(i) Si R et R’ sont deux résidus de Z (systéme de chambres), on dit qu’une galerie
est tendue de R & R’ si elle est de longueur minimale parmi les galeries d’une chambre
de R & une chambre de R'.

(ii) Si F et F’ sont des facettes d’un complexe de chambres Z, on dit qu'une galerie
est tendue de F' & F’ si elle est de longueur minimale parmi les galeries d’une chambre
contenant F' & une chambre contenant F”.

(iii) Un ensemble non vide de chambres de Z (systéme de chambres ou complexe

de chambres étiqueté) est dit conveze s'il contient toutes les chambres figurant dans
les galeries tendues d’une chambre a une autre de cette partie

Remarque — Les notions que ’on vient de définir pour les systémes ou complexes de
chambres coincident en fait par la correspondance entre ces deux structures (2.4.5).

2.2. Complexes de Coxeter

Il existe dans un immeuble des sous-ensembles privilégiés auxquels on essaie systé-
matiquement de se ramener. Ces sous-ensembles qui constituent en quelque sorte des
tranches d’immeuble, sont appelés des appartements. Leur combinatoire est régie par
I’action d’un groupe de Coxeter W. Le complexe de Coxeter de W est précisément
la structure combinatoire que I'on attache a chaque appartement d’un immeuble de
groupe de Weyl W.

2.2.1. Le complexe de Coxeter d’un systéeme de Coxeter. — On part d’un
systéme de Coxeter (W, S) attaché a la matrice de Coxeter M = [ms]s es-

W= (s | (st)"™*)

Au titre d’'immeuble, le complexe de Cozeter associé va cumuler les deux structures
présentées dans la section précédente. On peut tout d’abord le présenter comme un
systeme de chambres. Dans ce cas, le complexe de Coxeter n’est rien d’autre qu'un
cas particulier de ’exemple de complexe de chambres de (2.1.2).

Définition. — Le compleze de Cozeter associé a (W, S) est le systéeme de chambres
d’ensemble de chambres W, et tel que pour chaque s-adjacence (s € S), la partition
associée est formée des paires {w;ws}. On note X(W, S) le complexe ainsi obtenu.

Une propriété importante des complexes de Coxeter est lexistence d’une fonc-
tion distance sur L(W,S), qu’on retrouvera comme axiome dans la définition des
immeubles généraux.
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Définition
(i) La W-mdistance sur (W, S) est application

d:S(W,S) x S(W,S) — W
(w,w') — w ',

(ii) La distance entiére dy(w,w’) de la chambre w & la chambre w’ est la longueur

de T'élément d(w,w’) de W relativement au systéme de générateurs canoniques S

de W.

Une présentation alternative consiste a mettre en évidence un complexe simplicial.
Précisément, le fait que I’ensemble qu’on va proposer possede une structure simpliciale
demande un certain travail sur les groupes de Coxeter. Voici la définition.

Lemme / Définition — Le complexe de Coxeter de (W,S) est ensemblistement
{wWy | we W, JCS}. Cest un complexe simplicial pour la relation d’inclusion
renversée. C’est un compleze de chambres d’ensemble de chambres les singletons {w}
pour w dans W. Un étiquetage naturel est fourni en décrétant le simplere wWy de
type J, i.e., de cotype S\ J.

Référence. — [?] ou [Bro89], p.58-59, a I'inversion du type et du cotype pres. O

Le complexe simplicial de la seconde présentation n’est rien d’autre que ’ensemble
des résidus du systeme de chambres de la premiere présentation. La facette wW; est
le J-résidu de la chambre w. C’est ainsi que 1'on passera d’un point de vue a 'autre.
La notion de s-adjacence coincide avec la définition initiale puisque les s-cloisons du
second point de vue sont les classes w(s). On note toujours X (W, S) ce complexe
simplicial.

2.2.2. Groupes d’automorphismes. — L’étude des automorphismes est impor-
tante parce qu’elle est & la base d’arguments d’unicité dans la définition de certaines
fleches entre appartements dans un immeuble.

Lemme

(i) Les endomorphismes cohérents de (W, S) sont en bijection avec les couples
(¢',¢") ot @' est une application de W dans lui-méme et ¢" est une permutation de
S, le tout vérifiant ¢'(ws) = ¢'(w) ou ¢'(w)¢" (s) pour tout w de W et tout s de S.

(i1) L’action de W par translations a gauche fournit un plongement de W dans le
groupe des automorphismes de S(W,S) préservant le type, c’est-a-dire stricts.

(iii) Le groupe Diag(W, S) des automorphismes de diagramme du systéme de Coxe-
ter X(W, S) est naturellement isomorphe au groupe des automorphismes cohérents qui
fizent la chambre standard.
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(iv) Diag(W,S) normalise W dans le groupe des automorphismes cohérents de
(W, S). W opére simplement transitivement sur les chambres de X(W, S). Par consé-
quent, on a

Aut(3(W, S)) = W x Diag(W, S).

Référence. — [Bro89], (II1.3) p.63-66. O

2.2.3. Murs et réflexions. — Les murs et les réflexions sont des objets qu’il est
commode de définir au niveau des complexes de Coxeter. Ils constituent le principal
moyen de faire de la géométrie pour étudier les groupes de Coxeter.
Définition

(i) Une réflexion est un conjugué d’un générateur canonique de S.

(ii) Le mur d’une réflexion est I’ensemble des simplexes de L(W,S) fixés par la
réflexion. Le mur attaché a une réflexion r sera noté M,..

(iii) Une galerie (¢, 1, . . ., ¢pn) traverse un mur M, s’il existe un indice ¢ tel que la
réflexion r intervertit les chambres ¢; et ¢;1.

N

Le dessin de gauche est la pour rappeler qu’'une cloison est la réunion de deux
chambres adjacentes. Le dessin de droite représente donc un mur. Voici un lemme sur

les traversées de murs et les galeries minimales, qui va permettre de définir les racines

de X(W, .9).

Lemme

(i) Une galerie minimale traverse au plus une fois n’importe quel mur.

(ii) Etant donnés deuz chambres ¢ et d et un mur M, la parité du nombre de
traversées de M par une galerie de ¢ vers d ne dépend que des chambres et du mur.

Référence. — [Ron89], lemme (2.5) p.13. O

2.2.4. Racines et pliages. — On va retrouver ici sous forme plus géométrique
la notion de racine d'un systeme de Coxeter. Passons d’abord par une définition
intermédiaire. On se fixe un mur M, correspondant & une réflexion r. On veut justifier
qu’on peut partitionner le complexe (W, S) en deux sous-ensembles complémentaires.
Pour cela, on fait un choix de chambre, et on décrete qu'une chambre est paire ou
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impaire suivant la parité du nombre de traversées de M, par les galeries de ¢ vers d.
(Ceci est justifié par le lemme précédent.)

Définition. — La parité définie ci-dessus partitionne W en deux parties de chambres,
qu’on appelle racines. On dit que ces racines sont 1’opposée 'une de l'autre. La paire
de racines obtenue est notée {£a; }, en référence a la réflexion qui définit le mur.

On peut préciser la correspondance entre les racines, les réflexions et les murs.

Proposition
(i) On se donne o une racine et ¢ et d deux chambres adjacentes, telles que ¢ est
dans o et d dans —«. Alors, on peut décrire o de la fagon suivante.

a={zeW |dy(z,c) < dn(z,d)}.
(ii) Les ensembles des paires de racines opposées, des murs et des réflexions sont
tous les trois en bijection.

Référence. — [Ron89], proposition (2.6) p. 14. O

Définition. — Le bord d’une racine « est le mur associé a la paire {+a}. On le note
OJa. On note 1, la réflexion qui lui est associée.

Il existe une classe d’applications du complexe de Coxeter dans lui-méme, contrac-
tantes pour les galeries (qui permet donc de traiter les questions de convexité).

Définition. — Soit « une racine du complexe de Coxeter X (W, S). L’application p,
qui attache & une chambre ¢ la chambre ¢ ou 7,/(c) suivant que ¢ est dans « ou dans
—a est un morphisme strict de systeme de chambres. On ’appelle pliage suivant a.

Justification. — Le seul cas ou la conservation des adjacences est éventuellement non
immeédiate, est celui oti deux chambres sont adjacentes par une cloison du mur. Mais
alors, elles ont méme image. O

Lemme — Un pliage est une application contractante, c’est-a-dire qu’elle diminue la
longueur entiere des galeries.

Démonstration. — Deés qu’'une galerie traverse le mur da, son image bégaie au niveau
de la traversée. O
2.2.5. Convexité et projection. — Il est naturel de se demander si les objets

qu’on a définis sont convexes. Cette premiere série de résultats traite le cas des racines.

Proposition
(i) Les racines d’un complexe de Coxzeter sont convexes.
(i) Soient ¢ et d deux chambres. Soit (¢ = cg, ¢, ..., cm = d) une galerie minimale

joignant ¢ a d. On désigne par (3; la racine contenant ¢; sans contenir ¢;11 (pour i de

0am—1).
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Alors, les racines §; sont toutes distinctes et sont précisément toutes les racines
contenant ¢ sans contenir d. En particulier, il y a dx(c, d) telles racines.

(iii) Si c et d sont deux chambres, alors une chambre de (W, S) apparait dans une
galerie minimale de ¢ a d si et seulement si elle est appartient a toutes les racines
contenant stmultanément c et d.

Référence. — [Ron89], lemme (2.6) p.14 pour le premier point, proposition (2.5)
p. 15 pour le deuxiéme et proposition (2.8) p.16 pour le troisiéme. O

Remarquons que si ¢ et d sont deux chambres de (W, S), on peut toujours écrire
I'une comme transformée de 'autre par un élément de W. Par exemple d = wc. Dans
ce cas, dn(c,d) vaut £(w). Les théorémes de projection sont des outils fondamentaux
dans bien des situations (espaces de Hilbert, preuve par Serre du théoréme de point
fixe de Bruhat-Tits pour les immeubles affines). Ici aussi, on peut proposer un analogue
combinatoire de ce type de résultat.

Théoreme — Soient w € W une chambre et R un résidu de (W, S). Il existe une
chambre de R plus proche de w, que l'on note projp w. Pour toute chambre de R, il
eziste une galerie minimale de cette chambre vers w qui passe par projp w.

Référence. — [Ron89], théoreme (2.9) p. 16. O

Le corollaire de ce théoreme est un résultat positif concernant la convexité d’un
autre objet défini précédemment.

Lemme — Toute galerie minimale entre chambres d’un méme J-résidu est une J-
galerie. En particulier, les résidus sont convezxes.

Démonstration. — [Ron89], lemme (2.10) p. 17. O

2.2.6. Signe des racines. Paires prénilpotentes de racines. — La notion de
paire prénilpotente de racines apparait quand il s’agit d’indexer des structures combi-
natoires raffinant les BN-paires. Il s’agit de voir que ce qu’on avait défini alors comme
systéme de racines d’un groupe de Coxeter en (1.4.1) coincide avec ce qu’on vient de
faire. (o était définie par a; := {w € W | £(sw) > ¢(w)}). Cette correspondance est
établie par la proposition (2.2.4). En effet, on a la suite d’équivalences :

z Ewas = wlz € ay = swz) > L(swh)
= L(z7 ws) > (27 w) <= dn(z,w) < dy(z,ws),

ce qui signifie que z appartient a la racine définie par la paire de racines adjacentes
{w; ws}.

On peut alors énoncer le lemme utile a la comparaison entre donnée radicielle
jumelée et donnée B-radicielle (1.5.3).
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Lemme — Soient {«; 3} une paire prénilpotente de racines, et ¢ une galerie minimale
traversant da avant 90 (on suppose que le début de la galerie est dans N 3, ce qui
oriente les traversées). Alors da est le premier mur parmi les On pour n dans [a; (]
a €étre traversé par c. O est le dernier.

Démonstration. — On écrit ¢ = (c1,¢a, ..., cn). Pour tout indice n < N, ’hypothése
implique que des que « contient la chambre ¢,, § la contient également. Soit v la
premiére racine de [a; (] telle que ¢ traverse 9, et soit n tel que ¢, € v et ¢ 1 € —7.
Si v # a, alors ¢,4+1 est encore dans « donc dans (. Ainsi, ¢,41 est dans a N G sans
étre dans v, ce qui contredit le fait que v est dans [a; (§]. L’assertion portant sur 3 se
prouve de la méme fagon en remplacant les racines par leurs opposées. O

Corollaire
(i) Soit U une partie convexe de racines. Alors, les éléments de W peuvent étre
ordonnés en une suite (Yo,71,---,vm) de telle sorte que [vi,v;] C {VisVit1,---,7;}

pour1 <1< j<m.

(i1) Soit {a; B} une paire prénilpotente de racines. Alors, les éléments de [a; ]
peuvent étre ordonnés en une suite (vo = &, 7V1,...,%m = [B) de telle sorte que
[vi, vl € {vis Yia, -, 5} pour 1 <i < j <m.

Démonstration. — On choisit une chambre appartenant a l'intersection des racines
de U, une autre dans 'intersection des opposées et enfin une galerie minimale reliant
la premieére a la seconde. On numérote les racines dans 'ordre de traversée des murs
correspondants. Alors, le lemme précédent assure qu’on a la propriété voulue. Le
second cas est identique. O

Les ordres ainsi obtenus coincident avec les ordres cycliques quand 1’ensemble
convexe est une ®,,—1 pour w dans W et qu’on a une écriture réduite de w : il suffit de
prendre la galerie minimale reliant 1 & w correspondant a cette écriture. Nous allons
maintenant passer aux immeubles généraux, en présentant successivement les deux

points de vue préliminaires.
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2.3. Les immeubles comme systémes de chambres

Ce point de vue est historiquement le plus récent. Il est particulierement bien
adapté a la construction de la réalisation métrique a courbure négative généralisée
dont on a besoin pour les théorémes de conjugaison et la descente galoisienne des
groupes de Kac-Moody. La référence pour la définition des immeubles en termes de
W-distance est [Tit92].

2.3.1. W-distance. — Les axiomes des immeubles comme systémes de chambres
font intervenir une distance a valeurs dans un groupe de Coxeter de matrice M,
semblable & celle qu’on a définie dans le cas des complexes de Coxeter.

Définition. — Soit (W, .S) un systéme de Coxeter. Un immeuble de type (W, S) (ou de
type M ) est un couple (Z, d) olt Z est un ensemble et d est une application W-distance
d:7Z x7T — W qui vérifie pour tous z et y de Z les conditions suivantes, en notant
w = d(x,y) pour faire court.

(IM1) w = 1 si et seulement si z = y.

(IM2) Si z dans Z vérifie d(y, z) = s pour s dans S, alors d(x, z) vaut ws ou w. En
outre, si £(ws) > £(w), alors d(x, z) vaut ws.

(IM3) Pour tout s de S, il existe z dans T tel que d(y, z) = s et d(x, z) = ws.

Il est clair qu’en décrétant deux éléments de 7 s-adjacents si et seulement s’ils sont
égaux ou a distance s, on fait de Z un systeme de chambres au-dessus de S, d’ou
I’emploi dés a présent de tout le vocabulaire de cette combinatoire. A I’évidence, un
complexe de Coxeter pour sa W-distance est un immeuble. Les complexes de Coxeter
forment une classe trés particuliere d’immeuble (dits minces), comme le suggere la
définition suivante. (On notera que d’aprés (IM3), une cloison est contenue dans au
moins deux chambres).

Définition. — Un immeuble est dit mince (ou fin) si pour chaque s de S, les classes
d’équivalence de s-adjacence (i.e., les résidus correspondant aux cloisons) comportent
exactement deux chambres. Il est dit épais si ces résidus comportent toujours stricte-
ment plus de deux chambres.

Ces deux especes d'immeubles sont complémentaires 1'une de ’autre. Un point es-
sentiel est que les immeubles épais contiennent de nombreux immeubles minces qu’on
appelle des appartements. Une grande partie des propriétés des immeubles provient
de I'étude des morphismes de systemes de chambres d’un immeuble dans un complexe
de Coxeter ou dans l'autre sens. Enfin, on trouvera de plus petits immeubles épais
dans un immeuble épais ambiant, a savoir les résidus.

Remarque — Notons en outre que nos immeubles sont des immeubles au sens de
[Ron8&9|, notamment des systeémes de chambres connexes au-dessus de S. Pour voir
cela, on définit une structure de systéme de chambres (connexe) en déclarant deux
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chambres s-adjacentes si et seulement si elles sont égales ou a W-distance s. La W-
distance au sens ci-dessus se retrouve alors a partir de cette structure. En effet, la
W-distance d’une chambre ¢ & une chambre d est 1'élément de W associé & une (en
fait, toute) galerie minimale de ¢ vers d. La vérification du fait que cette application
est une W-distance au sens de [Ron89], (3.1) p. 27, est facile dés lors qu’on a introduit
la notion de type d’une galerie.

2.3.2. Relévements des isométries. Appartements. — Commencons en étu-
diant les fleches des parties de complexes de Coxeter a valeurs dans un immeuble épais,
et en particulier les relevements de ces applications a tout le complexe de Coxeter.
Définition

(i) Un morphisme strict entre immeubles de méme type (W, .S) est une application
qui envoie une paire de chambres s-adjacentes sur des chambres s-adjacentes pour
tout s de S.

(ii) Un morphisme cohérent entre immeubles de type M est une application d’un
tel immeuble vers un autre, tel que pour tout s de S, il existe ¢ dans S tel que toute
paire de chambres s-adjacentes soit envoyée sur une paire de chambres t-adjacentes.

Remarques

(1) Ces définitions sont des cas particuliers de celles données en (2.1.2).
(2) Une isométrie (pour les W-distances) entre immeubles de méme type (W, S5)
est un morphisme strict. La réciproque est vraie si 'application est bijective.

Théoréme — Toute isoméirie d’une partie du complexe de Cozxeter X(W,S) dans un
immeuble (Z,d) de type (W, S) se reléve en une isométrie de (W, S) dans (Z,d).

Référence. — [Ron89], théoreme (3.6) p.31. O

Une conséquence de ce théoreme est qu’il y a beaucoup de parties de Z isométriques
ax(w,s).

Définition. — Un appartement de (Z,d) est une image isométrique de 3(W,.S) dans
(Z,d). Une racine de (Z,d) est une racine d’un de ses appartements.

Avec ce vocabulaire, une conséquence du théoréme s’énonce ainsi.

Corollaire. — Deux chambres d’un immeuble sont toujours contenues dans un méme
appartement. O
2.3.3. Rétractions et convexité dans les immeubles. — Nous allons mainte-

nant définir une classe de fleches orientées dans I'autre sens, i.e., de 'immeuble sur
un de ses appartements. Ces applications ont la vertu d’étre contractantes, et donc
de permettre de traiter les problemes de convexité. Partons de la remarque suivante.
Une isométrie a : Z(W,S) — (Z,d) est entierement déterminée par la donnée de son
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image globale a(W) et dans cette image, de 'image de la chambre 1. C’est évident
puisque 'identité est le seul automorphisme strict & fixer la chambre 1 (ou toute autre
chambre). Ceci justifie la définition des rétractions.

Définition. — Soit ¢ une chambre dans un appartement A = «(W). La rétraction sur
A centrée en c est 'application py . := aod(c, —). C’est un morphisme strict de (Z, d)
sur (A, d), et puisque o est une isométrie, pa |a est Uidentité de A.

Voici donc les propriétés de convexité et de projection.

Théoreme

(i) Si A est un appartement contenant une chambre ¢ et un simplezxe o, toute galerie
tendue de ¢ vers o est contenue dans A. En particulier, A est convexe.

(i) Si o est un simplexe de (Z,d) et c est une chambre, il existe un unique chambre
dans le résidu de o plus proche de c. On la note Proj,, c.

Référence. — [Ron89], théoréme (3.8) et corollaire (3.9) p.33. O

2.3.4. Résidus. — Nous terminons en présentant un autre type d’inclusion d’im-
meuble dans un autre.

Proposition — Tout J-résidu de immeuble (Z,d) est un immeuble de type (W, J).
Référence. — [Ron89], théoreme (3.5) p. 30. O

Un probleme suggéré par cette proposition dans le cadre d'une étude de groupe
sera le suivant. Comment exploiter cette stabilité de structure pour ’étude des sous-
groupes raisonnables du groupe ambiant? On pense dans le cas Bruhat-Tits, aux
réductions modulo I'uniformisante des structures entieres attachées aux facettes, qui
ont pour immeuble le résidu de cette facette. Pour les groupes a donnée radicielle
jumelée, on retrouvera ce type de considération avec les décompositions de Lévi.

2.4. Les immeubles comme systémes d’appartements

Les systemes d’appartements forment I’autre point de vue pour la combinatoire des
immeubles. Cette approche est caractérisée par la présence d’une donnée supplémen-
taire — le systéme d’appartements précisément — qui n’est pas une donnée canonique
(sauf dans le cas sphérique). Jointe au fait qu’on a dans les cas classiques (et dans le
cas Kac-Moody comme on le verra) des résultats dictionnaires entre sous-groupes de
Cartan et appartements d’un systeme, cette remarque enrichit les techniques immo-
bilieres de théorie des groupes.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



54 CHAPITRE 2. IMMEUBLES (JUMELES) ABSTRAITS

2.4.1. Systemes d’appartements

Définition. — Un immeuble est un complexe simplicial Z qui peut étre recouvert par
la réunion d’une famille de sous-complexes ¥ — les appartements — vérifiant :

(I0) Chaque appartement est un complexe de Coxeter.

(I1) Deux simplexes quelconques de 7 sont toujours contenus dans un appartement.

(I2) Si X et ¥’ sont deux appartements contenant deux simplexes fixés A et B de
7, il existe un isomorphisme ¥ — ¥/ fixant AU B.

Toute collection A de sous-complexes de Z vérifiant les trois axiomes précédents
est appelée systéme d’appartements de Z. Les simplexes d’un immeuble seront appelés
ses facettes.

Une premiere étape dans I’étude des immeubles de ce point de vue est de montrer
Péquivalence de quelques variantes de l'axiome (12). En fait, on peut prouver.

Proposition — En présence des autres aziomes, (12) peut étre remplacé par :

(12") Si X et ¥ sont deux appartements contenant un simpleze A et une chambre
C de I,il existe un isomorphisme ¥ —— %! fizant AUC ;

ou encore par :

(I2”) Si ¥ et ¥ sont deux appartements contenant une chambre C de I, il existe
un isomorphisme ¥ —— X! fizant tous les simplexes que ¥ et X' ont en commun.

Référence. — [Bro89], p.77. O

Un autre affaiblissement des axiomes est possible a priori. Il concerne I'axiome
(I0). En fait, si on fait 'hypotheése d’épaisseur de 'immeuble (i.e. si on suppose que
chaque cloison est toujours dans plus de deux chambres), il suffit alors de supposer
que les appartements sont des complexes de chambres minces. On montre alors que
les autres axiomes impliquent que les appartements sont nécessairement des systemes
de Coxeter ([Bro89], p.97).

2.4.2. Etiquetabilité. Matrice de Coxeter des appartements. — Un im-
meuble (Z,.A) est un complexe de chambres. C’est une conséquence immédiate de
Paxiome (I1), et du fait que les appartements sont eux-mémes des complexes de
chambres. Il est a remarquer qu’on n’a fait aucune hypothese d’étiquetabilité. C’est
& nouveau une conséquence (plus subtile) des axiomes. Ce fait rattache cette version
des immeubles & la section (2.1.1).

Théoréme

(i) Un immeuble (Z,A) est un complexe de chambres étiquetable. On peut en outre
supposer que les isomorphismes de (12) entre appartements préservent les types.

(ii) A partir de chaque appartement, on peut déterminer de maniere naturelle une
matrice de Coxeter. Pour un appartement 3, il suffit de poser pour tous s, t de S,
mg = diamy, (1k(A)) pour une facette quelconque de type {s;t}.
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2.4. LES IMMEUBLES COMME SYSTEMES D’APPARTEMENTS 55

(iii) La matrice M ainsi obtenue dépend seulement du systéme d’appartements, et
chaque appartement est isomorphe comme systéeme de chambres étiqueté au complexe
de Cozeter attaché a M.

Référence. — [Bro89], proposition 1 et proposition 2 p.78. O
On peut alors définir les fleches entre immeubles en ce sens.
Définition
(i) Un morphisme strict entre immeubles au sens des systémes d’appartements est
un morphisme strict des complexes de chambres étiquetés correspondants.

(i1) Un morphisme cohérent entre immeubles au sens des systémes d’appartements
est un morphisme cohérent des complexes de chambres étiquetés correspondants.

Sous la formulation du théoreme, M dépend encore éventuellement du systeme
d’appartements. Il faut développer la théorie des rétractions comme a la section sui-
vante pour voir qu’il n’en est rien. Enfin, on peut prouver un résultat de transmission
de structure aux étoiles, analogue a celui concernant les résidus dans les systémes de
chambres.

Proposition — Si (Z,.A) est un immeuble, toute étoile de facette est un immeuble, de
systéme d’appartements l’ensemble des traces d’appartements sur cette étoile.

Référence. — [Bro89], proposition 3 p.79. O

2.4.3. Rétractions. — Une théorie des rétractions peut étre développée dans le
cadre des systémes d’appartements. Elle permet 1a aussi de traiter les problémes de
convexité. Puisque la matrice de Coxeter était définie en termes de diametre d’étoile
de facettes, on obtient que cette matrice ne dépend pas du systeme d’appartements.
Cette invariance est 1’ébauche d’un passage des systemes d’appartements vers les
systemes de chambres puisque ces derniers sont définis a partir de la donnée d’un
systeme de Coxeter.

Proposition — Pour chaque appartement ¥ de (Z,.A), il existe un morphisme strict
de complexes de chambres étiquetés de T sur X de restriction a % lidentité de 3.

Référence. — [Bro89], proposition 1 p.85. O

Ceci a pour conséquence le fait qu’on peut souvent se restreindre a un appartement
pour mesurer des distances, et la définition de la matrice de Coxeter d’un immeuble
indépendamment de son systeme d’appartements.

Corollaire

(i) La distance numérique entre deux chambres d’un immeuble, c’est-a-dire la lon-
gueur d’une galerie minimale les joignant, est égale a la distance numérique calculée
dans n’importe quel appartement les contenant.
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(i) Le diamétre d’un immeuble est le diamétre d’un quelconque de ses appartements.

(iii) La matrice de Cozeter des appartements d’un immeuble ne dépend que de cet
immeuble. Pour tous s, t de S, son coefficient mg; est le diameétre de toute étoile de
facette de type {s;t}.

Référence. — [Bro89], corollaire 1 p.85 et corollaire 2 p. 86. O

On a pour 'instant utilisé le fait qu’on pouvait rétracter de maniere compatible aux
structures un immeuble sur un appartement, mais on n’a pas encore formalisé cette
possibilité. En effet, la simple donnée d’un appartement sur lequel on veut effectuer
une rétraction ne leve pas toutes les indéterminations.

Proposition / Définition — Pour chaque donnée d’une chambre C dans un apparte-
ment X, il existe un morphisme strict de complexes de chambres étiquetés de T vers %
caractérisé par le fait qu’il five la chambre C' et établit un isomorphisme de tout appar-
tement contenant C' vers ¥. On note cette application px, ¢ et on l’appelle rétraction
sur X centrée en C.

Les rétractions jouissent des propriétés suivantes.

Proposition

(i) La préimage par ps ¢ de toute face de C est réduite a cette face elle-méme.

(ii) pw,c préserve la distance de toute chambre a C. Autrement dit, pour toute
chambre D, d(C, ps,c(D)) = d(C, D).

(iii) ps,c est précisément l'unique morphisme (strict) de systémes de chambres
étiquetés T — X qui fize C et préserve les distances a cette chambre.

Référence. — [Bro89], proposition 2 p. 86. O

2.4.4. Le systeme complet d’appartements. — Un autre fait intéressant est
Iexistence d’un plus grand systeme d’appartements, et d’une caractérisation de ses
appartements.

Théoréme / Définition
(i) Dans un immeuble I, la réunion quelconque de systémes d’appartements est en-
core un systéme d’appartements. Il existe donc un plus grand systéme d’appartements,
qu’on appelle systeme complet d’appartements.
(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un sous-compleze ¥ de T soit un
appartement du systeme complet, est qu’il posséde l'une des propriétés suivantes.
(iia) Il existe un isomorphisme étiqueté de o sur le complexe de Cozeter L(W, S)
(iib) X est mince et conveze.

Référence. — [Bro89], théoréme p.87 et remarque p. 88. O

En fait, dans le cas d’'un immeuble sphérique (i.e., a groupe de Weyl fini), cette
question est caduque en vertu du résultat qui suit.
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Théoréme — Si (Z,.A) est un immeuble sphérique, alors A est nécessairement le sys-
teme complet d’appartements. L’ensemble des chambres d’un appartement quelconque
peut en outre étre décrit comme la réunion des galeries minimales entre deux de ses
chambres & distance maximale.

Référence. — [Bro89], théoreéme 1 p.93. O

2.4.5. Répartition des réles. — On sait former un systéeme de chambres a partir
d’un complexe de chambres étiqueté et vice-versa si le systeéme est connexe.

Si (Z,V) est un complexe de chambres étiqueté par S, son systéme de chambres
associé est I’ensemble des chambres ot 'on définit la s-adjacence de deux chambres
par le fait qu’elles possédent en commun une cloison de type S ~\ {s}.

Si Z est un systeme de chambres connexe au-dessus de S, on définit un complexe
de chambres étiqueté par S de la fagon suivante. Si R et R’ sont des résidus de type
J et J' respectivement, on dit qu’ils sont de cotype S\ J et S \ J' respectivement,
et on définit un complexe simplicial & partir des résidus pour la relation de face :

R’ est une face de R si et seulement si R D Ret J D J.

Les conditions dans lesquelles ces constructions sont réciproques 'une de ’autre
sont techniques, et de toutes fagons remplies par les immeubles. (On retourne au point
de départ en faisant une construction puis ’autre).

Définition. — Si F' est une facette d’un immeuble (vu comme complexe simplicial),
on note R(F) le résidu associé dans le point de vue systéme de chambres.

Si R est un résidu d’un immeuble (vu comme systéme de chambres), on note F'(R)
la facette associée dans le point de vue complexe simplicial.

On a mis en évidence des propriétés tout a fait paralleles des immeubles dans les
deux axiomatiques. On peut maintenant passer a la comparaison des deux approches.
Pour énoncer les résultats, précisons qu’on dira — conformément a l'intuition géo-
métrique simpliciale — qu’un appartement contient la facette F'(R) s’il contient une
chambre du résidu R.

Théoréme

(i) Si (Z,.A) est un immeuble de systéme d’appartements A et de systéme de Cozeter
(W, S), le systéme de chambres associé est un immeuble de type (W, S).

(i1) Si Z est un immeuble de type (W, S), Uensemble des sous-systémes de chambres
isomorphes a (W, S), vu comme ensemble de sous-complexes simpliciaux du complexe
de chambres associé a I), fait de ce dernier un immeuble muni de son systéme complet
d’appartements.

Le type d’une facette est le cotype de son résidu et vice-versa.

Démonstration
Preuve de (i). [Ron89], théoreme (3.11) p. 34.
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Preuve de (ii). L’axiome (10) est vérifié par définition.

Si A et B sont deux simplexes, on choisit une chambre dans chacun des deux résidus
associés et on applique le corollaire (2.3.2) pour vérifier (I1).

Puisque ces deux premiers axiomes sont vérifiés, on peut se contenter de prouver
laffaiblissement (I12”) d’apres (2.4.1). Si A et A’ sont deux appartements contenant
une chambre c et une facette F(R), A et A’ contiennent tous les deux une chambre de
R. Par convexité, ils contiennent projp g ¢ tous les deux. La rétraction pa . établit

un isomorphisme A — A’ qui fixe c et Projp(g) C- O

Il est inutile d’espérer une belle correspondance entre les deux points de vue,
puisque le systeme d’appartements associé a un systeme de chambres est automa-
tiquement le systéme complet, ce qui n’est pas le cas en général. De toutes facons,
on manipulera des immeubles pour lesquels les deux aspects auront une présentation
assez concrete (ces immeubles sont formés & partir de groupes). Un systéme d’appar-
tements sera en outre prescrit par la situation jumelée (appartements admissibles).
Grosso modo, la répartition des roles est la suivante.

Les systemes de chambres sont adaptés a 'introduction de la codistance qui définit
les jumelages, et de la réalisation métrique qui permet les raisonnements de courbure
négative. Les systemes d’appartements permettent de faire de la théorie des groupes
avec des résultats dictionnaires entre sous-groupes de Cartan et appartements, et
parce qu’on peut faire des raisonnements de convexité géométrique (et non plus com-
binatoire) grace & une réalisation géométrique convenable.

2.5. Raffinements de la notion d’immeuble

Dans cette section, les immeubles que 'on va considérer sont définis comme sys-
témes de chambres. On peut envisager deux raffinements (adaptés & la théorie de
Kac-Moody). L’un concerne la possibilité de mettre en relation deux immeubles de
meéme type, au moyen d’une application codistance jouissant de propriétés analogues a
celles des fonctions W-distances des immeubles. Les axiomes introduits permettent la
gestion d’une combinatoire plus fine que celle d’'une BN-paire ordinaire. L’autre raffi-
nement — la propriété de Moufang — permet de traduire géométriquement ’existence
de sous-groupes radiciels dans un groupe opérant sur un immeuble. Elle se formule
indépendamment de toute considération de jumelage, mais en théorie de Kac-Moody,
ces deux conditions seront vérifiées simultanément.

2.5.1. Jumelages. — Les jumelages formalisent la notion de chambres opposées en
introduisant une nouvelle application a valeurs dans un groupe de Coxeter.

Définition. — Soient (Z4,d+) et (Z_,d_) deux immeubles de type (W, S). Une W-
codistance pour ces deux immeubles est une application

d*:(I+ X:Z-7>U(1-7XI+>*>W
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qui vérifie les trois conditions suivantes pour tout signe € et toutes chambres x. de Z,
et y_e, y . de T_..

(JUl) d*(y—eaxe) = d*(xeay—e)_l'

(JU2) Si d*(xe,y—e) = w et d_e(y—e,y".) = s € S avec £(ws) < L(w), alors
d*(ze,y".) = ws.

(JU3) Si d*(x¢,y—.) = w alors pour tout s de S, il existe z_, dans Z_. tel que
Adee(Yee, 2—c) = s et d*(Te, 2—¢) = wS.

Tout triplet ((Z4,d+), (Z—,d—),d*) vérifiant ces propriétés est appelé jumelage de
type (W, 5).

On peut alors généraliser la notion de chambres opposées.

Définition. — Deux chambres z. et x_. de signes opposés dans un jumelage, sont
dites opposées si elles sont & codistance 1, i.e. si d*(xe,z_.) = 1.

En fait, la seule relation d’opposition permet de retrouver la codistance, d’apres
[Abr97], remarque 3 p.23-24.

Lemme

(1) Si d*(xe,y—c) =w et d_c(Y—c, 2—c) = 8, alors d* (e, z—c) € {w;ws}.

(ii) Soient x. et y_. des chambres de I. et T_. respectivement. La codis-
tance d*(xe,y—c) est lVunique élément de longueur minimale de {d_(Tx—¢,y—c) |

T_e 0pposée 4 Y_¢}.
Référence. — [Abr97], remarque 3 p.23-24. O

Comme dans le cas de la combinatoire des groupes, on peut voir que les structures
jumelées sont des généralisations du cas sphérique. Ainsi, si W est un groupe de Coxe-
ter sphérique de plus grand élément wy, si (Z,d) est un immeuble de type W, on fa-
brique naturellement un jumelage de la fagon suivante. On se donne deux exemplaires
de 'immeuble. Au premier est attribué conventionnellement le signe +, au second le
signe — (d’ot1 les notations Z et Z_). On note dy :=d et d_ := wod(—, —)wp. Alors,
d_ est encore une W-distance sur Z_, et 'application d* définie par wod sur 7, x Z_
et par dwp sur Z_ x I, est une W-codistance.

2.5.2. Appartements admissibles. — Pour une paire d’immeubles, ’existence
d’une codistance qui en fait un jumelage suggere un choix naturel d’ensemble d’ap-
partements dans chacun des immeubles. A partir de ces appartements, on peut définir
la notion d’appartement jumelé.
Définition
Soient cy et c_ deux chambres opposées d’un jumelage ((Z4,dy), (Z—,d-),d").
(i) L’appartement admissible de signe € associé & ¢4 et c_ est :

A(cq,c) i ={zc € T | d*(c—e, ) = de(ce, xe) }-
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(ii) L’ appartement jumelé associé & ¢4 et c_ est :
Alcy,em) :i=Ac(ce,e—e) UA_((ce,c—c).
(iii) On note A, l'ensemble des A (ci,c_) pour c; et c_ parcourant les paires

de chambres opposées du jumelage. On note A ’ensemble des appartements jumelés
A(cq,c_) pour ¢4 et c_ parcourant les paires de chambres opposées du jumelage.

Ce qui justifie cette terminologie est le lemme suivant.

Lemme
(i) Chaque Ac(ce,c—c) est un complexe de Cozeter de type (W, S).
(ii) Deux chambres de signe € sont toujours contenues dans un appartement de A..

Référence. — [Abr97], lemme 2 (i) p. 24. O
2.5.3. Propriétés des appartements jumelés. — Les appartements jumelés
d’un jumelage possedent des propriétés assez proches de celles des appartements d’un
immeuble.

Proposition

(i) Pour toute paire de chambres de signes opposés, il existe un appartement jumelé
de A les contenant. Cet appartement est unique si les deux chambres sont opposées.

(ii) La restriction de la codistance & tout appartement jumelé fait de celui-ci un
Jumelage pour les distances restreintes.

(iii) Pour tout appartement admissible de signe €, il existe un unique appartement
admissible — son jumeau — de signe opposé tel que leur réunion soit un appartement
Jgumelé. Ainsi, A, Ay et A_ sont en bijection.

Référence. — [Abr97], lemme 2 p. 24. O

2.5.4. La propriété de Moufang. — La propriété de Moufang est une autre gé-
néralisation qui concerne les immeubles simples (non nécessairement jumelés). Elle
est apparue rétrospectivement comme outil fondamental dans la classification des im-
meubles sphériques de rang supérieur ou égal & 3 ([Tit74b]). Elle semble donc s’im-
poser comme une condition nécessaire pour des résultats de classification de certaines
classes d’'immeubles.

Définition. — Un immeuble (Z, d) de type (W, S) est dit de Moufang s’il existe une fa-
mille (Us)aeaw) d’automorphismes (stricts) de (Z, d) — indexés par I’ensemble ® (1)
des racines d’un appartement A — qui vérifient les conditions suivantes.

(MO1) Pour toute racine « et toute chambre ¢ de o dans le résidu d’une cloison
de da, le groupe U, fixe toutes les chambres de « et est simplement transitif sur les
chambres du résidu privé de c.

(MO2) Pour toute paire prénilpotente de racines {«; 8}, le groupe des commuta-
teurs [Uq, Ug| est inclus dans le groupe engendré par les racines de Ja; G].
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(MO3) Pour tout élément u de U, ~\ {1}, il existe v’ et u” dans U_, tels que
m(u) := v'uu’ stabilise A en intervertissant « et son opposée.

(MO4) Pour tout u de U, ~\ {1} et toute racine 3, I’élément m(u) conjugue Ug sur

Référence. — [Ron89], p. 74. O

Un probléeme soulevé par la condition de Moufang est par exemple la non-unicité
de la famille d’automorphismes qu’elle fait intervenir. Pour ce qui est du probleme
d’existence, le cas des immeubles affines est intéressant. La non vérification de la
condition de Moufang par les immeubles affines n’empéche pas leur classification en
rang supérieur ou égal a 4.

2.6. Automorphismes d’immeubles. Immeubles de groupes

Il s’agit maintenant de mettre en place des résultats établissant un dictionnaire
(éventuellement partiel) entre les structures combinatoires des groupes possédant au
moins une BN-paire et les structures d’immeubles. Le point de vue des chambres du
cOté immobilier est préféré a celui des appartements.

2.6.1. Liens de base. Actions fortement transitives. — On va établir une
correspondance entre les structures de base des deux c6tés, a savoir entre BN-paire
et immeuble. Il est d’abord commode d’introduire la définition d’action fortement
transitive d’'un groupe d’automorphismes sur un immeuble.

Définition. — Un groupe d’automorphismes G' d’un immeuble (Z, d) est dit fortement
transitif relativement a un appartement A de Z §’il vérifie les deux conditions sui-
vantes.
(FT1) Pout tout w de W, G est transitif sur les paires de chambres & distance w.
(FT2) Le stabilisateur de A dans G est transitif sur les chambres de A.

Dans le contexte des systemes d’appartements, il existe une autre version de la forte
transitivité, ot on requiert la transitivité sur les couples (C, ) avec C' C ¥ inclusion
d’une chambre dans un appartement. La définition mise en avant est plus faible donc
plus intéressante. Dans le cas sphérique, en vertu de la description de I'unique systéme
d’appartements, il est clair que ces définitions sont équivalentes. Voici le procédé de
fabrication d’immeuble a partir d’'une BN-paire.

Théoréeme — Pour toute BN -paire (G, B, N, S) de groupe de Weyl W, l'application

d:G/B x G/B — W qui attache au couple (9B, hB) ’élément w tel que g~*h est

dans la double classe de Bruhat BwB, fait de (G/B,d) un immeuble de type (W, S).
Pour s dans S, la relation de s-adjacence ~4 se lit :

gB ~s hB <= g 'h € B(s)B.
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G opérant par translations a gauche, est un groupe fortement transitif d’automor-
phismes de (G/B,d). N stabilise lappartement {wB},ew, B est le stabilisateur de
la chambre B de cet appartement.

Référence. — [Ron89], théoreme (5.3) p. 58. O

C’est dans le trajet inverse que I’hypothese de forte transitivité apparait comme
condition.

Théoréme — Soit G un groupe d’automorphismes de l'immeuble épais (Z,d) de type
(W, S), fortement transitif pour Uappartement A. On se donne ¢ une chambre de
A, et on note N le stabilisateur de A, B le stabilisateur (ou fixateur) de c. Alors,
(G,B,N,S) est une BN -paire, saturée par construction (i.e., N est précisément le
stabilisateur de l’appartement A ).

Référence. — [Ron89], théoreme (5.2) p.57. O

On va maintenant raffiner la correspondance.

2.6.2. Cas jumelé. — On peut tout d’abord examiner la situation des combina-
toires jumelées.

Définition

(i) Un morphisme de jumelage est une application de la réunion des immeubles du
premier jumelage vers la réunion des immeubles du second, qui envoie un immeuble
de signe donné sur I'immeuble du méme signe par un morphisme d’immeuble, et
qui respecte 'opposition des chambres. On parle de morphisme de jumelage strict
(respectivement cohérent) si les applications pour chaque signe sont des morphismes
stricts (respectivement cohérent)s. On a donc des notions évidentes d’isomorphismes,
d’automorphismes.

(ii) Un groupe d’automorphismes de jumelage est fortement transitif s’il est tran-
sitif sur les paires de chambres opposées.

Remarque — Un isomorphisme strict de jumelages respecte distances et codistance.
Profitons-en pour adopter désormais la convention suivante.

Convention — Tout morphisme d’immeubles ou de jumelages est supposé strict par
défaut d’indication supplémentaire.

Les propriétés essentielles des actions fortement transitives sont résumées comme
suit.

Proposition — Soit G un groupe d’automorphismes fortement transitif d’un jumelage
(Z4,dy), (Z-,d-),d*). Alors :
(i) G opere transitivement sur Ay, A_ et A.
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(ii) Pour tout appartement jumelé A = (A, A_), les stabilisateurs dans G de A, A
ou A_ sont égaux et opérent transitivement sur les chambres de Ay (respectivement
de A_).

(i) Tout isomorphisme entre deuzx appartements jumelés provient d’un automor-
phisme du jumelage.

Référence. — [Abr97], lemme 4 p. 29. O
Nous passons maintenant aux résultats dictionnaires.

Proposition

(i) Si G est un groupe d’automorphismes fortement transitif d’un jumelage
((IJr,dJr),(I,,d,),d*), avec Ty et I_ épais, la donnée d’une paire {cy;c_} de
chambres opposées donne naturellement naissance a une BN -paire jumelée (satu-
rée) (G,B4,B_,N,S) avec B, stabilisateur de la chambre c. et N stabilisateur de
Uappartement jumelé A(cy,c_) qu’elles déterminent.

(ii) Réciproquement, si (G, By, B_, N, S) est une BN -paire jumelée, les immeubles
associés aur BN -paires positives et négatives associées, peuvent étre munis d’une
codistance grace a la décomposition de Birkhoff, en posant d*(gBe,hB_.) = w, avec
w défini par g~*h € BawB_,.

Référence. — [Abr97], p.28-29. O

Pour ce qui est d’'une axiomatique intermédiaire entre les BN-paires jumelées et
les données radicielles jumelées comme les données B-radicielles, on peut obtenir des
résultats eux aussi intermédiaires, comme un théoréme de présentation (ou d’amal-
game) qui montre I'unicité des groupes de Kac-Moody ([Tit87], théoréme 2 p.567).
Remarquons que dans les démonstrations de ces résultats, les immeubles interviennent
alors de facon indispensable. En effet, on fait usage des propriétés des immeubles
pour définir des ensembles ordonnés convenables, en I’occurrence simplement connexes
([Tit86], voir aussi le chapitre suivant).

2.6.3. La condition de Moufang. — La condition de Moufang correspond grosso
modo a la possibilité de faire intervenir de petits groupes d’automorphismes opé-
rant simplement transitivement sur les chambres & distance donnée (dans W) d’une
chambre fixée a 'avance. On met cette propriété en parallele avec la possibilité d’intro-
duire I’équivalent de groupes radiciels dans une donnée de combinatoire des groupes.
Voici par exemple un avant-gotut des résultats sur les groupes qu’on peut prouver
géométriquement grace aux immeubles.

On se donne (Z, d) un immeuble possédant la propriété de Moufang pour une famille
(Ua)aco de groupes d’automorphismes (stricts). On a alors la propriété suivante.

Lemme — Un groupe radiciel U, fixe toutes les chambres possédant une cloison dans
a N\ Oa.
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Référence. — [Ron89], proposition (6.14) p. 74. O

N

On peut dans ce cas attacher a chaque élément w de W un groupe U,, d’auto-
morphismes qui permet une description plus fine de I'action d’un groupe fortement
transitif sur un immeuble.

Théoreme / Définition — Soit (Z,d) un immeuble de Moufang de type (W, S).

(i) Pour tout w de W, on note U, := Hf(:“{) Ugs, le produit interne fait sur les
racines contenant 1 mais pas w dans l'ordre cyclique associé a une écriture réduite
de w. Alors, U, est un groupe qui ne dépend que de w.

(i) Uy opére simplement transitivement sur les chambres a distance w de c.

(iii) Pour toute BN -paire (G, B, N, S) obtenue a partir d’un groupe fortement tran-
sitif d’automorphismes tel que B est le fixateur de ¢, et N est le stabilisateur de A,
une chambre o distance w de ¢ s’écrit de maniére unique uyw(c) avec Uy, dans Uy, .

Référence. — [Ron89], définition p.75 et théoreme (6.15) p. 76. O

On a ainsi un dévissage des doubles classes analogue a celui des BN -paires raffinées,
mais obtenu par voie géométrique.

2.6.4. Jumelage d’un groupe a donnée radicielle jumelée. — Puisque les
données radicielles jumelées constituent la combinatoire la plus riche, il est naturel
de se demander si les immeubles associés cumulent toutes les propriétés présentées.
La réponse est positive. Tout d’abord, on sait qu’a une donnée radicielle jumelée est
associée naturellement une donnée B-radicielle (1.5.3) et donc une BN-paire jumelée
(1.4.6). Ceci se joue uniquement au niveau des groupes, et se combine & la construction
de (2.6.2), pour produire un jumelage. La présence des groupes radiciels incite & tester
la validité de la propriété de Moufang.

Proposition — Soit (G, (Ua)a€q>) une donnée radicielle jumelée. La BN -paire jume-
lée associée définit un jumelage sur lequel G opére fortement transitivement. En outre,
la famille des groupes radiciels (Uy)aco fait de Uimmeuble positif (respectivement né-
gatif) du jumelage un immeuble de Moufang.

Démonstration. — Il ne reste plus qu’a voir la propriété de Moufang. Les axiomes
(MO2) et (MO4) sont immédiatement vérifiés puisqu’ils ne nécessitent pas de traduc-
tion géométrique.

Pour les deux autres axiomes, on va revenir a la description des immeubles du
jumelage associé a (G, HU;, HU_, N, S). L’appartement standard A, de 'immeuble
positif {gHU }geq est {wHU4 }yew, & Vintérieur duquel on trouve les racines op-
posées {wWHU 4 }yea et {wHU4 }ye—q pour chaque o de ®. G opere par translation
a gauche sur cet ensemble.
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Traitons d’abord le cas de (MO1). Par définition, pour toute racine « positive, U,
fixe la chambre canonique HU... Par conséquent, en conjuguant par W, on voit que
pour toute racine « et toute chambre ¢ dans cette racine, U, fixe c.

Ces descriptions font voir aussi que les éléments u’, u” et m(u) définis dans ’axiome
(DRJ2) conviennent pour la vérification de (MO3). Soit ¢ = zHU, une chambre de
« dans le résidu R(w) d’une cloison de O pour une racine o C A. On peut supposer
le résidu de type s : R(m) N A = {z;zs}. On écrit la racine « sous la forme o = way
avec w dans W et ¢ dans S. On a donc s,z = zs puisque s, fixe 7 (7 est dans da).
On a alors :

R(m) ~{c} ={gHU, | d(zHU4,gHU,) = s}
={gHU, | 2 'g € HU;sHU,} = {gHU, | g € 2U,,sHU, }.

La derniere égalité provient de I’écriture des doubles classes dans une donnée radicielle
(1.4.4) combinée au dévissage par définition B, = HU,,. Finalement

R(m)~{c} ={gHU, | g € (2Uq, 2" V)2sHU, }.

Remarquons d’abord que parce que s,z = 28, on a za, = « et donc 2U,, 271 = U,
Ceci fait voir que U, opere transitivement sur R(m) \ {c}. Pour voir que l’action est
en fait libre, on se donne u et v’ dans U, = z2U, 27! tels que (zuz™!)zsHU,; =
(z0/271)2sHU,. On a alors s~ 'u=tu/sHU, = HU,, ce qui implique que s~ *u~1u's
est dans HU; NU_,,. Cette intersection vaut {1} d’apres le lemme (1.5.2)(i), donc
u=u' O

2.6.5. Programme de généralisation. — La condition de Moufang est vérifiée
par les immeubles des jumelages associés aux groupes a donnée radicielle jumelée. Elle
semble raisonnable (en tout cas nécessaire) dans le cadre des problemes de classifi-
cation, dans une veine qui généraliserait celle qui concerne les immeubles sphériques
([Tit74b)).

Nous nous intéressons & un autre probleme, a savoir la généralisation de résultats
vrais pour les immeubles de Moufang sphériques. La généralisation consiste a rempla-
cer « sphérique » par « jumelé ». Voici les résultats qu’on va prouver, énoncés encore
dans le cadre sphérique.

Soit (Z,d) un immeuble de Moufang de type sphérique (W, S). On note G le groupe
engendré par les groupes U, dans le groupe des automorphismes de 'immeuble. On
fixe un appartement A et une chambre ¢ par rapport a laquelle se définit toute la
combinatoire des racines. Ainsi, ®; désigne les racines qui contiennent c¢. On note
U := (Uy | @ € ®4). Pour toute facette F', de résidu associé R(F'), on note ®(F)
I’ensemble des racines de A qui contiennent F' dans leur bord. On désigne par B le
fixateur de ¢ dans G, et par H le sous-groupe de G fixant A chambre par chambre.
Enfin, on note M (F) := (H,U, | o € ®(F)), et U(F) := (Uy | @« D R(F) N A). Alors,
on a des décompositions de type Lévi.
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Théoreme
(i) Le sous-groupe B admet une décomposition en produit semi-direct

B=HxU.
(ii) Le fizrateur P(F) de F dans G admet une décomposition en produit semi-direct
P(F) = M(F) x U(F).
Référence. — [Ron89], théoréme (6.17) p. 77 et théoreme (6.18) p. 78. O

Meéme si le premier point est un cas particulier du second, on les a distingués puis-
qu'’ils correspondent a deux temps de la démonstration. On prouvera la généralisation
pour un groupe possédant une donnée radicielle jumelée. Le premier point sera dé-
montré des le chapitre suivant (c’est un sous-produit de la mise en évidence d’une
BN-paire raffinée symétrique & partir d’'une donnée radicielle jumelée). Le second ré-
apparailt au chapitre 6, et concerne les sous-groupes paraboliques sphériques, ou bien
tous les sous-groupes paraboliques, a condition de requérir un léger renforcement de
Paxiome (DRJ1). Cet axiome plus restrictif est quoi qu’il en soit vérifié par les groupes
de Kac-Moody, d’ou la décomposition de Lévi de tous les sous-groupes paraboliques
dans le cas Kac-Moody (6.2).
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CHAPITRE 3

ENSEMBLES ORDONNES
ET AMALGAMES DE GROUPES

L’usage de la topologie pour faire de la théorie des groupes est déja ancien. Dans la
présentation qui suit, la géométrie proprement dite disparait. On rentre dans des consi-
dérations ensemblistes, en maintenant le vocabulaire de la topologie algébrique pour
étudier des catégories d’ensembles ordonnés. Ce point de vue et les résultats d’amal-
game de groupes remontent au livre de J.-P. Serre sur les arbres et SLy ([Ser77]).
Sous cette forme, ce chapitre doit tout a J. Tits ([Tit86]). Cet article a été minutieu-
sement reconsidéré par A. Chosson ([?]) qui a détaillé les démonstrations et a explicité
Papplication de [Tit86] a la structure de donnée B-radicielle. On développe enfin une
remarque de P. Abramenko pour obtenir un théoréme d’intersection plus fin dans le
cas des données radicielles jumelées ([Abr97], remarque 2 p.15). La référence origi-
nelle pour tout ce chapitre est [Tit86]. Ce chapitre peut entierement étre vu comme
ladaptation aux données radicielles jumelées des raisonnements détaillés de [?].

3.1. Catégories d’ensembles ordonnés

Dans cette section, nous mettons en place le cadre d’étude des ensembles ordon-
nés. Il est catégorique, construit de telle sorte qu’il suggere des analogies avec les
présentations abstraites de la topologie algébrique (Référence : [Tit86]).

3.1.1. Catégorie O des ensembles ordonnés. — Voici la « catégorie » que nous
allons étudier. Pour étre plus correct, il faudrait comme d’habitude introduire le lan-
gage des univers.

Définition

(i) O est la catégorie définie comme suit. Ses objets sont les ensembles ordonnés
(A, <). Ses fleches sont les applications croissantes f : (A, <) — (B, <) qui jouissent
en outre de la propriété suivante qu’on appellera bijectivité descendante :

Pour tout a de A, la restriction de f a {x € A|x > a} établit une bijection de cet
ensemble sur {y € B |y > f(a)}.

Citation 'Cho97’ un-
defined
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On décompose de maniere évidente la bijectivité descendante en surjectivité des-
cendante et injectivité descendante.

(ii) Les isomorphismes sont les fleches bijectives, la bijection réciproque étant au-
tomatiquement un isomorphisme.

(iii) Une partie B d’un objet de O est dite pleine si elle vérifie

VbeB VacA a<b=a€B,

autrement dit, si 'inclusion B C A est une fleche de O.

> X

Voici une illustration d’application. On utilisera constamment la possibilité de re-
présenter un ensemble ordonné par un graphe. Deux éléments comparables distincts
étant reliés par une aréte, le plus grand sera toujours au-dessus de 'autre. On voit
que la condition sur les fleches laisse encore la possibilité de ramifier en montant. De
plus, le graphe source peut étre reproduit a plusieurs exemplaires & la méme hauteur
(seules les fibres grossissent).

3.1.2. Chemins. Connexité. Homotopie. — 1l s’agit des premiéres notions ana-
logues a celles de la topologie algébrique.

Définition. — Soit (A4, <) un objet de O.

(i) Un chemin tracé dans Aest une suite finie (ag,a1,...,a,) d’éléments de A
successivement comparables : pour tout ¢, on a toujours a; < a;41 ou a;1 < a;. Le
premier élément est le début du chemin, le dernier en est la fin. Le début et la fin d’'un
chemin sont les extrémités de ce chemin.

(ii) A est dit connexe s’il est non vide et si quels que soient a et b des éléments de
A, il existe toujours un chemin de début a et de fin b.

(iii) Une homotopie élémentaire sur un chemin (ag,as,...,a,) tracé dans A est
une opération sur ce chemin qui consiste a intercaler ou supprimer un élément de A
dans la suite finie pour produire un chemin de mémes extrémités. Une homotopie d’'un
chemin a un autre est une suite d’homotopies élémentaires du premier chemin pour
obtenir I'autre. Deux tels chemins sont dits homotopes.
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Nlustrons (a,a’,a”,b) ~ (a,b”,ad’,;a”,b) ~ (a,b',b" d’,a”,b) ~ (a,b',b",a",b) ~

(a,b',b",b) :

Deux chemins homotopes ont par définition méme début et méme fin. Il est clair
que '’homotopie établit une relation d’équivalence sur I’ensemble des chemins de début
et de fin fixés.

3.1.3. Revétements. — Un revétement est un intermédiaire entre une fleche quel-
conque et un isomorphisme de O.

Définition. — Une fleche p : E — B de O est un revétement si elle vérifie la condition
suivante, qu’on appellera bijectivité ascendante.

Pour tout a de A, la restriction de f a {x € E | za} établit une bijection de cet
ensemble sur {y € B | yp(a)}.
E est appelé V'espace total, B la base du revétement. On décomposera de maniere
analogue la bijectivité ascendante en surjectivité et injectivité ascendantes.

X o X or———=X
X o or————— X o
3.1.4. Catégorie pointée (O, x). Revétements universels pointés. — Le fait

de pointer la catégorie permet de poser correctement le probléme qui définit les revé-
tements universels, et de parler de relevement de chemins.
Définition

(i) (O, %) est la catégorie définie comme suit. Ses objets sont les couples (A4, *) ou
A est un objet de O ordonné par <, et * est un élément de A. Ses fleches sont les
fleches de O qui envoient 1’élément distingué de la source sur I’élément distingué du
but. Les isomorphismes sont les fleches bijectives.
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(ii) Un revétement universel est une fleche 7 : (E, x) — (B, *) de (O, *) qui donne
un revétement a espace total connexe dans O (par le foncteur d’oubli naturel de (O, *)
vers O) et qui vérifie le probléme suivant.

Pour tout revétement pointé p : (E',x) — (B, *), il existe une fleche ' : (E, %) —
(E', %) telle que m =pon'.

Il n’est pas tres long de prouver le résultat utile suivant.

Lemme — Awvec les notations de la définition précédente, la fleche de factorisation
7’ est automatiquement un revétement.

Démonstration. — On se donne = dans E et ¢y dans E’ plus grand que #'(z). On
aply) = (pon)(xr) = w(x), donc il existe y dans E, y > x, préimage de p(y’)
par . On a 7'(y) > 7'(z) et p(n'(y)) = 7(y) = p(y’). Comme p est un revétement,
par injectivité ascendante 7'(y) = y’. Ceci prouve la surjectivité ascendante de 7’.

/

L’injectivité ascendante de 7’ est évidente, puisque les restrictions correspondantes

de p o 7’ sont injectives. O

3.1.5. Relevements. — Le petit résultat qui suit montre que ’analogie avec la
topologie algébrique n’est pas seulement une affaire de définition. L’image d’un chemin
n’est autre que la suite des images des points du chemin initial.

Lemme — Soient p : E — B un revétement et x un élément de E. Alors :

(i) Pour tout chemin de début p(x) dans B, il existe un unique chemin de début x
dans E et qui le reléve.

(ii) Deux relévements de méme début de chemins homotopes sont homotopes.

(iii) Soient C un ensemble connexe de O, ¢ un élément de C, et g, ' deux fléches
de C vers E. Si g et g’ coincident sur c et vérifient go f = g’ o f, alors g = g'.

(iv) Si B est connezxe, p est automatiquement surjective.

Démonstration

Preuve de (i). L’existence du reléevement se construit de proche en proche. Si z;
et x;+1 sont deux points successifs d’un chemin tracé dans B, suivant que x; > x;+1
ou x; < x;4+1, on utilise la surjectivité descendante ou ascendante pour trouver une
préimage pour x;41. L’unicité releve des injectivités ascendantes ou descendantes et
se prouve aussi de proche en proche.

Preuve de (ii). Il suffit de traiter le cas de deux chemins déduits I'un de lautre par
une homotopie élémentaire, et par exemple une insertion. Supposons qu’on passe ainsi
de (...,ai,ai41,...) & (... a0, 2,041, ..), et que (..., b;,biy1,...) est un relevement
du premier chemin. Il y a 6 cas suivant les comparaisons possibles entre a;, a;+1 et z.

Quoi qu’il en soit, on peut choisir a; ou a;4; pour étre un minorant (respective-
ment majorant) commun aux trois points. Par bijectivité ascendante (respectivement
descendante), il existe un unique élément z dans F dans la méme position vis-a-vis de
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e
L7 X

b; et bi11 que x vis-a-vis de a; et a;41. Le relevement de (..., a;,2,a;41,...) est donc
nécessairement (..., b;, z,bi41,...), qui est clairement homotope & (...,b;,bit1,...).
Preuve de (iii). On se donne d dans C' que par connexité on peut toujours relier a
¢ par un chemin I'. gT" et ¢'T" relévent tous les deux (f o g)" et (f o ¢')T" et ont méme
début. Ainsi gT' = ¢'T" et g(d) = ¢'(d).
(iv) résulte directement de (i). O

On peut encore en tirer une information sur la fleche ' de factorisation dans la
définition d’un revétement universel.

Scholie — Awvec les notations de la définition précédente, la fleche de factorisation
7' est nécessairement unique.

Démonstration. — C’est une conséquence directe du point (iii) du lemme. |

3.1.6. Existence de revétements universels pointés. — La démonstration de
ce résultat met a I’épreuve la plupart des notions introduites précédemment, elle est
completement analogue a la démonstration topologique classique.

Théoréme — Tout objet (A, x) de (O,x*) admet un revétement universel unique a
unique isomorphisme preés.

Démonstration. — L’unicité résulte aussitot du corollaire précédent. Construisons
maintenant un revétement universel. On considére ’ensemble des classes d’homotopie
de chemins tracés dans A, de début *, qu’on note A. On pointe cet ensemble par la
classe du chemin constant @ Remarquons d’abord que la fin d’'une classe d’homo-
topie de tels chemins est bien définie, comme fin d’'un quelconque représentant. On
notera par ~ une relation d’homotopie entre deux chemins.

(1) Définition du candidat comme objet de (O, x)

On introduit sur (A, (x)) la relation binaire suivante. On décréte qu'une classe
d’homotopie I est supérieure & une autre T si et seulement s'il existe un élément x de
A, un représentant (,by,...,by,) de la premiére classe, un représentant (x,as, ..., am)
de la seconde tels que (x,b1,...,b,) soit homotope & (x,a1,...,am,T), avec T = am.
Une autre facon de voir les choses consiste & remarquer que I' > T’ si et seulement si
pour tout représentant (*,b1,...,b,) de I' et tout représentant (*,as,...,a,) de f/,

on aby = apy et (%,b1,...,b,) ~ (%,a1,...,am,by).
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O

Les hachures limitées par deux chemins indiquent que ces chemins sont homotopes.

(0]
1
1
1
1
1

(0]

Cette relation est évidemment réflexive. Elle est antisymétrique. Pour voir cela, on se
donneT et T dans E, représentées par (x,b1,...,by) et (x,a1,...,an) respectivement.
T>TV dit que b, = am et (%,b1,...,b,) ~ (%,a1,...,am,by,). Si on suppose en outre
que I > T, on obtient alors a,, > b,, d’ot 'égalité a,, = b,, qui donne en reportant
dans la premiere homotopie (x,b1,...,bn) ~ (x,a1,...,Gm,am) ~ (*¥,a1,...,an), soit
T =T . L'examen de la transitivité se regle de maniere plus visuelle, par exemple sur
un dessin.

On a donc bien défini une relation d’ordre sur g, ce qui en fait un objet de O.

(2) Connezité de A

11 suffit de remarquer que pour tout chemin (*,a,...,am,), on a

(%,a1, ..oy am) = (%,a1, ..., am_1) ou  (¥,a1,...,0m) < (*,01,...,Qm—1)

suivant que a,, est supérieur ou inférieur a a,,—1. On peut donc relier toute classe au
point base (T)

(3) Fleche e : (A, (x)) — (A, %)

En vertu de la remarque initiale, on voit que application e : (Z, @) — (A4, %) qui
attache a toute classe la fin d’un de ses représentants, est bien définie. Il s’agit ici
de voir que e est une fleche de O, et méme un revétement. Le respect de l'ordre est
évident. Prouvons l'injectivité descendante. Supposons que 'on ait

(%,a1, ...y am) = (%,b1,...,bp), (*,al,...,am)>(*,b'l,...,b;l/) et bn:b;ﬂ.

Puisque a,, > b, = b/ ,, on peut écrire la suite d’homotopies

n’

(6,015 o b)) ~ (5,01, by Ay D) ~ (%,a1, oy @y bl ) ~ (B, b))

qui prouve l'injectivité descendante. La surjectivité descendante vient de ce que si

on se donne une classe (¥,a1,...,a,) et & < an,, alors e((*,al, .. .,am,x)) =z. La
bijectivité ascendante se prouve de fagon tout a fait analogue.

(4) Propriété de factorisation

On se donne un revétement f : (B,*) — (A4,x). Il s’agit de trouver une fleche
ep : (A, (¥)) — (B, ) telle que e = f o e. En attachant & chaque classe T la fin
d’un relevement dans B d'un représentant de I, qu’on note eg(I'), on définit une
application ep qui vérifie e = f o eg. Cette application est bien définie puisque les
relevés de deux chemins homotopes sont homotopes, donc de meme fin. Il reste a
montrer que ep est une fleche de (O, *). Supposons que I' < T'. On peut écrire
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T = (¥,a1, ..., @my1) et T = (*,a1,...,0m) aVeC Gmi1 = Gm. Si (%,b1,...,byy1) est
le relevé de (x,a1,...,amyt1), par unicité (x,b1,...,b,,) est celui de (x,a1,...,am).
On a alors b, = ep(T') < eB(f/) = bypy1 CAr Qi1 = G- Ceci montre que ep est
croissante.

On se donne deux classes T et T' inférieures toutes deux & une troisieme A, et dont
les relevés dans B ont méme fin. On choisit un relevé pour chacune de ces classes :
f*T pour T, f*I" pour T et f*A pour A. Puisque eg(A) est un majorant commun

de eg(T") et de ep (1"/), on peut écrire la suite d’homotopies
FI~ (f T ep(B),ep(l)) ~ (fA,ep(T) ~ (f'T,ep(A), ep(T)) ~ fT.

Ceci donne T = T' en transformant par f. D’ou I'injectivité descendante.

On se donne maintenant un relevé f*I" de chemin dans A et un élément y inférieur
a ep(T). Alors, la classe du chemin f(f*l",y) est une préimage de y par ep. Ceci
prouve la surjectivité descendante et acheve la démonstration du théoréeme. O

3.1.7. Universalité et point base. — Le fait d’étre universel pour un revétement
ne dépend pas du point base.

Lemme — Soit 7 : E — B un revétement. S’il existe x dans E tel que w: (E,xz) —
(B, m(x)) soit un revétement universel, alors pour touty de E, 7 : (E,y) — (B, 7(y))
est un revétement universel.

Démonstration. — On se donne y dans F.

(1) On suppose pour 'instant que x et y sont comparables et par exemple que y
est supérieur & z. On se donne également un revétement p : (C,z) — (B,p(z)). On
a p(z) = w(y) > w(x). Par conséquent, 7(z) admet une unique préimage z, par p
vérifiant z, < z, et py : (C,2z,) — (B,7(z)) est encore un revétement pour lequel
on peut appliquer la propriété de factorisation, qui fournit m, : (E,z) — (C,z,)
tel que m = p, o m,. Il suffit alors de montrer que m,(y) = z pour justifier qu'on
a une factorisation avec y cette fois comme point base. Or 7, (z) = 2z, < 7, (y) et
p(m:(y)) = p(z). Puisque p est un revétement, par bijectivité ascendante 7, (y) = z.

(2) On a traité le cas y > x. Le cas symétrique est analogue. On a donc montré le
résultat quand on passe de x a un point comparable. Le cas général s’en déduit par
connexité. O

3.2. Simple connexité

On présente ici la simple connexité comme une propriété catégorique, avant de la
relier a des considérations de chemins.
3.2.1. Simple connexité. — C’est le revétement universel et sa propriété de défi-
nition qui permettent d’introduire la notion de simple connexité.
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Lemme — Un ensemble ordonné (A, <) est dit simplement connexe si l’application
identité 14 associée est un revétement universel.

La formulation de cette définition est justifiée par le lemme (3.1.7).

Remarque — Un objet simplement connexe est automatiquement connexe.

3.2.2. Universalité d’un revétement et simple connexité de ’espace total

Cette proposition montre que la définition de simple connexité peut étre élargie a
une propriété de factorisation plus large.

Proposition — Soit un revétement m : E — B de O. Alors, les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) L’espace total E est simplement conneze.

(ii) Pour tout x de E, le revétement pointé w: (E,x) — (B, m(x)) est universel.

(iii) Il existe un x de E tel que le revétement pointé w : (E,x) — (B,w(x)) est
universel

Démonstration. — Déja, I’équivalence entre le deuxieme et le troisieme point est prou-
vée en (3.1.7).

Montrons que (i) implique (ii). On se donne un revétement 7 : (E,z) — (B, m(x))
a espace total simplement connexe. Il est suffisant de montrer la propriété de facto-
risation pour un revétement universel 7’ : (E’,2’) — (B, n(x)). D’abord, on applique
la propriété de factorisation du revétement universel 7’ vis-a-vis du revétement 7 : on
sait qu'il existe ¢ : (E',2') — (E,x) telle que 7’ = w0 ¢. Du reste, ¢ est un revéte-
ment d’apres le lemme (3.1.4). Ceci permet d’appliquer la propriété de factorisation
du revétement I (universel par simple connexité de E) vis-a-vis de ¢. On obtient
ainsi un revétement ¢ : (E,xz) — (E’,2’) qui vérifie ¢ o ¢p = Ig. Finalement, on a
oy =(rog)otp =molg =m.

Montrons que (iii) implique (i). On suppose le revétement 7 : (E,z) — (B, m(x))
universel. On se donne p : (E',2’) — (F, ) un revétement, qui fournit wop : (E’, ') —
(B, 7(z)) un autre revétement. On utilise alors la propriété universelle de 7 vis-a-vis de
ce dernier, ce qui introduit un revétement ¢ : (E,z) — (E’,2'), tel que m = wo (po¢).
Mais par unicité d’apres le lemme (3.1.5), on a nécessairement p o ¢ = Ig. Ainsi tout
revétement p : (E',2') — (E, z) factorise Iy de maniére unique, ce qui prouve que E
est simplement connexe. O

3.2.3. Isomorphisme a partir d’un revétement. — Le lemme qui suit permet
de découper la preuve de ce qu’une fleche est un isomorphisme en deux vérifications
indépendantes.

Lemme — Soit 7 : E — B un revétement a espace total E connezxe. Si B est simple-
ment connexe, 7 est un isomorphisme.
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Démonstration. — D’abord, on pointe 7 par un point x quelconque de FE. Puisque
B est simplement connexe, Ig : (B,7(x)) — (b,7(x)) se factorise & travers = pour
un unique revétement ¢. Ip = 7 o ¢ implique déja que 7 est surjectif. Mais ¢ est un
revétement par le corollaire (3.1.5) et E est connexe, par conséquent ¢ est surjective
par (3.1.5) (iv). Il en résulte que 7 est injective. O

3.2.4. Simple connexité et homotopie. — L’homotopie triviale des chemins est
aussi un critere attendu et peut-étre plus concret de simple connexité.

Proposition — Soit A un ensemble ordonné connexe contenant le point a. Alors, les
assertions suivantes sont équivalentes :

(i) A est simplement conneze.

(ii) Tout chemin tracé dans A, de début et de fin a est homotope au chemin
constant (a).

(i) Deux chemins quelconques de début a et de méme fin sont homotopes.

Démonstration. — On va revenir a la construction concréte du revétement universel
au-dessus de (4, a). On considére donc le revétement universel e : (4, (a)) — (4, a).
Il est clair qu’on a

A est simplement connexe <= e est un isomorphisme.

L’implication directe est justifiée par (3.2.3). L’implication réciproque par (3.2.2).
Le reste en découle puisque la préimage de tout point b de A est 'ensemble des classes
d’homotopie de chemins partant de a, arrivant en b et tracés dans A. o

Remarquons enfin qu'un ensemble de O possédant un plus grand ou plus petit
élément est nécessairement simplement connexe puisqu’il suffit pour chaque chemin
d’extrémités égales, d’intercaler cet élément entre chaque terme de la suite pour réa-
liser une homotopie sur le chemin constant.

3.3. Domaines fondamentaux et amalgames

La technique des domaines fondamentaux — qui permet de prouver des résultats
de présentation de groupes opérant sur un graphe — est déja assez ancienne. Pour
comparer, on peut par exemple se reporter a la preuve par J.-P. Serre du théoreme
de Nagao décrivant SLy(K[¢t]) ([Ser77], théoreme 6 p.118).

3.3.1. Amalgames. — Commencons par rappeler la définition d’'un amalgame de
groupes. On est encore dans un cadre catégorique.

Définition. — Soit G un groupe. Soit H une famille de sous-groupes de G. On dit que
G est amalgame des sous-groupes de la famille H si ’'homomorphisme canonique qui
va de la limite du systeme inductif formé des inclusions entre éléments de H vers G,
est un isomorphisme.
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Le probleme que I’on se pose est alors le suivant : étant donné un groupe G, peut-on
trouver un systéme de sous-groupes de G' (beaucoup) plus simples dont amalgame
reconstitue G 7 Un exemple de groupes permettant de répondre positivement & cette
question est celui des groupes de Coxeter, qui sont par définition amalgames des sous-
groupes Z/27 correspondant aux générateurs canoniques et de ceux des sous-groupes
diédraux engendrés par deux générateurs canoniques qui sont finis.

Remarque — Avant de passer a la définition des domaines fondamentaux, rappelons
que la limite de tout sous-systeme d’un systéme inductif formé d’inclusions, s’injecte
naturellement dans la limite du systeme ambiant. Cette remarque sera utilisée assez
fréquemment.

3.3.2. Domaine fondamental. — Les domaines fondamentaux constituent la no-
tion géométrique (au sens de O) adaptée au probleme d’amalgame de certains groupes.

Définition. — Soient A un objet de O et G un groupe opérant sur A par automor-
phismes. Alors, une partie F' de A est un domaine fondamental pour 'action de G si
on a:

(DF1) Si a est un élément de F plus grand qu’un élément b dans A, alors b est
dans F';

(DF2) A=G - F;

(DF3) L’orbite sous G d’un élément a de F' ne rencontre F' qu'en a.

Les deux derniers axiomes sont familiers & qui connait la définition des domaines
fondamentaux géométriques. Le premier est adapté a la situation de la catégorie O,
il exprime la plénitude du domaine fondamental.

3.3.3. Un revétement. — On se place dans la situation ou un groupe G opere sur
un ensemble ordonné A par automorphismes de O, en y possédant un domaine fonda-
mental F'. Cette simple situation permet de construire un systéme inductif intéressant
de sous-groupes de G, indexé par F. Il suffit de partir de la remarque suivante.

Sidans Aonab < a, avec a dans F', on sait d’abord que b est dans F' d’apres (DF1).
Mais si en outre g dans G fixe a, ona g-b < g-a=a qui est dans G - {b} N F = {b}
par (DF3). Ainsi, b < a implique b € F et G, C Gj.

On adopte alors la série de notations qui suit. Pour toute comparaison b < a
d’éléments de F, on note iy : G, — Gp inclusion de fixateurs correspondante.
G est I’amalgame des fixateurs G, pour a dans F, relativement aux inclusions tqp
pour b < a, et 7 : G — G est I’application canonique associée. Enfin, on note ¥,
I’application canonique G, — é, dont on désigne I'image par éa. L’homomorphisme
composé o ¥, est 'injection canonique de GG, dans G.
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Construction. — On note A ensemble L,er G/G,. On ordonne A par
9Ga > g Gy <=>a>bet g 'g € Gy

Pour éviter les confusions, on désignera par ga I'ensemble géa quand il s’agira d’'un
élément de A. Cette construction permet de définir une fleche o dans O

a:g—>A

gar— a(ga) :=n(g)-a
et une action de G sur A par z - (ga) = (zg)a.

Justification

(0) 11 est clair que la relation > sur A est une relation d’ordre.

(1) La fleche « est bien définie. En effet, si g et ¢’ sont deux éléments de G tels que
ga = ¢'a, alors g~ ¢’ est dans Gy, soit 7(g) (g’ est dans G,. Ainsi 7(g)-a = 7(g’)-a.
Il reste & montrer qu’on a bien défini une fleche de O.

(2) « est croissante

Si ga > g’g, on a par définition a > b et géb = g’éb. Puisque G est un groupe
d’automorphismes de 'ordre de A, on a

m(g)-a=n(g)-b=n(gg "g)-b=n(g)m(¢g " g)-b=mn(g")-b.

La derniere égalité provenant de ¢'~1g € Gy. Finalement, on a bien alga) = a(g~).

(3) Injectivité descendante

On se met dans la situation ot ga majore simultanément g’a’ et g
a = 7(g”)-a”. On a alors a’ = n(¢""tg") - a” < 7(¢'"'g") - a = a, a’ est dans
G-a’" N F qui est réduit & {a”} d’apres (DF3). Ainsi, ' = a” et ¢" -a" =¢"-ad =
g//( /—191/)—1 a =g -d.

(4) Surjectivité descendante

On part d'un élément b de A inférieur & a(ga) = m(g) - a. L’élément o’ := 7(g~ 1) b

"=
a

, et oum(g')-

est inférieur & a donc dans F. ga’ est alors clairement une préimage de b pour «,
inférieure a ga. O

Nous allons maintenant étudier la fleche o & ce niveau de généralité, pour déduire
des propriétés relatives a A a partir de celles de F.

Théoréme — Soit G un groupe opérant sur un ensemble ordonné A par automor-
phismes de O, en y possédant un domaine fondamental F. Alors, la construction
précédente possede les propriétés suivantes.

(i) « est un revétement.

(ii) A est conneze dés que F Lest.

(iii) A est simplement connexe dés que F' lest.
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Démonstration
Preuve de (i). On commence par se donner ga majorant commun & g'a’ et g"”a”,

ces deux derniers pOlDtS vérifiant en outre 7T(g ) . a = 7T(g ) . . On a alors
7_r(glflg//) . a// — a/ c FnN Ga// — {a//}

ce qui implique que a’ vaut a”. On a alors g g € Gar, g71g" € Gy = Gar, et on

'=1g" € Gy. Ceci implique ¢'a’ = g” a”, donc 1’1nJect1V1te ascendante

obtient donc g
de a.

On se donne maintenant un élément b de A supérieur & a(ga) = w(g) - a. D’apres
laxiome (DF2), on sait déja que b s’écrit b = ¢” - @’ pour ¢” dans G et o’ dans F. En
écrivant a’ > ¢”~'n(g) - a, on en déduit que g” "7 (g) - a est dans G-aNF, donc qu'il
"=11(g) est dans G, et a’ > a. On pose alors g’ := gV, (7(g9)"tg")
et on s’intéresse & g'a’. Déja a(g'a’) = n(gVa(m(g)~1g")) -a’ = g”-a’ = b. Ainsi
g'd’ est une préimage pour b. Qu’elle se situe bien par rapport & ga vient de ce que
g lg =V, (r(g)"1g")"" est dans Gl.

Preuve de (ii). L’application de I vers F:={d|a € F} qui attache & a I'élément

vaut a. Ainsi g

a, est par construction de A un 1somorph15me de O. A ce titre F est connexe, et on
peut parler de sa composante connexe A’ dans A, a savoir ’ensemble des points de A
reliables & un élément de F. Alors, pour tout élément a de F, on a éa LA C A , et
puisque les G, engendrent G, G - A’ C A’. On obtient finalement

A=G-A>G F=A
Ceci montre que A = g, et donc que A est connexe.

Preuve de (iii).

(0) Cette preuve est plus longue que les précédentes. D’apres (3.2.2), il suffit de
montrer que « est un revétement universel. Pour cela, on se donne un revétement
universel ag : Ag — A, pour lequel on veut mettre en évidence la factorisation de
définition des revétements universels. On suppose que aq atteint F', ce qui est toujours
possible en translatant F' par un élément convenable de G, d’aprés (DF2). Enfin, on
choisit une composante connexe Fy de ag ' (F). On procéde comme suit.

(1) La restriction de ag & Fp établit un isomorphisme entre cet ensemble et F', de
réciproque .

(2) Gréce aux propriétés universelles des revétements, on construit une action de
G sur Ap.

(3) On définit une fleche de factorisation candidate & partir de 8 et de P'action de

G, et on vérifie qu’elle convient.

(1) Montrons que Fy est une partie pleine de Ap.

Soit @ un élément de Fy et b un élément de Ay qui lui est inférieur. Alors ag(b) <
ap(a) implique que ag(b) est dans F, donc que b est dans g '(F), et finalement dans
Fy puisqu’il est comparable & a. Ainsi, 'inclusion de F dans Ay est un morphisme
de O, ce qui montre que la restriction de ap a Fy est un morphisme de O, au titre
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de composé de morphismes. Si en outre, on se donne un élément y de F' supérieur a
un élément ap(a) (a dans Fp), on sait qu'il existe une unique préimage x de Ay pour
ap (qui est un revétement), supérieure & a, donc comparable & a et dans Fy. Ceci
établit que ag|p, est en fait un revétement. D’apres (3.2.3), par connexité de Fy et
simple connexité de F', ¢’est un isomorphisme entre Fyy et F. On note 5 : F' = Fj sa
réciproque.

(2) Soit a un élément de F, qui fournit un revétement pointé og : (Ao, B(a)) —
(A, a). Si g est un élément de G, alors 'automorphisme g de A se reléve en un unique
automorphisme v, 4 de Ay tel que le diagramme suivant commute.

(Ao, B(a) —2 (A4, a)

w| s

(4o, B(a) —2 (A, a)

Ce diagramme s’obtient en appliquant la propriété de revétement universel de ag au
revétement ¢~! o ag. L'unicité de la fleche de factorisation assure d’ailleurs que si g
et ¢’ sont dans Gg, alors Ve g9 = Ya,g © Va,g’- Puisque Ag est simplement connexe,
d’apres (3.2.3), Ya,g est I'unique automorphisme de A fixant 3(a) et faisant commuter

le diagramme ci-dessus. D’ou pour chaque a de F', un morphisme

Ya : Ga — Aut(Ao, B(a))
9= Ya,g>

ou Aut(Ay, S(a)) désigne les automorphismes de Ay qui fixent 5(a). Il reste & justifier
que ces fleches permettent de faire de Ay un G-espace. Pour cela, il suffit de montrer

que pour une comparaison b < a dans F', on a v, = 7 0 tgp. On se donne donc g dans
Gqa. On cherche & calculer ag(Va,q(8(b))). On obtient

a0 (Ya,g(B(1))) = g~ ao(B(b)) = g-b=b.

Par conséquent par injectivité descendante de oy, on obtient v, 4(3(b)) = £(b) puisque
ces deux éléments sont inférieurs & 5(a) = v4,4(8(a)). Ainsi, v,,4 fixe 3(b) et vérifie
Q0 © Va,g = Lab © Qg, c’est donc vy, (4), €t on a finalement v, = 4 © t4p. Ceci montre
que la collection de fleches v, : G, — Aut(Ag, S(a)) pour a dans F est compatible au
systeme inductif qui définit G. On obtient ainsi une floche

v : G — Aut(4y)
gr—":

qui définit une action de G sur Ag. En outre, on a tout fait pour que, pour tout g de
G, on ait

m(g) o ap = g 0 .
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(3) On définit alors la fleche
o A— Ay
ga — 74(6(a)).
Cette définition a un sens. En effet, si ga = ¢'d’, on sait que a = @’ et donc B(a) =
B(a’), ainsi que g~tg’ € G,. Alors, par définition, on a y,-15 = Y4 x(g-14) donc
Yg-14'(B(a)) = B(a), soit v4(B(a)) = vy (B(a)) = 74 (B(a")).

La factorisation a = ag o o’ étant évidente, il reste a montrer que o’ est bien une
fleche de O.

o est croissante. En effet, ga < ¢'@ implique a < @, g~'¢’ € G, et donc
Yg-14(B(a)) = B(a), ainsi que B(a) < B(a’). Finalement

o' (9a) = 74(B(a)) = ¢ (B(a)) < 7¢(B(a')) = & (g'a)).

Prouvons maintenant I'injectivité descendante. On se donne ga majorant commun
de ¢'a’ et de ¢g"a” tels que 4 (B8(a’)) = v47(8(a”)). D’apres la derniere remarque de
(2),on an(g) -d =mn(g")-d"’
D’olt encore @ = @” et Go = Gqr. En outre, de g1g' € Gor et g'g" € Gur, on tire
g/flg// /

, et puisque F' est un domaine fondamental o’ = a”.

€ éa/, ce qui donne ¢’ -a’ = ¢" -a".

11 ne reste plus qu’a vérifier la surjectivité descendante de o’. On se donne y dans
Ay inférieur & v4(8(a)) = o'(ga). I s’agit de trouver une préimage a ce point pour o,
inférieure & ga. En appliquant ag & y < v4(8(a)), on obtient ag(y) < 7(g)-a ou encore
7(g) "1 ap(y) < a. Ainsi 7(g) "1 ap(y) est dans F. On peut I'écrire 7(g) - o (y) = o
pour a’ dans F, inférieur & a. Mais ga’ est un élément de g, inférieur & ga. Il ne reste
donc plus qu’a montrer que c’est une préimage de y pour o'. Déja o'(ga’) < o'(ga),
donc y et a/(ga’) sont tous deux majorés par o’(ga). Enfin

/

ao(a’(9a")) = (ag 0 a’)(ga) = a(ga) = n(g) - a’,
ce qui vaut ap(y) par définition de a’. Par injectivité descendante de g, on a bien
o/ (ga’) =y. O

3.3.4. Application. — Le corollaire de la proposition précédente est le résultat
attendu de présentation de groupe.

Corollaire. — Soit G un groupe opérant sur un ensemble ordonné A par automor-
phismes de O, en y possédant un domaine fondamental F simplement connexe. Alors,
l’ensemble ordonné A est simplement conneze si et seulement si G est 'amalgame des
fizateurs G, pour a dans F' relativement aux inclusions tqp pour b < a.

Démonstration. — 1l est clair que prouver le corollaire revient & prouver que « est un
isomorphisme si et seulement si 7 en est un.

(1) Supposons que 7 est un isomorphisme. Il s’agit de montrer que « est un
isomorphisme, autrement dit qu’il est injectif et surjectif. Si ga et g’a’ sont tels
que 7(g)a = w(g')a’, on sait que puisque F' est un domaine fondamental et que
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a€ G-aNF,ad = a On aen outre m(g~tg') € G,, donc par injectivité de ,
gl € Ga. Ainsi, ga = g'a = ¢'a’. La surjectivité de m montre que G est engendré
par les groupes G, a € F. Comme F' est connexe, on en déduit aussitot que A est
connexe et donc que « est surjectif.

(2) Supposons que « est un isomorphisme. Montrons d’abord 'injectivité de .
Pour cela, on se donne g dans é, avec 7(g) = 1. Ceci implique que, pour tout a de F,
7(g) - a = a, soit a(ga) = ga(a). Par injectivité de o, on obtient donc g € (,cp Gl
Comme la restriction de 7 & un G, quelconque est injective, 'hypothese 7(g) = 1
implique finalement g = 1.

Montrons la surjectivité de 7. Soit g un élément de G. On choisit un élément a
de F', et on regarde son transformé g - a. Par surjectivité de «, on sait qu’il s’écrit
g-a=a(g'a)=n(g") d, avec a’ dans F et ¢’ dans G. A nouveau parce que F' est

un domaine fondamental, on a a = a’. Ainsi, 7(¢')"'g appartient & G, = 7(G,), et

finalement g est dans 7(¢’) "7 (G,.) C 7(G). O

Jusqu’a la fin de ce chapitre, nous allons appliquer les résultats précédents a des
ensembles dérivés des immeubles. Les énoncés vont devenir de plus en plus concrets au
fur et & mesure de la progression, pour aboutir aux théoremes dont les démonstrations
ont été laissées en suspens dans les chapitres sur les groupes de Kac-Moody et la
théorie combinatoire des groupes. A savoir, les théoremes d’amalgame et d’intersection
(nécessaire a la comparaison entre structure de donnée radicielle jumelée et de BN-
paire raffinée symétrique).

3.4. Immeubles du point de vue des ensembles ordonnés

Il s’agit dans cette section de construire a partir d’un immeuble un ensemble or-
donné qui contienne encore la plupart des informations et propriétés relatives a cette
structure, tout en étant simplement connexe au sens précédent. Ainsi, tout revétement
de source connexe et de but cet ensemble sera un isomorphisme d’ensembles ordonnés.
Le découpage de la preuve du théoréme de cette section est dii & A. Chosson ([?]).

3.4.1. L’ensemble ordonné attaché a un immeuble. — Rappelons qu'un
groupe de Coxeter est I’amalgame du systeme de ses sous groupes finis engendrés par
un ou deux générateurs canoniques. Cette remarque est a mettre en parallele avec la
définition qui suit.

Définition. — Soit (Z,.A) un immeuble de matrice de Coxeter M = [mg]stes. On
note (Z, A)ora) I'ensemble des simplexes de types de cardinal 0, 1 ou encore 2 si le
type est sphérique. C’est un ensemble ordonné pour la relation d’inclusion.

Avant de prouver la simple connexité de (Z, A)ord), on a encore besoin de deux
résultats préliminaires.
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3.4.2. Un critere technique de simple connexité. — Ce résultat est le dernier
de la section relevant purement de la catégorie O.

Lemme — Soit I un ensemble ordonné contenant le point a, et un sous-ensemble A.
On se donne en outre une collection B de sous-ensembles de I, pleins, simplement
connexes, et qui vérifient les trois points suivants.

(i) Deux éléments quelconques de I sont toujours contenus dans un élément de B.

(ii) Si B est un élément de B contenant a et si d est un élément de AN B, alors
tout chemin commencant par a et finissant en d, dont les points sont contenus dans A
sauf peut-étre a, de longueur minimale pour cette propriété, est tracé nécessairement
dans B.

(iii) Pour tout d de I et tout B de B contenant d, 'ensemble des majorants de d
dans AN B est connezxe non vide.

Alors, sous ces conditions, I est simplement conneze.

Démonstration. — D’apres le critére homotopique (3.2.4), il suffit de montrer que
tout lacet I' = (@ = ag, a1, ..., an,an+1 = a) est homotope au lacet constant (a).

(1) Nous allons procéder & une premiere réduction, qui permet de supposer que I’
est tracé dans A, au point extrémité a pres.

Pour chaque indice ¢ > 1, il existe d’apres (i) un élément B; de B qui contient
sup{a;—1,a;}. En outre, d’apres (iii), on peut trouver pour ces mémes indices des
éléments m; dans A tels que m; majore a;—1 et a;. Pour chaque indice i < n, il
existe & nouveau par (i), un élément C; de B qui contient sup{m;4+1,m;}, et donc a;
par plénitude. L’ensemble {x € ANC; | x > a;} est connexe par (iii), et contient
m; et m;y1 par construction. Il existe donc un chemin de m; vers m;y; tracé dans
ANC; : on note ce chemin I';. On finit la réduction en montrant que les chemins I’
et al'yI's---T',,a sont homotopes. On prouve ce dernier point de proche en proche.
Par exemple, les chemins a,'ya et a,a ont mémes extrémités et sont tracés dans
{r e ANCy | ¢ 2 a,} qui est simplement connexe; ils sont donc homotopes. Ainsi,
apl'na ~ ana, et on a

aF1 . Fna ~ al—‘l ce Fn—lanrna’ ~ al—‘l . Fn_lana.

En itérant, on obtient que al'y - - - I',,a est homotope a I', et en considérant plutot le
premier chemin, on obtient la réduction annoncée.

(2) On se donne donc un chemin I' = (a = ag, a1, ..., an, ant1 = a), tracé dans A
au point a pres.

Pour chaque indice 7 compris entre 1 et n, on choisit un chemin A; tracé de a vers a;
dans A (au point a pres) et de longueur minimale. On pose enfin Ag = Apy1 = (a).
Fixons pour l'instant un indice i compris entre 1 et n. On peut choisir B dans B
contenant a et sup{a;_1,a;}, donc les trois points a, a; et a;—1 par plénitude. Par le
point (ii), les chemins A; et A;_; sont donc tracés dans B, qui est simplement connexe.
Ceci montre que pour tout ¢ > 1, on a finalement A;_qa; ~ A;.
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Une récurrence simple montre que pour tout ¢, I' ~ Aja;41 -+ - apa. Pour i = 0 on
a en fait I'égalité, et 'hérédité de la propriété provient justement de A;_ja; ~ A;.
Finalement, I' ~ A, 110 = (a,a) ~ a. O

Nous appliquerons ce lemme au cas ot I est (Z,A)ord), @ est une chambre de
(Z,A), A est 'ensemble des chambres et cloisons de (Z,.A), et B est 'ensemble des
traces sur (Z, A)ora) des appartements de A. Remarquons que les facettes sphériques
de codimension 2 n’apparaissent qu’a travers ce dernier ensemble.

On se contente de reformuler un lemme prouvé au moment des considérations de
convexité dans les immeubles (théoréme (2.3.3)). Il correspond & la vérification du
second point technique du lemme précédent dans la situation décrite par la remarque.
L’aménagement majeur consiste & présenter les galeries (suites de chambres adja-
centes) (chambre, chambre, ...) comme des chemins de (Z, .A)o.q) de la forme (chambre,
cloison, chambre, cloison, ...), ot la cloison intercalée est la facette commune aux deux
chambres adjacentes de la suite initiale. Une référence est [?], proposition (1.3).

Lemme — Si A est un appartement de I, contenant la chambre c et la chambre ou
cloison d, alors tout chemin de ¢ vers d tracé dans A et de longueur minimale est
tracé en fait dans A. O
3.4.3. Simple connexité de I’ensemble ordonné. — On peut enfin énoncer le

résultat qui nous intéresse.

Théoréme — Soit (Z, A) un immeuble au sens des systémes d’appartements. Alors,
lensemble ordonné associé (I, A)ora) est simplement connexe.

On commence par un lemme qui établit le résultat pour les immeubles minces.

Lemme — Soit X(W, S) un complexe de Cozeter, que l’on voit comme complexe sim-
plicial. Alors, l'ensemble (W, S)ora ordonné par linclusion renversée est simplement
connexe.

Démonstration. — On va invoquer le critére du domaine fondamental (3.3.4), dans le
sens « amalgame implique simple connexité ». En effet, W est par définition amalgame
de ses sous-groupes (s), et (s,t) quand ils sont finis. Il est de plus clair que F :=
{{1}; (s); (s,1) | s,t € S} est un domaine fondamental pour I’action par translations
a gauche sur X(W, S)orq- Il ne reste donc plus qu’a montrer que F' est simplement
connexe. Mais ceci est clair, puisque {1} est un plus grand élément de F. O

Passons maintenant a la preuve du théoréeme.

Démonstration. — Il suffit de vérifier le critére technique, pour les ensembles suivants.
I est (Z,A)ora), B est 'ensemble des traces d’appartements sur (Z, A)orq), A est
la réunion des chambres et cloisons de (Z,.A) et ¢ est une chambre quelconque.
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Les points préliminaires de ce critere sont vérifiés : les traces d’appartements sur
(Z, A)ora) sont clairement pleines, elles sont simplement connexes par le lemme pré-
cédent. La condition (i) est un axiome de définition des immeubles par les systémes
d’appartements. On a vu que la condition (ii) paraphrase la convexité des apparte-
ments. La condition (iii) dit que 'on doit vérifier que dans la trace d’un apparte-
ment sur (Z, A)ora), 'ensemble des facettes contenant une facette de corang < 2 est
connexe : cela résulte de (2.3.4). O

La section suivante se fixe pour objectif des résultats de théorie des groupes. On y
prouve les théorémes d’amalgame et d’intersection.

3.5. Théorémes d’amalgame et d’intersection pour les groupes a donnée
radicielle jumelée

Tous les résultats annoncés concernent les groupes & donnée radicielle jumelée,
notamment les groupes de Kac-Moody obtenus par évaluation du foncteur de Tits
constructif sur un corps. Les théoréemes d’amalgame répondent au type de probleme
posé a la fin de (3.3.1) en concernant les sous-groupes de Borel de G, et les sous-
groupes « unipotents maximaux » de ces derniers. Une conséquence de ce résultat est
le théoréme d’unicité des groupes de Kac-Moody sur les corps (qui justifie a poste-
riori Pemploi d’une présentation a la Steinberg du foncteur constructif). Le théoréme
d’intersection clot la vérification de la comparaison entre donnée radicielle jumelée et
BN-paire raffinée symétrique : on vérifie la derniere condition du jeu d’axiomes de
la seconde structure combinatoire (essentiellement 1'unicité d’écriture dans la grosse
cellule). Le théoréme d’amalgame est dit & J. Tits ([Tit87], théoreme 2 p.567), I'idée
du second est suggérée par P. Abramenko ([Abr97], remarque 2 p.15).

3.5.1. Préparatifs. — On se donne un groupe G muni d’une donnée radicielle
jumelée (G; (Ua)a€q>) indexée par ® le systéme de racines d’un groupe de Coxeter W.
Dans le groupe G, on s’intéresse au systeme constitué par les sous-groupes radiciels U,,
et les sous-groupes Ul,,5 engendrés par les ensembles nilpotents de racines [o; f3]
associés aux paires prénilpotentes de racines {«; 5}. On adopte la définition suivante.

Définition. — U désigne le groupe obtenu par amalgame du systeme précédent. On
note w : U — U la fleche canonique associée.

Une premiére remarque consiste & invoquer le lemme (1.5.4) pour voir que pour
chaque élément w de W, les sous-groupes U, définis en (1.5.2) s’injectent naturelle-
ment dans U. Ceci parce qu’ils sont limites inductives des sous-systeémes correspondant
aux racines de @, Nwd_. Rappelons que ces sous-groupes sont définis comme pro-
duits (dans un ordre cyclique associé & une écriture réduite de w) des groupes radiciels
attachés aux racines de & Nwd_.
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On cherche maintenant a définir une fleche entre ensembles ordonnés, dont on mon-
trera d’abord qu’elle est un revétement, puis un isomorphisme. L’ensemble ordonné
but est construit & partir de I'immeuble négatif (Z_, A_) du jumelage associé a G :
c’est (Z_, A)ora_) avec les notations de la section précédente. (A_ est le systéme d’ap-
partements négatifs admissibles.) On le munit d'une action de U par @ - F = 7(7)F
pour toute facette de (Z_, A)ora_) et tout élément u de U, ce qui a un sens puisque
7(u) est dans G, par conséquent est un automorphisme de (Z_,.A4_) qui conserve les
types et donc stabilise (Z_, A)ord_) dans Z_.

L’ensemble source, lui, n’est pas directement défini par des considérations immo-
bilieres. On dira qu'un élément d’un translaté wW,; d’un sous-groupe de Coxeter fini
(J sphérique) est J-antiréduit s’il est 'unique élément de longueur maximale dans
sa classe modulo W;. On suppose que dans ’écriture de chaque classe wW; avec J
sphérique, on a choisi w J-antiréduit. Ainsi, tout élément z de wWW; s’écrit de maniere
unique z = wv avec v dans Wy et £(w) = £(z) + £(v) (v = w™1z). Ce fait classique
est le lemme 5 de [?], par exemple.

L’ensemble qui nous intéresse sera noté Ay. Il s’agit de 1’ensemble des couples
(U, wW7) ol @ est un élément de U , I est une partie dont le type est de cardinal 0,
1 ou encore 2 si ce type est sphérique, et w est ’élément I-antiréduit de wW;. Pour un
couple de cet ensemble, on peut trouver plus géométrique de voir les translatés wWjy
comme des facettes de appartement standard, ulU,, comme un élément de U /Uy, ol
U, est un groupe qui fixe cette facette.

On définit ainsi un objet de O pour la relation d’ordre suivante.

(WU, wWr) < (0U, 2Wy) <= wW D z2W; et ul,, = vU,,

Cette relation se justifie parce que l'inclusion wW; D zW; implique que z est dans
wWr. Or, w est I-antiréduit, par conséquent £(w) = £(z) + (2~ w) et donc U, est
un sous-groupe de U, (d’apres la définition de ces groupes en (1.5.2)). La premieére
condition de comparaison donne un sens a la seconde.

Nous pouvons désormais définir la fleche de O qui est au centre de la démonstration
des deux théoremes.

Proposition — L’application v : Ay — (Z-,A)ora_) qui attache au couple
(WU, wW7) la facette sphérique négative w(w)wB_WiB_ est bien définie et U-
équivariante. C’est une fleche de la catégorie O des ensembles ordonnés.

Justification. — Signalons d’abord qu’on utilisera indifféremment la notation
B_W;B_ ou —Fj suivant qu’on adopte le point de vue « BN-paire » ou «im-
meuble ».

(1) La fleche v est bien définie

En effet, si on choisit un autre élément u’ dans ul,,, on sait qu’il existe u,, dans
U, tel que @' = wuy. Comme w'U,w C U_, on a

7@ YwB_W;B_ = (@ )ww  u,w)B_W;B_ = n(W)wB_W,;B_.
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(2) v est croissante
Partons d’une comparaison (uUy,, wWy) = (W/'Uy, w'Wy) dans Ap.
Par définition, wW; C w'W et @'U, = uU,. Ainsi w est dans w' W/, on peut
donc Vécrire w = w'w” avec w” dans Wy et E(w) = ﬂ(w’) — L(w"). Alors :
v(uUy, wWy) = m() (w'vw" (= Fy)) D n(a)(w'w" (—Fy))
= 7r( Yw' (— FJ/) = v(W Uy, w'Wy).
(3) Injectivité descendante de v
On suppose qu’on est dans la situation suivante

(an,’LUWJ)
(ﬂ/Uw/, ’LU/WJ/) (ﬂ”UwH, ’LUIWJH)
avec V(W' Uy, w'Wy) = v(@'Uyr,w'Wyr). Les deux comparaisons fournissent les

deux égalités
m(@)w' (=Fp) =m@w'(=Fy) et w(@)w"(=Fp) =n(@w"(=F),

qui combinées & 1'égalité des images donnent 7 (u)w'(—Fy) = w(u)w” (—Fy), soit
w' (—=Fyp) = w’(—Fy). Cette égalité de facettes implique en particulier qu’elles ont
méme type, d’out J' = J”, et méme w'Wy = w'Wyw = w'Wy. Comme w' et w”
sont tous deux J'-antiréduits, on a w’ = w”, ce qui prouve 1'égalité (@'U,,, w'Wy) =
(WU, w' W) car d’apres les comparaisons, on a @'Uyyr = Uy = 0" Uyy.

(4) Surjectivité descendante de v

On part de (uU,,, wWy) d’image la facette m(u)w(—Fy), et on se donne un simplexe
g(—Fjy) de (Z_, A)ora_) inférieur a cette facette

9(—Fy) C n@u(—Fy).
On veut montrer que ce simplexe est image par v d’'un élément de Ay inférieur
a (uUy, wWy). On note w' 1’élément J'-antiréduit de wWj,. Un candidat naturel
pour étre préimage du simplexe est w(w)w'(—Fj,). (Il est inférieur & 7(w)w(—Fy) car
wWy = wWy D wWy). Remarquons d’abord que g(—Fjy) et w(w)w'(—Fy ) sont

deux facettes de type J’ contenues dans m(u)w(—Fy). Elles sont donc égales. Ainsi,

m(w)w'(—Fys) est une préimage car

v(uUy, w'Wy) = m(@)w' (=Fy) = m(@)w(=Fy). O

3.5.2. Le revétement. — Passons au résultat essentiel qui releve encore de la
théorie des ensembles ordonnés.

Théoréme — L’application v : Ay — (Z—, A)ora_) est un revétement au sens des en-
sembles ordonnés. En outre, Ay est connezxe. Par conséquent, v est un isomorphisme.
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Démonstration

(1) Connexité de Ay

Pour cela, il suffit de montrer qu’on peut relier tout élément (uU,,wWy) a
({1},{1}) par un chemin tracé dans Ay. Déja, (WU, wWy) < (uUy, {w}). De plus,
si w est différent de 1, il existe s tel que w = w's avec £(w’) < f(w). Ceci peut
s’interpréter comme le fait que w est {s}-antiréduit. Comme en outre U, C U,, on
a donc les comparaisons suivantes.

(@Uu, {w}) (alur, {w'})

N, T

(WU, w(s))

En itérant a partir d’'une expression réduite de w, on relie I’élément de départ a
(@ {1}). )

Il reste a relier ({u}, {1}) a ({1}, {1}). Tout élément de U s’écrit uy - ug - - - Uy, avec
u; dans U, pour un élément w; de W. On remarque alors que uy - ug - - Uy Uy =
Uy - Ug - Um—1Upm, ce qui permet d’appliquer le raisonnement précédent pour re-
lier (uy - ug - um,{1}) et (u1 - uz - UpnUm,{wm}), et (u1 - ug - Um—1Unm, {wm})
et (u1 - U+ Um—1,{1}). Ceci permet finalement de relier (ui - ug- - Um,{1}) et
(ug - ug -+ Um—1,{1}). On termine en itérant.

(2) Surjectivité ascendante de v

On se donne un simplexe g(—Fjy/) de (Z_, A)ora_) contenant la facette

m(@)w(—Fy) = v(aUy, wWy).

On lui cherche une préimage par v. Déja, m(g~ u)w(—F;) est incluse dans —F: et est
de type J. C’est donc —F, et g~ '7m(@)w est dans B_W;B_. D’apres les propriétés
d’écriture des doubles classes dans les groupes a données radicielles jumelées, on peut
écrire g = (W) WU—_yyr Ny b_, avec w” dans Wy, ny» relevant w” modulo H, u_»
dans U_y» :=U_ Nw"Usw” " et b_ dans B_. Alors,

9(=Fy) = m(@)(wu_prw~) (w")(~Fy),
Si on note w’ I’élément J'-antiréduit de ww” Wy, on a :
g(=Fy) = 7(@) (wu_prw™ ' (=Fp) = v(uw" Uy, w' W),

en posant u” := wu_,nw L. Ainsi, (Wt Uy, w'Wy/) est une préimage de g(—Fj), il
ne reste donc plus qu’a montrer que (" Uy, w'Wy:) = (uU,, wW;). Ce qui revient
& prouver que wu_»w ' est dans U,,. L'inclusion wU_rw ™' C wU_w™! est claire.
1l suffit de montrer wU_,nw=! C Uy. Or, U_yr = (U, | @ € ®_ Nw"®,). On est
donc ramené & w(®_ Nw”®;) C 4. Puisque w est J-antiréduit, on a pour tout s

de J, l(ws) < £(w), soit w(—as) > 0. Par conséquent, w®_; C &, et a fortiori on
a ’LUU,w//wil C U+.
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(3) Injectivité ascendante de v
On se place dans la situation suivante :

(ﬂ”UwH, ’LU”WJN) (ﬁ’Uw/,w’WJr)

o~

(ﬂUw,wW‘])

avec V(W Uy, w" Wyn) = v Uy, w'Wy).

Ceci nous donne : w(u”)w”(—Fy») = n(@")w'(—Fy) D w(w)w(—Fy). En regar-
dant les types des facettes, on a déja : J' = J” C J. Ensuite, si on remarque que
B_wB_WgkB_ est formé de doubles classes indexées par des éléments de wWg, on
peut tirer de 1’égalité B_w'B_Wj;B_ = B_w"B_Wj:B_ que w'Wy Nw'" Wy # &,
et donc D’égalité de ces classes. Finalement, puisque w’ et w” sont tous deux .J’-
antiréduits, on a w’ = w”, égalité qu’on utilisera de fagon systématique deés & présent.
Il reste & montrer que u”’' Uy = u'U,r, alors qu’on sait déja grace aux comparaisons
en hypothese, que @”’U,, = @'U,. On va finir en examinant chacun des cas possibles
dans 'inclusion J D J'. Le cas #.J = #J’ implique directement w = w’ et est alors
immédiat. On travaille donc sous I'hypotheése #.J' < #.J, ce qui implique #J’ < 1.
L’inclusion wWj; O w'Wy permet d’écrire w = w'y avec £(w) = £(w') + £(y), pour
y dans W;. On peut alors décomposer U, en U, = U, w'Uyw'™!, ce qui permet

/—1

d’écrire m(u”'~10") = uypw'u,w' "t avec les appartenances évidentes. Par hypothese,

on a (a1 )(—w'F;/) = —w'Fy.. Ceci implique que u, est dans B_Wj B_, et on
veut montrer que quoi qu’il en soit cela donne u, € B_, et finalement v, = 1. En
effet, par le corollaire (1.5.3)(ii), on aura u, € U, N B_ = {1}.

Le cas #J' = 0 est réglé par la remarque qu’on vient de faire.

Si #J' =1, soit J' = {s}, u, est dans B_ LU B_sB_. On utilise & nouveau le fait
que w est J-antiréduit, en I'appliquant cette fois & w’s, pour obtenir £(w) = £(w’'s) +
L(sy)(= L(w")+£(y)). Maintenant, w’ {s}-antiréduit permet d’écrire £(w’s) < £(w’), ce
qui donne £(sy) > {(y). Cette derniere inégalité implique U,NB_sB_ = & par (1.4.4),
puis u, € B_ et donc & nouveau u, = 1. Dans tous les cas, 7(@"'0') = uy € Uy,
donc on a bien (@' Uy, w" W) = (W Uy, w' Wy). O

Nous finissons par de la théorie des groupes.

3.5.3. Théoreémes d’amalgame. — Nous rassemblons deux résultats d’amalgame
démontrés par J. Tits (théoréme 2 de [Tit87] p.567 et [Tit86] proposition 5 p.380).
L’idée d’appliquer ces raisonnements aux données radicielles jumelées est évoquée par
P. Abramenko ([Abr97], remarque 2 p.15).

Théoréme

(i) Soit G un groupe muni d’une donnée B-radicielle (G, (Bga)aeca ). Soit € un signe.
Avec les notations habituelles, Be est ’amalgame de ses sous-groupes By, et By, pour
a racine de signe € et {a; B} paire prénilpotente de racines de signe €.
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(i1) Soit G un groupe muni d’une donnée radicielle jumelée (G, (Ua)a€q>). Soit €
un signe. Avec les notations habituelles, U, est 'amalgame de ses sous-groupes U, et
Ula,p) pour o racine de signe € et {o; 3} paire prénilpotente de racines de signe e.

Démonstration

Preuve de (i). La démonstration est la preuve initiale de J. Tits des théoremes
d’amalgame (avec pour objectif les théorémes d’unicité des groupes de Kac-Moody).
Pour cela, il faut prendre comme ensemble source non pas Ay, mais ’ensemble Ap
des couples (EBU,, wWy) définis et ordonnés de fagon similaire. Les raisonnements et
notations sont complétement analogues & ce qu’on a fait, en remplagant la lettre U
par B.

Preuve de (ii). On utilise le fait que v est un isomorphisme ﬁ—équivariant, pour

comparer les stabilisateurs d’éléments échangés par v. Ainsi, on obtient
YweW 7 YUy NnwB_w™t)=U,,

en constatant I’égalité des stabilisateurs de (U, w{1}) dans Ay et de son image wB_
dans (Z_, A_). Pour w = 1, on a 7~ 1(Uy N B_) = {1}, ce qui implique que 7 est
injective. C’est donc un isomorphisme. O

Signalons que par des méthodes analogues, on peut prouver que dans le cas d’une
donnée radicielle jumelée, U, est 'amalgame des sous-groupes U,, pour le systeme
d’inclusions U, D U, quand £(w) = L(w') + £(w' ™ w) (ce quon note w > w')
([Tit86], proposition 3 p.376). Ce résultat avait été conjecturé par V. Kac et D.
Peterson ([Kac-Pet84]).

3.5.4. Théoréme d’intersection. — Rappelons sous forme de théoreme ce qui
manquait en (1.5.4) pour montrer qu'une donnée radicielle jumelée donne naturelle-
ment naissance a une BN-paire raffinée symétrique.

Théoreme — Si G est un groupe muni d’une donnée radicielle jumelée (G; (Ua)aeq>),
alors avec les notations habituelles, on a pour tout w de W, Uy NwB_w™! = U,,, et
en particulier HUy NU_ = HU_NUy = {1}.

Démonstration. — Des lors qu’on sait que 7 est un isomorphisme U = U, il suffit de
revenir a la preuve du théoreme précédent, notamment a I’assertion

YweW o YUy NnwB_w™) =U,.
On finit en appliquant 7. O

Corollaire. — H = HU; NHU_ est le fizateur dans G de l'appartement jumelé stan-
dard A. O
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CHAPITRE 4

COURBURE NEGATIVE
DANS LES IMMEUBLES GENERAUX

La courbure négative est un argument célebre et crucial dans la théorie des
immeubles de Bruhat-Tits pour les systémes de Tits affines ([Bru-Tit72], section
(3.2)). L’idée d’imiter les raisonnements qui s’ensuivent pour des situations de type
Kac-Moody remonte d’une certaine fagon a un article de V. Kac et D. Peterson
([Kac-Pet87]), mais la courbure négative elle-méme est absente de cette référence,
remplacée par une fonction convexe sur le cone de Tits. Que 'on puisse disposer de
la courbure négative dans les immeubles généraux provient de résultats plus récents,
qui suivent une approche a la Gromov. Cela découle essentiellement de la these de
G. Moussong ([Mou88]). La présentation de ce travail est 1'occasion de parler de
réalisations géométriques générales (non nécessairement métriques) des immeubles
au moyen de structures-miroirs — traduction littérale du terme mirror-structure de
[Dav83].

4.1. Quelques notions métriques

On va exposer ici toutes les notions métriques qui nous seront utiles, courbure
exceptée. Il s’agit essentiellement d’étudier la version métrique des complexes cellu-
laires : les cellules sont des polytopes découpés dans les variétés riemanniennes sim-
plement connexes & courbure constante de référence (spheres, espaces euclidiens et
hyperboliques). Des références pour cette section sont par exemple [Mou88], [Bri91]
et [Pau9l].

4.1.1. Complexes métriques. Polyedres métriques par morceaux. — Défi-
nissons d’abord les espaces métriques de référence. Pour n un entier et x un nombre
réel, M} désigne la n-sphere (%)S” si x > 0, 'espace euclidien R™ si x = 0 et I'espace
hyperbolique (réel) (ﬁ)H ™ si x < 0. Conformément a la tradition riemannienne,
7/y/X et ses multiples valent oo deés que x < 0.
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Définition. — Un polytope (ou une cellule) de M est une partie compacte non vide
obtenue comme intersection finie de demi-espaces de M}, et de diametre inférieur &
7/2,/X. On parle de simpleze quand on intersecte n + 1 demi-espaces limités par des
hyperplans en position générale dans un espace de dimension n.

Référence. — [Pau91], définition (3.1) p.329. O

A cette définition, sont immédiatement associées les notions de face, d’hyperplan
d’appui, de bord, d’intérieur et de dimension. Bien entendu, I’ensemble des faces d’un
simplexe forme un complexe simplicial fini abstrait. On va maintenant travailler sur
des recollements de tels polytopes, ce qui nous fera parler de polyedres.

Définition. — On fixe un nombre réel .

(i) Un polyédre M, par morceauz consiste en la donnée d'une collection {C}cer
de polytopes de MY (n variant dans N) et d’une relation d’équivalence ~ sur | |c 5 C
telle que

Deux points d’un méme polytope ne sont jamais équivalents.

Pour tous B et C dans E, la partie Dp ¢ := {x € B| 3y € C, = ~ y} est une
réunion de faces de B.

La restriction de ~ & B x C est le graphe d’'un homéomorphisme de Dp ¢ sur D¢,
qui établit des isométries entre faces.

On note Fo(K) 'ensemble des classes d’isométrie des polytopes de la collection
considérée, et on 'appelle ’ensemble des formes de cellules.

(ii) On parle de polyédre métrique par morceauz si on ne spécifie pas la courbure de
référence. En revanche, quand y vaut —1 (respectivement 0, 1) on parle de polyédre
hyperbolique (respectivement euclidien, sphérique) par morceaux. On pourra aussi
omettre I'expression « par morceaux ».

Référence. — [Pau91], définition (3.4) p.329. O

On fera systématiquement ’abus d’appeler polyedre M, par morceaux l’espace
quotient obtenu par recollement. Les cellules seront les images dans ce quotient des
faces des polytopes recollés.

Remarque — Une précision s’impose. Nous allons invoquer plusieurs fois des théo-
réemes de M. Bridson issus de [Bri91]. Dans cet article, ces résultats sont prouvés dans
le cadre plus restreint a priori ou les cellules sont des simplexes. En fait, on se ramene
a cette situation sans grande difficulté par le procédé de subdivision barycentrique
cellule par cellule ([Pau91], p.333-334).

4.1.2. Pseudo-métrique des chemins. — On part d’un polyédre métrique par
morceaux qu’on désigne par P.

Définition. — Une ligne polygonale dans P est une application f : [a;b] — P telle
qu'il existe une subdivision a =ty < t1 < -+ < t,q1 = b pour laquelle f([t;;ti41])
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est inclus dans une cellule pour tout i et telle que la restriction f|y,,,,) est une
géodésique de la cellule.

La longueur d’une ligne polygonale est la somme des longueurs pour une subdivision
comme ci-dessus. La métrique d’une cellule est celle qu’elle hérite de ’espace dans
lequel elle a été découpée. On va définir une application d : P2 — R, symétrique et
vérifiant trivialement 'inégalité triangulaire, sans étre nécessairement une métrique.

Définition. — La pseudo-distance entre deux points x et y de P est la borne inférieure
des longueurs des lignes polygonales joignant x a y.

Référence. — [Pau9l], p.336-337. O

Il manque un certain nombre de propriétés a d pour faire de P un espace métrique
agréable a manipuler. Notamment : la séparation, la complétude et l'existence de
géodésiques.

4.1.3. Géodésiques. Systole. Espace géodésique. — Définissons quelques no-
tions qui ne sont pas propres aux polyedres métriques.

Définition
i) Une géodésique dans un espace métrique (X, d) est une isométrie f : I — X
(i) 9 q p q ,
pour I segment de R muni de sa métrique usuelle.
(ii) Une géodésique locale est une application f : I — X d’un intervalle I de R dans
X, telle que pour tout ¢ de I, il existe € > 0 pour lequel f|j;_¢;4¢ est une géodésique.
iii) Une géodésique fermée de longueur £ est une isométrie du cercle (5=)S* dans X.
g q g 2m
(iv) La systole d’un espace métrique est la borne inférieure des longueurs positives
de géodésiques fermées dans X.
v) Un espace métrique (X, d) est un espace géodésique si pour tous x et y de X
b q ) D g q p Y )
il existe une géodésique de longueur d(zx,y) joignant z & y.

Référence. — [Pau91l] p. 345 pour les géodésiques et la systole, p. 324 pour les géo-
désiques locales, et p.317 pour les espaces géodésiques. O

Les notions qui suivent sont plus étroitement liées aux polyedres métriques.

4.1.4. Link. Joint. Cone. Suspension. — On reprend P un polyédre métrique
par morceaux. A chaque face F' de P, on va associer un polyedre sphérique par
morceaux. Commencons par les links dans les polytopes.

Définition. — Si C' désigne un polytope métrique découpé dans My, et F' une face
de C de centre z, le link 1k(F,C) de F dans C est I’ensemble des germes en 0 de
géodésiques locales valant = en 0, a valeurs dans C pour des valeurs suffisamment

petites, et orthogonales & F' en .
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Tout autre point intérieur de F' définirait le méme espace, et 1k(F, C') est une cellule
sphérique sans paire de points antipodaux ([Mou88]|, chapitre 1). Le cas des polyedres
métriques par morceaux est traité par recollement.

Définition. — Le link 1k(F, P) d’une cellule F' dans P est le polyedre sphérique par
morceaux obtenu en recollant les links lk(F,C) pour C une cellule de P contenant
F, le long des links 1k(F, F’) de F dans les faces F’' communes & ces cellules, et
contenant F'.

Référence. — Pour des compléments sur ces définitions techniques, on peut se repor-
ter & [Pau91l], p.331-332 pour les links dans les polytopes et p.335 pour les links
dans les polyedres métriques par morceaux. o

On peut enfin définir une version métrique des cones et suspensions dans le cas des
polyedres sphériques par morceaux.

Définition. — Soient m et n deux entiers. On fait coexister les spheres S™~! et 7!
dans R™*" comme intersections de la spheére-unité S™+"~! avec deux sous-espaces
orthogonaux R™ et R™.

(i) Le joint de deux cellules sphériques B C S™~! et C C S"! est la trace sur
Sm+n—1 du coéne engendré par B et C. On le note B x C. Si C est le point 1 de S°,
on parle de cone au-dessus de B, qu’on note Bx1 =1x B.

(ii) La suspension d’ordre n d’une cellule sphérique B C S™~! est la trace sur
Sm+n=1 du cone engendré par B et S"~1. On la note B S~ 1L.

(iii) Le cone ou la suspension d’ordre n d’un polyedre sphérique P est le polyedre
obtenu en effectuant cette opération sur chaque cellule et en conservant les mémes
données de recollement. On les note 1 x P et S?~! % P respectivement.

Référence. — Ces notions sont introduites dans [Mou88]. Voir la fin du chapitre 1
pour le cas des polytopes, et la fin du chapitre 2 pour celui des polyedres sphériques
par morceaux. O

Remarque — On peut vérifier que le joint est une opération commutative et asso-
ciative & isométrie pres, et que puisqu’on a S"t! = S9 x S, la suspension d’ordre n
s’obtient par itération de la suspension d’ordre 1.

4.1.5. Métrique, complétude et géodésiques des polyedres. — Nous pas-
sons maintenant a 1’énoncé du théoreme principal sur les propriétés des polyedres
métriques par morceaux, courbure exceptée. Ce théoreme est di & M. Bridson, il est
remarquable qu’il ne requiert aucune hypothese de finitude (ou compacité) locale au
sens des complexes cellulaires.

Théoreme — Soit P un polyédre métrique par morceaux dont l’ensemble des formes
de cellules Fo(K) est fini. Alors, sur chaque composante connexe de P, la pseudo-
métrique des distances est une distance qui fait de P un espace géodésique complet.
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Référence. — [Pau91], théoreme (3.6) p. 338. O

Ce théoreme fournit en outre une description des géodésiques locales : il s’agit
des applications f : I — P telles qu’en tout point ¢ de I, les germes de géodésiques
flit—es) €t flite4¢ soient & distance angulaire supérieure ou égale a m dans le link de
f(t) dans P.

4.2. Réalisation géométrique des immeubles

Cette section sera utile aussi bien aux sections suivantes qu’au chapitre 5 qui traite
de géométrie conique des immeubles. En effet, on va traiter ici les généralités géomé-
triques non métriques des recollements, avant de revenir au probleme de la courbure
négative dans les immeubles. Dans tout ce qui suit, (Z,d) désigne un immeuble de
type M pour une matrice de Coxeter M indexée par S un ensemble fini.

4.2.1. Structures-miroirs et recollement des chambres. — Les structures-
miroirs fournissent un moyen tres général et tres souple d’attacher des espaces topo-
logiques & un immeuble. Elles sont introduites dans [Dav83] comme généralisation
d’objets étudiés par E. Vinberg ([Vin71]).
Définition

(i) Une structure-miroir (pour M) est la donnée d’un espace topologique X et d’un
sous-espace fermé X, par élément de S. On la note (X7 (XS)SES))-

(ii) Pour tout « de X, on appelle type de z la partie J(x) de S définie par J(z) :=
{se S|z e X}

(iii) Pour toute partie J de S, on définit le sous-espace fermé Xy := (o ; Xs.

(iv) Le recollement X(Z) attaché & l'immeuble Z et & la structure-miroir
(X, (Xs)ses)) est le quotient topologique

X(T) = IxX ’

~

ou Z est muni de la topologie discréte et ~ est donnée par (¢, x) ~ (d, y) si et seulement
si x = y et d(c,d) est dans W,y On parle aussi de réalisation géométrique de T
associée & (X, (X;)ses))-

On note [c, 2] la classe du couple (¢, x), et w7 la projection canonique de Z x X sur
X(T).

On notera aussi ~7 la relation d’équivalence s’il y a risque de confusion.

4.2.2. Fleches et facettes. — Cette fagon de recoller des exemplaires d’une
structure-miroir prend aussi en charge les fleches combinatoires.

Lemme / Définition — Tout morphisme strict « : (Z,d) — (Z',d') d’immeubles de
type M donne naturellement naissance a un morphisme continu X (o) : X(Z) —
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X(Z') appelé réalisation géométrique de «v. Si o est un morphisme cohérent, le mor-
phisme continu X («) est défini dés qu’il existe un homéomorphisme o de X sur
lui-méme tel que o (Xs) = X (s) 80 a transforme la s-adjacence en o*(s)-adjacence.

Justification. — Soient ¢ et d des chambres de 7 et z et 2’ dans X. On a
(c,x) ~z (d,2') <= x =2 et d(c,d) € Wy,

Le second point de la partie droite de ’équivalence exprime ’existence d'une J-
galerie de ¢ vers d. Une J-galerie étant envoyée sur une o*(J)-galerie par un mor-
phisme d’immeubles de type M (2.3.2), on peut définir X (o) par X (a)([c,z]) =
[a(c), a*(x)]. Si « est strict, on choisit évidemment o = idx. On obtient ainsi un
diagramme commutatif

X *
Ixx -2 s rex

ml o Jm,

X(I) ——— X(T)

Pour la partie topologique de 'assertion, on se donne un fermé F' de X (Z'), ce qui
signifie que (77/)~1(F) est un fermé de Z' x X. Autrement dit, (rz.) "1 (F) est de la
forme

U ({d} x Fa),

deT’
avec Fy fermé de X pour toute chambre d de Z'. (rz) (X (a) ! (F)) est donc

(o x ") (U ({d} x F)).
deT’
Cest U ez({c} % ()71 (Fa(e))), qui est fermé. Ainsi, X (a) ™! (F) est fermé, et X (a)
est continu. O

On voit facilement qu’on définit ainsi un foncteur de la catégorie des immeubles
de type M vers celle des espaces topologiques. On peut aussi définir les chambres et
facettes géométriques.

Lemme / Définition

(i) Pour toute chambre ¢ de I, la partie X (c) := {[c,z] | © € X} est un sous-espace
fermé homéomorphe a X qu’on appelle la chambre géométrique fermée associée a c.

(ii) Pour toute partie J de S pour laquelle il existe x dans X avec J(x) = J,
Densemble {[c,x] | x € X;} est un sous-espace fermé de X(c), homéomorphe & Xz,
qu’on appelle facette géométrique fermée de type J. On dit dans ce cas que les facettes
de type J ou le type J sont représentés dans X (T).

(iii) L’ensemble des points de type J dans une facette fermée de type J est appelé
facette géométrique ouverte de type J. On parle de chambre si le type est @.
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Justification. — Par définition, ’ensemble des couples de Z x X équivalents & (¢, x)
est
{(d,z) | deI,d(c,d) € Wy}
Déja, la relation d’équivalence ~ est définie de telle sorte que
te: X — X(T)

x — [c, x]

est injective. Si F est un fermé de X(Z), on écrit comme précédemment 75! (F) =
Ueez({c} x L), qui est un fermé saturé de Z x X. Ainsi, o7 *(F) = F, est un fermé,
et donc ¢, est continue.

Il reste a voir que ¢. est fermée. Pour cela, il suffit de voir que si F' est un fermé de
X, le saturé de {c} x F lest dans Z x X. Or, ce saturé s’écrit
U( U ({dyx(FnX)).
JCS M,d(c,d)eW

Sur chaque exemplaire de chambre, est une réunion finie de fermés. O

On prendra bien garde au fait que tous les types de facettes ne sont pas nécessai-
rement représentés.

4.2.3. Appartements et rétractions. — La réalisation géométrique des fleches
permet de traiter le cas des appartements et rétractions combinatoires.

Lemme / Définition

(i) Si a: W — T est une isométrie combinatoire définissant un appartement A =
a(W), alors X («) établit un homéomorphisme de X (W) sur son image dans X (T),
qu’on appellera appartement géométrique et qu’on notera X (A).

(ii) On a X(A) = U,ca X(c).

(iii) Si p est une rétraction combinatoire sur A, sa réalisation géométrique est une
rétraction topologique.

Justification. — (ii) est évident par définition de la réalisation géométrique des fleches,
et (iii) provient de la fonctorialité de cette méme opération.

On va justifier (i). On sait déja que X («) est continue. Elle est injective car pour
tous w, w’ de W et x, 2’ de X, on a

X(a)[w, 2] = X () [w', 2'] <= [a(w), 2] = [a(w'), 2]
—r=1, da(w),a(w)) € Wa
==, wlw € Wy,

ce qui équivaut encore a [w, x] = [w', 2'].

Il reste & montrer que I’application est fermée. Soit F' un fermé de X(W). On a
o (F) = Uwew ({w} x Fy) qui est un fermé saturé. 771 (X (@) (F)) est le saturé
Fyt dans 7 x X de e ({a(w)} x Fy). Soit ¢ une chambre de Z, il s’agit de
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déterminer Fynr N {c} x X. Plus précisément, on se donne J une partie de S et on
regarde ({c} x Xy) N Fgyt. Ceci vaut

{C} X U (Fw n XJ)
weWw
d(a(w),c)eWy

Mais si w et w’ sont tels que d(a(w),c) € Wy et d(a(w'),c) € Wy, alors w™tw’ est

dans Wy ; et donc, puisque J,, ey ({w} x Fy) est saturé, F, N X; = Fyy N X ;. Ainsi,

U  wew (FunNXy) est un fermé. Puisque S est fini, Fyar N{c} x X est fermé. O
d(a(w),c)eWy

On notera en pratique A au lieu de X (A) si le choix de la réalisation géométrique
est clair.

4.2.4. Lecture géométrique du systéme de chambres. — Pour qu’une réali-
sation géométrique soit acceptable, il est nécessaire de pouvoir y lire ce qui fait de
Z un immeuble, & savoir les s-adjacences. On a déja vu en (4.2.2) que toutes les
facettes ne sont pas nécessairement représentées. Ceci justifie qu'il faut requérir la
représentation du type {s} pour chaque s de S. Dans ce cas, les facettes géométriques
correspondantes seront bien entendu appelées cloisons géométriques.

Lemme — Si chaque type {s} pour s dans S est représenté dans la réalisation géo-
métrique X (Z), alors pour toute paire de chambres ¢ et ¢ de I, on a l’équivalence

c et ¢ sont s-adjacentes <= X (c) et X(c') s’intersectent suivant leurs s-cloisons.

Démonstration. — L’implication directe est vraie sans hypothese. En effet, si ¢ et ¢/
sont deux chambres a distance combinatoire s, on a

[c,z] =[c,2)] <= x =2 € X,.

Ainsi, X(¢) N X (') = {[c,z] | * € Xs}. Réciproquement, on peut par hypotheése se
donner un point z, tel que J(zs) = {s}. Si X(¢) N X(¢') = {[e,z] | = € X}, on a
donc [c, z5] = [¢, x5] et alors d(c,c’) € {1;s}. O

Remarque — On prendra bien garde au fait que la représentation de chaque type
{s} est une hypothese plus forte que celle de 'existence d’un point dans X, pour
chaque {s}. Considérons le contre-exemple suivant. On veut représenter I'immeuble
du groupe diédral infini W = Z/2 x Z/2 = (s) * (t). Si on choisit la structure-miroir
X =[0;1] et X5 = X; = {0;1}, alors lespace de recollement est

Chaque segment est une chambre géométrique, bien plongée dans X (W), mais on
ne lit pas les adjacences individuellement.
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4.2.5. Cas d’un complexe de Coxeter. — Nous allons justement présenter
quelques spécificités des réalisations géométriques des complexes de Coxeter gé-
néraux. Avec la technique des structures-miroirs, on retrouve les constructions de
Vinberg. On se contente de citer ici un résumé des résultats marquants de [?] de ce
point de vue.

Théoreme — On se donne un systéme de Cozeter (W,S) de type M avec S fini, et
une structure-miroir (X, (Xs>s€S))' L’espace topologique associé est

X
X(W) = &,

~

avec (w,z) ~ (W', @) Sz =a" et w'w € Wy(y.

(i) Si lon identifie X avec la chambre X (1), Uaction de W sur X (W) par wjw', z] =
[w, x] posséde X comme domaine fondamental.

(il) St X est un complexe cellulaire, X (W) en est un également, possédant X
comme sous-compleze.

(iii) X (W) posséde la propriété universelle suivante.

Pour tout espace topologique Y muni d’une action de W,
toute fonction f: X — Y wvérifiant sf(x) = f(x) pour tout s de S et x de X,

s’étend de maniére unique en une application continue équivariante X (W) — Y.

(iv) L’action de W sur X (W) est propre si et seulement si tous les groupes d’iso-
tropie sont finis.

Référence. — Le résumé de [Vin71] présenté ici est celui qui a été élaboré dans
[Mou88|, section 12. O

Remarque — On peut ajouter a cette liste de propriétés un théoréme de Davis qui
montre que pour un modele de chambre convenable, la réalisation géométrique X (W)
est contractile. La condition précise est que X soit séparé, contractile et tel que tous
les groupes d’isotropie soient finis. C’est le corollaire (10.3) de [Dav83], qui s’énonce
pour une variété différentielle, mais est applicable aux complexes cellulaires en vertu
de la remarque suivant le théoreme (13.5) du méme article. Nous aurons besoin de
ce résultat pour globaliser la propriété locale de courbure négative des complexes de
Coxeter métriques, dans la premiere étape de démonstration de (4.4.5).
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4.2.6. Cas des immeubles de groupes. Stabilisateurs et fixateurs. — Dans
le cas ot 'immeuble est obtenu & partir d’un systeme de Tits (G, B, N, S) de groupe
de Weyl de type M, on a automatiquement une action de G par homéomorphismes
sur la réalisation X (G/B) obtenue & partir de n’importe quelle structure-miroir. Cela
provient de la fonctorialité de la réalisation géométrique. L’action d’un élément g sur
un point de X (G/B) est décrite par g[hB,z] = [ghB,z] (r € X, h € G). Quand X
permettra d’enrichir la structure de la réalisation géométrique X (Z), il s’agira bien
str de vérifier la compatibilité de I’action de G. Pour l'instant, on peut malgré tout
faire un calcul de fixateurs et stabilisateurs.

Proposition

(i) Pour toute chambre ¢ = gB de I, X(c) est un domaine fondamental pour
Vaction de G sur X(I).

(i1) Le fizateur dans G d’un point [c,x] de X(I) est un sous-groupe parabolique de
G, de type le type J(x). Précisément, le fizateur de [hB,x] € X(I) est hBWJ(Z)Bh’l.

(iii) Le stabilisateur d’une facette ouverte coincide avec son fixateur.

Démonstration. — (i) et (iii) sont évidents par construction de la réalisation géo-
métrique : (i) par choix du produit auquel on applique la relation d’équivalence de
recollement, et (iii) par définition de la relation d’équivalence ~z. En effet, (¢B, x) ~z
(hB,y) implique d’emblée 2 = y. Pour le point (ii), on se donne [hB, x] un point de
X(Z) et g un élément de G. g[hB, z] = [hB, x| équivaut & d(ghB,hB) € W (), ce qui
est encore équivalent & h™'gh € BW () B. O

Nous nous intéresserons essentiellement a deux modeles de chambres. Un cone
simplicial sera utilisé au chapitre 5. Pour I'instant, le modele que nous considérons
privilégie les considérations métriques.

4.3. Réalisations métriques des immeubles

La particularité de la réalisation métrique proposée est qu’elle représentera exclu-
sivement les types sphériques. C’est une exigence qui nécessite quelques outils supplé-
mentaires de géométrie sphérique. Enfin, ajoutons que pour appliquer le théoreme de
Bridson qui régle tous les problémes métriques hors courbure, 'hypothese S fini est
essentielle. Elle assure la finitude du nombre de formes de cellules.

4.3.1. Préparatifs sphériques. — On sait former canoniquement la matrice de
Coxeter associée & une matrice de Cartan généralisée, pour définir par exemple le
groupe de Weyl d’un groupe de Kac-Moody. Dans notre situation, on s’intéresse au
trajet inverse pour définir un substitut de matrice de Cartan qui a son intérét pour
construire une représentation du systeme de Coxeter. La matrice obtenue entre dans
le cadre des matrices presque négatives. Le nerf de telles matrices est un polyedre
sphérique par morceaux, fini, qui sera utilisé pour des calculs ultérieurs de links.
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Définition

(i) Une matrice presque négative est une matrice réelle symétrique dont les coeffi-
cients hors diagonale sont tous négatifs ou nuls.

(i) La matrice de Cartan d’une matrice de Coxeter M = [ms]s es est la matrice

A(M) := [Ag := — cos(m/mst)]s.tes-

C’est une matrice presque négative.

(iii) A toute matrice de Coxeter M indexée par S ou toute matrice presque négative
A, sont associés I'espace vectoriel Vs := P
Bg définie sur Vg par Bg(vs,vt) := Ag.

ses Rus et la forme bilinéaire symétrique
(iv) L’ensemble des parties sphériques de S (pour la matrice M ou la matrice A)
sera noté II(.S)spn.

II(S)sph = {J C S| #W; < oo} = {J | By est un produit scalaire}.

(v) Le nerf de M ou de A est le polyedre sphérique par morceaux (fini) obtenu en
recollant les cellules sphériques

Sy:= {z =D ey TsVs €Vylas 20, By(w,x) = 1} (J € II(S)spn ~ {2}),

le long des inclusions dans II(S)spn ~ {@}. C’est un sous-espace topologique de Vg
contenu dans {z | Bg(z,z) = 1}.

Justification. — La forme bilinéaire introduite ici est a la base de la représentation
des groupes de Coxeter que nous utiliserons dans le chapitre 5. Dans 'avant-dernier
point, on utilise la caractérisation classique selon laquelle J est une partie sphérique
si et seulement si B est un produit scalaire sur V; (5.2.2). Ainsi, S est effectivement
tracée dans une sphere-unité quand J est sphérique. O

Remarque — Le cone engendré par le nerf de M est 'ensemble des vecteurs de Vg a
coordonnées positives ou nulles et de support sphérique.

4.3.2. Blocs de Coxeter. — Les blocs de Cozeter sont les polytopes euclidiens qui
vont servir a définir le modele métrique des chambres. Pour les construire, on va revenir
a des considérations de groupes de réflexions finis. On se donne donc I une partie
sphérique de S. On consideére la réalisation géométrique de W; qu’on a introduite
dans la sous-section précédente pour I’ensemble S. On peut tout reprendre pour I,
sachant que 'hypothese sur I fait de la forme bilinéaire By sur V; un produit scalaire.
On considére la base duale pour By de {vs}ser, qu'on note {us}ser (Br(vs, ut) = 0s¢t).
La matrice de By dans {us}ses est [Ast];;ej. On peut alors définir deux familles
d’hyperplans de V7, indexées par I, a savoir

H, :={Bj(us,—) =0} et H :={Bi(us,—) =1} (s€l).

On va définir un polytope combinatoirement isomorphe a un #I-cube et dont les
hyperplans d’appui sont les hyperplans de ces deux familles. Ceci justifie 'introduction
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des demi-espaces
Dg :={Br(us,—) >0} et D.:={Br(us,—) <1} (sel).

Définition. — Soit I une partie sphérique de S. Le bloc de Cozeter By, est le polytope
de V7 défini par
— —
Bw, == (N D) n (N D).
sel sel
C’est le cube unité fermé construit sur la base des v;.

By, est d’emblée défini comme intersection de demi-espaces, on connait donc toute
sa combinatoire.

Définition. — La face Fxcj de By, associée a l'inclusion de parties sphériques K C
J, est le polytope euclidien
FKCJ ZZBWIQ( ﬂ H;)ﬂ( ﬂ Hs)
seK selI~J

On parle de face intérieure si K = &, extérieure si J = I et de sommet si K = J.

On regroupe sous forme de lemme quelques calculs de links, ou l'on fait appel
essentiellement a la notion de nerf et a la technique de joint. Ces calculs ont été
effectués par G. Moussong.

Lemme

(i) Le link de la face Fyc; dans Byw, est le link Ik(N(A7'),N(A;")) du nerf
N(A;Y) dans le nerf N(A;').

(i1) Le link de la face Fxcr dans By, est le nerf N(Ak).

(iii) Le link \k(Fxcy, Bw,) de la face Fxcj = FacgNFrcr dans By, est le joint

Ik(N(A7Y), N(A7 ") « N(Ax).

Référence. — Ces résultats sont justifiés dans la section 13 de [Mou88] ot sont définis
les blocs de Coxeter. (|
4.3.3. Modele métrique de chambre. — La combinatoire explicite des By,

permet de passer au recollement qui définit le modele de chambre de la réalisation
métrique d’un immeuble de type M.

Définition. — Le modéle métrique de chambre pour un immeuble de type M (d’en-
semble d’indice S fini) est le polyeédre euclidien par morceaux obtenu par intersection
dans Vs du cone engendré par le nerf de Ag avec les demi-espaces {Bg(us, —) < 1}
(s € S). On le note L.

Justification. — Soit v un vecteur de Vg dans le cone engendré par N(Ag). Par défi-
nition de ce nerf, le support de v dans la base {v,}scr est une partie sphérique I. On

erit v =) ;
a As < 1. Ainsi, v est dans l'intersection en question si et seulement si v est dans

AsUs, avec As > 0. La condition Bg(us,v) < 1 pour s dans S équivaut
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le bloc de Coxeter By, plongé dans Vs. Enfin, ces blocs de Coxeter qui coexistent
dans Vg sont recollés le long de faces sur lesquelles les métriques induites par Bg
coincident. O

Remarque — Dans [Mou88], section 14, on définit aussi L par un recollement indexé
par la subdivision barycentrique du nerf de Mg. Topologiquement, L est le cone au-
dessus de la subdivision barycentrique du nerf de Mg.

Ce polyedre est ’espace a partir duquel on va élaborer une structure miroir. On a

L= U Bw,-
TE€TI(S)spn

Pour chaque s de S, on définit Ly comme étant I'intersection de L avec I’hyper-
plan Bg(us,—) = 1. Cet ensemble est réunion de faces de blocs, c’est précisément
la réunion des faces extérieures de blocs contenant le sommet {vs} = F{g—1s). Les
faces de la chambre métrique L sont celles des blocs de Coxeter qui la forment. Elles
correspondent aux inclusions de parties sphériques K C J. Pour une telle inclusion,
on peut voir la face Fxs de L dans tout bloc By, avec I D J. Un point « de Fxc s
est dans L si et seulement 8’il est dans 'hyperplan Bg(us, —) = 1, ce qui revient a
dire que s est dans K. On peut déterminer ainsi le type des points d’une chambre.
Enfin, la description des faces du modele métrique de chambre permet le calcul de
link

k(Frcg, L) =1k(N(A;Y), N(A7Y) » N(Ag),

([Mou88], section 14).
A titre d’exemple, considérons la matrice de Coxeter

1 2 x©
M=|2 1 o
oo oo 1

Cet exemple nous intéresse parce qu’il comporte le cas d’'une simple commutation
entre deux générateurs, et parce que le groupe associé W contient aussi un produit
libre de deux groupes Z/2. Tout cela se lira sur la réalisation métrique du complexe de
Coxeter qu’on verra plus loin. Pour I'instant, voici le nerf, sa subdivision barycentrique
et le modele métrique de chambre de type M. (On note r et s les générateurs tels que
rs = sr, et t le troisieme). [Ici Ly = {v:}]

4.3.4. Réalisation métrique d’un immeuble. — Deés lors qu’on dispose d’une
structure-miroir, on peut procéder au recollement correspondant.

Définition. — La réalisation métrigue d’un immeuble (Z,d) de type M est le recolle-
ment obtenu a partir de la structure-miroir du modele métrique de chambre de type
M. La notation |Z|ne remplacera systématiquement L(7).
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Remarquons qu’il existe des points de type exactement {s} (les points de faces
Fisyc— par exemple) pour chaque s de S, si bien qu’on lit toutes les adjacences sur
|Z|met- I faut maintenant justifier la terminologie métrique en montrant qu’on obtient
bien un polyedre euclidien par morceaux. Pour former |Z|met, on procede en fait a
un recollement en deux étapes. D’abord, on forme la chambre métrique L par un
recollement de blocs By, (I sphérique). Ensuite, on recolle des exemplaires de L le
long de faces par une relation d’équivalence qui vérifie tous les axiomes d’un polyedre
euclidien par morceaux, a ceci pres que les objets recollés ne sont plus des polytopes
euclidiens, mais déja des polyedres euclidiens par morceaux. Ainsi, en effectuant le
recollement en une fois, on obtient bien une relation d’équivalence vérifiant les axiomes
nic} X Bw;.

En outre, puisque S est fini, le nombre de type de cellules est fini, d’ou la possibilité

d’un polyedre euclidien par morceaux sur la somme | | ., 1eTI(S)

d’invoquer le théoreme de Bridson (4.1.5). Résumons.

Proposition — |Z|met est un polyédre euclidien par morceaux possédant un nombre
fini de type de cellules, et a ce titre, c’est un espace géodésique complet. O

Il ne reste plus que le probleme de la courbure a régler. Celui-ci est plus difficile
que les précédents. Il nécessite 'examen séparé du cas des complexes de Coxeter, qui
est le résultat principal de [Mou88].

4.3.5. Un dessin et deux exemples familiers. — On va considérer quelques
exemples de représentation métrique de groupe de Coxeter. Revenons un instant au
1 2 0
cas de la matrice de Coxeter considéré en (4.3.3) : M = | 2 1 oo
o000 1

Voici le dessin correspondant, obtenu en développant le polyedre euclidien par
morceaux qui réalise métriquement le complexe de Coxeter associé.
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On reconnait grosso modo un arbre épaissi. Ce polyedre ressemble & un arbre parce
qu’il contient un générateur qui n’entretient aucune relation avec les deux autres.
Chaque paquet de quatre carrés correspond a l’étoile d’un groupe de Klein engendré
par les conjugués de deux générateurs commutant I'un a 'autre.

Considérons maintenant le cas d’une matrice de Coxeter de type fini. Alors, L est
un cube, les Ly en sont les faces extérieures. La réalisation métrique d’un appartement
|Wmeét est en bijection bilipschitzienne avec la boule unité de V. On obtient ainsi le
cone au-dessus de la réalisation sphérique classique des immeubles de type fini. Dans
[Dav90], M. Davis retrouve d’ailleurs cette réalisation (cas 2 du chapitre 10). Le fait
que cette réalisation est le link du sommet de la réalisation |Z|me, vue comme cone, lui
permet de montrer que les réalisations sphériques classiques sont CAT(1) ([Dav90],
corollaire (11.6)).

Dans le cas affine irréductible, L est la réunion des intersections d’un cube avec les
hyperplans de coordonnées. A une application bilipschitzienne pres, ceci se déforme
sur un simplexe de rang #S, dont les L sont les cloisons. Ainsi, toujours a application
bilipschitzienne preés, |W|met est un espace affine euclidien de dimension #S — 1, et
|Z | met est la réalisation géométrique de Bruhat-Tits ([Bru-Tit72]).

4.4. Courbure négative dans les immeubles minces

Nous pouvons maintenant passer aux problemes de courbure généralisée. Il s’agit
d’une notion purement métrique compatible aux définitions classiques de géométrie
riemannienne, mais qui va surtout permettre de généraliser les arguments développés
dans le cadre des immeubles de Bruhat-Tits. Cette section est consacrée a la mise en
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place du vocabulaire de la courbure des espaces géodésiques — I'inégalité CAT(x) — et
a 'exposition des arguments qui prouvent que la métrique des chemins sur le polyedre
euclidien par morceaux |W|net en fait un espace CAT(0). Dans toute cette section,
(W, S) désigne un systéme de Coxeter de matrice M, avec S fini.

4.4.1. Inégalité CAT(y). Courbure négative. — On se place dans le cadre d’un
espace géodésique (X, d). Un triangle T dans un tel espace est la donnée de trois points
x, vy, z, et des trois segments géodésiques qui les relient deux a deux. Un triangle de
comparaison T* dans Mi est un triangle z*, y*, z* dont les longueurs des cotés sont
les mémes que celles de T'. Pour tout ¢t de [0;1], on note p; (respectivement p;) le
point de [z;y] (respectivement [x*;y*]) & distance td(z,y) de x (respectivement z*).
Enfin, d* désigne la distance de M.

Définition
(i) On dit que le triangle T vérifie l’inégalité CAT(x) si on a pour tout ¢ de [0; 1]

(ii) L’espace X est dit localement CAT(x) si autour de tout point de X, il existe
un voisinage convexe dans lequel I'inégalité CAT () est vérifiée par tous les triangles
de périmetre inférieur ou égal & 27/, /X.

(iii) X est dit & courbure négative ou nulle 8'il existe xy < 0 tel que X soit localement
CAT(x).

(iv) X est dit CAT(x) si tous ses triangles de périmetre inférieur ou égal a 2m/,/x
vérifient I'inégalité CAT ().

L’adjectif convexe du deuxiéme point est bien entendu a comprendre au sens des
segments géodésiques. Nous allons maintenant dégager deux résultats métriques gé-
néraux invoqués pour prouver le caractere CAT(0) de la réalisation métrique d’'un
complexe de Coxeter.

4.4.2. Critere systolique de majoration de courbure. — Ce premier critére
s’intéresse au caractere localement CAT () des complexes simpliciaux M, par mor-
ceaux (et donc aussi bien aux polyedres M, par morceaux par subdivision barycen-
trique). C’est un théoréme de M. Gromov.

Théoréme — Un polyédre M, par morceaur dont l’ensemble des formes de cellules
est fini, est localement CAT(x) si la systole du link de chaque cellule dans le polyédre

est supérieure ou éqgale a 2.

Référence. — C’est un des critéres du théoreme (3.15) de [Pau91]. O
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4.4.3. Globalisation du caractére CAT(0). — Dans le cas de la courbure néga-
tive ou nulle, un critere de globalisation s’énonce en termes d’unicité des géodésiques.
Pour ces résultats, on peut partir plus généralement d’un simple espace géodésique
complet localement compact, et pas seulement d’un polyedre. On procede par ’en-
chainement suivant. On met d’abord en évidence une condition suffisante d’unicité
des géodésiques, puis que cette unicité permet la globalisation.

Théoréme — Soit X un espace géodésique complet, localement compact, tel que tout
point admette un voisinage dans lequel 'inégalité CAT (x) est vérifiée.

(i) Si on a unicité des géodésiques entre deux points & distance strictement plus
petite que 7/ /X de X, X est un espace CAT(x).

(il) St X est simplement conneze et si on peut supposer x inférieur ou égal d 0,
alors on a unicité des géodésiques entre deur points quelconques de X.

Référence. — Le premier point est extrait du théoréme 7 de [Bal90], le second est
extrait du théoreme 14 de la méme référence. O

En se limitant a la courbure négative ou nulle, il vient :

Corollaire. — Un espace géodésique complet localement compact, simplement connexe,
a courbure négative ou nulle est un espace CAT(0). (|

4.4.4. Calculs de systole. — Nous revenons maintenant a la réalisation métrique
des complexes de Coxeter. Il s’agit de mettre en évidence les conditions d’application
du résultat de majoration de la courbure. Les calculs qui suivent ont été effectués par
G. Moussong. Voici le résultat principal.

Proposition

(i) La systole du nerf d’une matrice presque négative est supérieure ou égale & 2.

(i) Si A est une matrice presque négative et si B est un simplexe de son nerf N(A),
alors la systole du link de B dans N(A) est > 2w, car ¢’est un nerf de matrice presque
négative.

(iii) Si un complexe sphérique fini P est de systole > 27, sa suspension est de systole
> 27. Par itération de la suspension, pour toute sphére S*, la suspension S* x P est
de systole > 2.

Référence. — (i) est le résultat principal de la section 10 de [Mou88|, précisément
c’est la proposition (10.1). (ii) est le corollaire (10.2) de [Mou88]. La premiére asser-
tion de (iii) est le corollaire (5.6) de [Mou88]. La seconde est une conséquence de la
remarque (4.1.4). O
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4.4.5. Inégalité CAT(0) dans les complexes de Coxeter. — Nous pouvons
maintenant rassembler les ingrédients déja cités pour obtenir :

Théoréme — Si (W, S) est un systéeme de Coxeter indexé par un ensemble S fini, la
réalisation métrique |Wlme du complexe de Cozeter associé est un espace géodésique
complet et CAT(0).

Démonstration. — On va donner un synopsis de démonstration de ce résultat qui
occupe la majeure partie de la these [Mou88|.

(1) Topologie et métrique sans courbure

Remarquons que 'on sait déja que |W|m¢t est un espace géodésique complet par le
théoréme de Bridson (4.1.5). Ensuite, le modeéle métrique de chambre L est contractile,
puisque topologiquement c’est le cone de la subdivision barycentrique du nerf de la
matrice M (4.3.3). En fait, on est dans les hypothéses du théoréme de Davis (corollaire
(10.3) de [Dav83]) présenté en remarque en (4.2.5). Ainsi, |W|ne est contractile et
il ne reste donc plus d’aprés (4.4.4) qu’a vérifier que |Wine est & courbure négative
— propriété locale, ce qui se fait par le critere systolique.

(2) Calcul de link et de systole

On conclut par un calcul de link en justifiant sommairement les égalités. Soit Fi s
une face de |W|ne donnée par Uinclusion de parties sphériques K C J. Il s’agit de
calculer le link de Fxcy dans |W|pe. On a :

(Frcr; [Wimet) = k(Frxcr; Wi - L)

= Wi - k(Frcs; L) = Wie (Ik(N (A1), N(A4)) » N(AZ"))

— k(N (A), N(A)) » (Wi - N(45Y)

=1k(N(Ay), N(A)) » S#EL,
La premiere égalité a lieu parce que Wi est le stabilisateur de Fx s, la seconde
parce que W opeére par isométries de |W|net. La troisieme est un calcul de link dans
la chambre cité en (4.3.3). L’avant-derniere vient de ce que Wi stabilise et permute
k(N(Ay), N(A)). Enfin, la derni¢re égalité provient du fait que N(Ax') est un do-

maine fondamental pour Wy dans la sphere S#5—1. Par (4.4.4), on sait que ces links
sont, de systole > 27. O

4.5. Courbure négative dans les immeubles

On veut maintenant prouver que la réalisation métrique d’'un immeuble est elle aussi
CAT(0). La preuve de ce fait est due & M. Davis, qui reprend les étapes classiques de
démonstration concernant le cas des immeubles de Bruhat-Tits pour les matrices de
Coxeter affines. On conserve le systeme de Coxeter (W, S), avec S fini.
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4.5.1. Rétractions et géodésiques. — Nous allons citer ici les résultats pré-
liminaires concernant les réalisations métriques de rétractions et les géodésiques
([Dav90]). Les démonstrations sont essentiellement les mémes que celles de Bruhat
et Tits pour le cas particulier des immeubles affines ([Bru-Tit72]).

Lemme — Soit |Z|met la réalisation métrique d’un immeuble (Z,d) de type M. Alors :
(i) Toute réalisation métrique de rétraction contracte les distances.
(i) Il existe une unique géodésique entre deux points donnés de |T|met.
(iii) Si p désigne la réalisation métrique de la rétraction sur lappartement A centrée
en la chambre ¢ de A, alors pour tout point x de ¢, et tout point y de |Z|met, on a

d(z, py) = d(z,y).

Référence. — Le point (i) (respectivement (ii), (iii)) est le Lemme (11.2) (respective-
ment (11.3), (11.4)) de [Dav90]. O
4.5.2. Les immeubles métriques sont CAT(0). — Nous pouvons maintenant

énoncer le théoreme principal de ce chapitre.

Théoreme — Soit (Z,d) un immeuble de type M. La réalisation métrique |I|me est
un espace géodésique complet et CAT(0). Cette réalisation métrique de (Z,d) est ob-
tenue par recollement d’une structure miroir, ou l’ensemble des facettes représentées
est exactement celui des facettes sphériques.

Démonstration. — Deés lors qu’on a unicité des géodésiques dans un polyedre euclidien
par morceaux, on peut invoquer un résultat général de Bridson — le théoréme (2.7) de
[Bri91] — pour conclure. On peut aussi préférer une preuve immobiliere plus classique
exposée pour notre cas dans [Dav90], chapitre 11. O

Il est classique que la contraction géodésique implique la contractilité des espaces
CAT(0).

Corollaire. — Au titre d’espace CAT(0), lespace |T|met est contractile pour tout im-
meuble (Z,d).

Référence. — [Bal90], théoréme 14. O

Nous passons maintenant au théoreme de point fixe dont 'usage sera crucial a deux
endroits de I’étude des groupes de Kac-Moody.

4.6. Théoréme de point fixe de Bruhat-Tits

Cette section expose le théoreme qui est 'objectif de tout le chapitre. Il s’agit
du théoreme de point fixe de Bruhat-Tits dont la validité dépasse le cadre strict
des immeubles. Commengons par la présentation d’une autre version de la courbure
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négative. Voici ce que nous appellerons propriété de courbure négative pour un espace
métrique Y :
Pour tous points x ety de Y, il existe un point m de Y tel que pour tout z de 'Y

(CN) d*(z,m) < 1/2(d2(z, x) + dQ(z,y)) — 1/4d*(x,y).

Dans le cas de la réalisation métrique d’un immeuble, ’espace métrique est comme
on ’a vu un polyedre euclidien par morceaux. Sous I’hypotheése ou I’ensemble d’in-
dices S de la matrice de Coxeter est fini, |Z|met posséde un nombre fini de types de
cellules. Ainsi, par un autre théoréme de Bridson ([Bri91], théoréme (2.7), p.375),
les propriétés CAT(0) et (CN) sont équivalentes, ce qui légitime 1'usage du théoréme
de Bruhat-Tits sous la forme générale qui suit.

La stratégie de preuve de ce théoreme est la suivante. On va définir certains objets
dans Y par une propriété métrique, d’ou I'invariance de ’ensemble qu’ils forment. Si
on arrive par ailleurs a montrer que cet ensemble est non vide réduit a un point, on
aura obtenu un point fixe.

4.6.1. Rayon et centre de boule circonscrite. — Y désigne pour l'instant un
simple espace métrique.

Définition. — Soit A une partie bornée non vide de Y.

(i) Pour tout point « de Y, on note r(z, A) := sup,c 4 d(z, a).

(ii) Le rayon d’une boule circonscrite & A est r(A) := inf,cy r(z, A).

(iii) Un centre de boule circonscrite & A est un point x qui réalise le rayon d’une
boule circonscrite, i.e., tel que r(x, A) = r(A).

4.6.2. Théoreme de point fixe de Bruhat-Tits. — Voici le théoreme de point
fixe qui généralise celui d’Elie Cartan (étudiant action d’un groupe compact sur une
variété riemannienne simplement connexe & courbure négative).

Théoréme — Soit G un groupe d’isométries d’un espace métrique complet possédant
la propriété de courbure négative (CN). Alors, si G stabilise une partie non vide
bornée, il possede un point fize.

Par la remarque de début de section, ce théoreme est conséquence de la version
suivante — due a J.-P. Serre.

Théoreme — Toute partie bornée non vide d’un espace métrique complet possédant
la propriété de courbure négative admet un unique centre de boule circonscrite.

Démonstration. — On se donne deux points x et y quelconques d’un tel espace mé-
trique Y. On va mettre en place une majoration de d(z,y) en fonction des quantités
introduites précédemment. Grace au point m de la propriété de courbure négative, on
obtient en passant & la borne supérieure sur z dans A :

r?(m, A) < 1/2(7’2(50,/1) +T2(y,A)) — 1/4d?(z, y).
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D’ot, puisque r(A) < r(m, A) :
d*(2,y) <2(r?(z, A) +1%(y, A) - 2r(4)).

Appliquer cette inégalité a deux points qui réalisent le rayon d’une boule circons-
crite prouve 'unicité du centre d’une boule circonscrite. L’appliquer & une suite d’élé-
ments (zp)n>0 tels que r(z,, A) tend vers r(A) montre que cette suite est de Cauchy
donc convergente. La limite est un centre de boule circonscrite. O

Remarque — Pour la démonstration originale (différente de celle de J.-P. Serre), on
pourra consulter [Ber90], tome 1, section (9.6) p.287-287, qui agrémente la preuve
d’un dessin et d’une utile explication heuristique.

4.6.3. Fabrication d’isométries. — 1l reste donc a fabriquer des isométries de
|Z|met auxquelles appliquer ce théoréme de point fixe. On pense bien siir au cas d’un
immeuble de groupe, pour lequel le groupe va opérer par isométries par simple fonc-
torialité de la réalisation métrique. Pour la descente galoisienne, on aura besoin de
produire des isométries a partir d’automorphismes cohérents de I'immeuble combina-
toire.

Proposition — Soit (Z,d) un immeuble de type M dont on note |I|met la réalisation
métrique.

(i) Si (Z,d) est obtenu a partir d’'une BN -paire (G, B, N, S), le groupe G est un
groupe d’isométries de |T|met via les réalisations métriques des éléments g de G.

(ii) Un groupe d’automorphismes cohérents de l’immeuble combinatoire (Z,d) opére
naturellement par isométries sur |Z|met -

Démonstration

Preuve de (ii). On note I le groupe d’automorphismes cohérents de (Z, d). Si o est
un automorphisme cohérent de (Z, d), o induit une permutation o* de I’ensemble d’in-
dices S. On obtient ainsi une action de I' sur S par automorphismes de diagrammes.

(1) Isométries de la chambre

Si J est une partie sphérique de S, o*J en est une également et ¢* induit un
isomorphisme W; — W« ;. La permutation ¢* de .S induit donc une isométrie o* du
modele métrique de chambre L, vu comme troncation du cone engendré dans Vg par
le nerf de M, parce qu’on a respect des restrictions de la forme bilinéaire qui fournit
les produits scalaires sur les blocs de Coxeter. On peut aussi voir cette isométrie du
polyedre euclidien par morceaux L comme suit. On sait qu'une chambre est réunion
de cellules euclidiennes convexes — les blocs de Coxeter By, , pour J partie sphérique
de S. Pour chaque partie J de type fini de S, 0* désigne I'isométrie du bloc de Coxeter
correspondant By, sur le bloc de Coxeter By, . ,, qui envoie le point  de By, de
coordonnées {(i;}ses sur le point o*x de coordonnées {(i,«—1,}seo+g. Or, J(x) est la
partie de S qui contient les éléments s tels que = est dans la cloison L de type s, donc
pour 'isométrie o* qu’on vient de définir, on a o*J(z) = J(o*x). De cette facon, on
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obtient une permutation du systeme de fleches isométriques du recollement des blocs
de Coxeter pour former L. On obtient ainsi naturellement une isométrie * du modele
métrique de chambre, ce qui en vertu de (4.2.2) permet de définir une action, pour
Iinstant topologique, sur la réalisation métrique de I'immeuble.

(2) Isométries de limmeuble

Il reste & voir la conservation des distances. La réalisation |Z|ne = est mu-

Lx T
nie d’'une structure euclidienne par morceaux, dont la métrique est la métrique des
chemins. Ceci signifie que les géodésiques sont des lignes polygonales. Par convexité
des blocs de Coxeter, les traces des géodésiques sur ces blocs sont des segments, que
o* envoie isométriquement sur un segment d’un bloc isométrique. La longueur d’une
géodésique étant la somme des longueurs (euclidiennes) de ces segments, o* envoie
une géodésique sur une géodésique de méme longueur. Ceci prouve que I' opeére sur
|Z |m¢t par isométries. Ainsi, on obtient bien une action par isométries de I sur |Z|mes.

Preuve de (i). Seule lassertion métrique est nouvelle, par (4.2.6). Sa preuve est la
méme que celle du second point de la preuve précédente. o
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CHAPITRE 5

GEOMETRIE CONIQUE DES JUMELAGES

Il est question ici d’une réalisation géométrique, sans souci de courbure négative.
L’intérét de la géométrie qu’on va mettre en place est qu’on peut y faire des opérations
géométriques élémentaires, telles que celles du calcul vectoriel ou la prise d’enveloppe
convexe. Le modeéle géométrique de chambre est un cone simplicial, découpé dans le
cone de Tits du groupe de Weyl de I'immeuble. On revient sur la fabrication de ce
cone, construit par exemple dans [Bou81]. On pourra en outre utiliser une propriété
de finitude locale qui aura son intérét pour la combinatoire de sous-groupes d’une
donnée radicielle jumelée. Pour 'instant, tout ce qui est présenté dans ce chapitre est
valable pour les immeubles et jumelages généraux.

5.1. Géométrie conique des groupes de Coxeter

Nous allons mettre en place ici la réalisation géométrique tres classique d’un sys-
teme de Coxeter (W,S) qui est construite chez N. Bourbaki. Il s’agit d’une repré-
sentation qui a la vertu de s’appliquer & n’importe quel groupe de Coxeter. Jusqu'a
la fin de cette section, nous considérons un systéme de Coxeter (W,.S) de matrice
M = [m(s,t)]ses. Wr désigne le sous-groupe standard de W engendré par I.

5.1.1. La représentation géométrique d’un systéeme de Coxeter. — Rappe-
lons la présentation de W.

W =(s|(st)y"V =15t €S, m(s,t) < o).
On définit V' le R-espace vectoriel de dimension #5, de base les symboles « pour

s dans S.

V= @ Ras.
ses

On considére la forme bilinéaire B de matrice [— COS(%)]s,tGS dans la base
{QS}SGS-
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Un examen de chaque plan V; := Ras @ Ray montre qu’en assignant & chaque s
Pélément o, défini par o4(A) = A—2B(as, \)as, on construit un morphisme de groupes
o : W — GL(V) tel que o4 est d’ordre m(s,t). Ce morphisme est injectif, c’est la
raison pour laquelle on omettra le symbole o pour faire agir W sur V.

Référence. — Cette section (5.1) est intégralement contenue dans [Bou81], (V.4), a
Pexception de ce qui concerne les racines, pour lesquelles on peut consulter [Hum90],
(IL.5). O
5.1.2. Racines. — La représentation précédente o permet de parler de racines.
Les racines constituent un premier type d’objets qui rendent les raisonnements plus
géométriques.

Définition

(i) Une racine de W est un vecteur o € V' de la forme o = wa; pour s dans S et w
dans W. L’ensemble des racines est noté @, et est appelé le systeme de racines de W.

(ii) Les vecteurs de base a; sont appelés les racines simples.

(iii) Les racines positives (respectivement négatives) — dont ’ensemble est noté
O, (respectivement ®_) — sont les racines de W dont les coordonnées sont toutes
positives (respectivement négatives) dans la base {as}ses. Pour signifier que la racine
est positive (respectivement négative), on notera a > 0 (respectivement o < 0)

La propriété remarquable suivante des systémes de racines subsiste.
Proposition — Soit ® le systéme de racines d’un systéme de Cozeter (W, S). Alors :
O, =—-P_ et P=P, UD_.
Référence. — [Hum90], théoreme (11.5.4). O

Dans le cas ou le groupe de Coxeter est le groupe de Weyl d’une donnée radicielle
de Kac-Moody, ® est en bijection avec 'ensemble A™ des racines réelles (7.1.4).

5.1.3. Longueur. — On peut aussi parler de longueur dans ce contexte géomé-
trique.
Définition. — Soit w un élément de W. Alors, on note

B,:=0, Nwld_ et D_,:=d_Nuw 1d,.
L’introduction des racines permet de prouver la proposition qui suit.

Proposition — Soient w dans W et s dans S.
(i) Si b(ws) < L(w), alors s(Py ~ {as}) = Pus.
(il) £(w) est le nombre de racines positives rendues négatives par w, soit £(w) =

4D,

ASTERISQUE



5.1. GEOMETRIE CONIQUE DES GROUPES DE COXETER 115

(iii) On a les équivalences suivantes.

L(ws) > l(w) <= w-as >0,
L(ws) < l(w) <= w - as < 0.

Dans tous les cas, £(ws) = {(w) + 1.
Référence. — [Hum90], théoreme (I1.5.6). O

Remarque — A ce niveau, o est une notation qui correspond a deux objets puisqu’on
a déja utilisé ce symbole en (1.4.1). Définissons une application du systéme positif de
racines au sens de (5.1.2) vers le systéme positif de racines au sens de (1.4.1) par
a— Ay i={w e W | wla> 0} Pour @ = oy, Ay = A,, est la racine simple
d’indice s au sens de (1.4.1). En effet, par la proposition qui précede,

Ay ={w|w o, >0} ={w | Lws) > L(w™ )} = {w ]| £(sw) > L(w)}.
Si 8 = wa, alors

Ag={z|27'8>0}={z| 27 'wa >0} = {z| (w'2)"ta > 0}
= {wt | t7la > 0} = wA,.

Enfin, toutes les parties de W a 'arrivée contiennent 1 puisqu’on part de racines
positives. Ceci montre que ’application ainsi définie est bien a valeurs dans le systeme
positif au sens de (1.4.1), et W-équivariante. On la prolonge aux deux systémes de
racines tout entiers en posant A_, := W \ A,. L’application est surjective par W-
équivariance. Pour voir qu’elle est injective, on remarque d’abord que I'image d’une
racine positive contient 1, contrairement a celle d’une racine négative. Ensuite, on se
ramene par W-équivariance a comparer les images de « # «a positives; et puisque
o, est la seule racine positive rendue négative par s = s~!, s est dans A, sans étre
dans A,.

On reviendra sur cette identification, et sur d’autres vues entre temps, en (5.4.1).
Comme il me I'a fait remarquer, J.-Y. Hée a utilisé cette application dans le texte
6 de sa these d’Etat concernant un traitement combinatoire des torsions de groupes
([Hée93], sous-sections (1.11) et (1.12) p.235).

5.1.4. Murs et demi-espaces des racines. Facettes et chambres. — En toute
généralité, il n’existe pas de produit scalaire sur V pour lequel 'action de W est
unitaire. Un palliatif consiste a remplacer le produit scalaire par le crochet de dualité.
On introduit pour cela la représentation contragrédiente o* : W — GL(V*). On note
(— | =) le crochet de dualité entre V' et V*. Par définition, les actions de W sur V et
V* sont compatibles : pour f dans V* et A dans V, (wf | wA) = (f | A). On définit
une famille d’hyperplans H munie de bonnes propriétés de la facon suivante.
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Définition
(i) Pour toute racine o de ®, on note da 'hyperplan Ker(a) C V*. da est le mur
de la racine «. On désigne par D(«) son demi-espace positif

D(a):={feV"[{a]f)>0}.

(ii) H est par définition I'ensemble des murs. C’est une famille indexée par @,
stable par W puisque pour toute racine « et tout élément w de W, on a w(da) =
O(wa).

(ili) Pour toute partie I de S, on note

Fr:= ) dasN [\ Da..
sel seSNT
Fy est la facette (ouverte) standard de type I. La facette Fy est notée C, elle est
appelée la chambre (ouverte) standard.

(iv) De maniére générale, une facette (ouverte) (respectivement chambre (ouverte))
est la transformée par un élément de W d’une facette (ouverte) (respectivement de la
chambre (ouverte)) standard. On note F Pensemble des facettes de W.

Remarque — Toutes les racines a de ® vérifient B(a,«) = 1. Par conséquent, ®
ne peut contenir deux formes linéaires se déduisant I'une de 'autre par un scalaire
strictement positif. Ainsi, D(«) détermine o dans ®, d’olt une correspondance W-
équivariante

{a}aeb — {D(a)}aeb-
Le résultat suivant est immédiat.

Lemme / Définition — Pour I une partie de S, l'adhérence dans V* d’une facette est
décrite de la facon suivante.
F[:ﬂaasﬁ ﬂ (Dasuaas): I_lF]
sel seSNT JDI

F; est appelée la facette fermée standard de type I. Une facette fermée est une
transformée de facette fermée standard par W . O

F7 est I'unique facette de dimension maximale dans F;. Une facette ouverte est
ouverte dans le sous-espace vectoriel de V* qu’elle engendre; c’est méme l'intérieur
dans ce sous-espace vectoriel de son adhérence. Le passage a I’adhérence établit donc
une bijection entre les facettes fermées et les facettes ouvertes.

5.1.5. Cone de Tits. Action du groupe de Coxeter. — On commence par
définir deux parties privilégiées de V*, le terme de cone étant immédiatement justifié
par le théoreme qui suit.
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Définition
(i) On définit C comme étant la réunion des adhérences des chambres.
C= U w@= U w().

weW weWw
Ics

C est appelé le cone de Tits.
(ii) C désigne I’ensemble des points de C de fixateur fini.

Remarque — Les murs séparant un point de C' d’un point de wC' sont indexés par
une partie de ®,,-1 ; d’apres (1.4.1), ils sont donc en nombre fini.

Les résultats concernant le cone de Tits et ’action de W sur celui-ci sont essentiel-
lement résumés dans 1’énoncé suivant.

Théoreme

(i) C est un cone convexe, W -stable.

(i) Soient w dans W, I et J des parties de S. Si w(Fr) N Fy # &, alors [ = J et
w est un élément du sous-groupe spécial Wy. Ainsi, Wy est le stabilisateur et méme
le fizateur (point par point) de tout point de Fi.

(iii) C est un domaine fondamental pour Uaction de W sur C : la W-orbite de tout
point de C rencontre C en exactement un point.

(iv) Chaque segment tracé dans C rencontre un nombre fini de facettes ouvertes.

Référence. — [Bou81], section (V.4.6) p.96-97. O

Remarquons que la deuxiéme assertion de ce théoréme permet de parler du type
d’une facette non standard.
Définition

(i) Le type d’une facette du cone de Tits est le type de la facette standard (bien
déterminée) dont elle est la transformée par un élément de W.

(ii) Une facette est dite sphérique (ou de type fini) si son type I est tel que Wy est
fini.

Justification. — Siw et z sont deux éléments de W tels que wF et zF sont adhérentes
aC (wF = Fr et zF = Fj pour des parties I et J de S), on a alors F; = (zw™!)wF =
(zw~1)Fy. Par ce qui précede, on a bien I = J. O

Une autre conséquence du théoréme est que le fixateur d’une facette F' est le sous-
groupe engendré par les réflexions d’hyperplan un mur contenant F'. Précisons.

Définition. — Soit F une facette de C. On désigne par ™ (F) I'ensemble des racines
dont leur mur contient F'. Pour toute chambre D, on désigne par ®(F)p I'ensemble
des racines dont leur mur contient F' et dont le demi-espace contient D.

A chaque facette, on a associé ainsi un systeéme de racines.
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Lemme — Pour toute facette F' de C, ’ensemble ®™(F) est en bijection avec le sys-
téeme de racines du fizateur W(F') de F.

Démonstration. — Déja, on a clairement ®™(wFy) = wd®™(Fy). 1l suffit donc de
considérer une facette standard Fj. L’inclusion V; C V fournit un épimorphisme de
Wir-modules 77 : V¥ — V[, et V7 est la représentation géométrique de W; pour la
restriction de la forme bilinéaire. La préimage par 7; établit une bijection entre les
racines de Wy dans V7 et les racines de V* dont le mur contient F7. O

5.2. Intérieur du cone de Tits. Finitude locale

La description de l'intérieur du cone de Tits pourrait se faire a partir des résultats
généraux de Vinberg ([Vin71]), une fois prouvée l'identification de C avec le recolle-
ment de la structure-miroir associée a la chambre standard. On va plutét faire quelques
raisonnements géométriques plus instructifs. On suppose le systeme générateur S fini.

5.2.1. Finitude locale. — La premiére propriété de C est I’existence pour chaque
point de I'intérieur du cone de Tits d’un voisinage convexe test, dans le sens ou celui-ci
n’est pas rencontré par plus de murs que ceux qui contiennent le point. Ce résultat
est une adaptation de [Moo-Pia95], proposition 12 p. 447.

Proposition — Soit 2 un point de l’intérieur de C.
(i) Il existe un ouvert convere B C C contenant x et possédant la propriété suivante.

(FL) Vae® JdanNB#0 <= xcda.
(ii) Pour toute partie B comme précédemment et pour tout w de W,
’LUBQB#®<:>’LU€W{QE}.

(ili) = est contenu dans un nombre fini de murs.

Démonstration

Preuve de (i). On se donne I,...,Ixs des segments compacts portés par des di-
rections linéairement indépendantes et contenant x en leur intérieur. D’apres (5.1.5),
chacun de ces segments est recouvert par un nombre fini de facettes ouvertes. Par
convexité, chacune des facettes intervenant dans ces recouvrements trace sur les seg-
ments un point ou un segment ouvert. On numérote z1,...,zxN les points ainsi obte-
nus. Les z; sont les seuls points d’intersection des murs avec les segments Iy, ..., Ixg.
Pour 1 < j < #8S, on choisit un intervalle ouvert J; contenant x et tel que x est
éventuellement le seul z; dans J;. On a donc

r€lda+=0and; #a Vj,

car z est le seul point d’intersection possible d'un J; avec un mur qui ne contient pas
Jj. On peut alors prendre comme ouvert test ’enveloppe convexe des intervalles J;

(1<j<#89).
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Preuve de (ii). On suppose qu’on a pour un élément w de W, wz # x. Il existe un
hyperplan da qui sépare x et wz (sinon x et wa seraient dans la méme W-orbite et
la méme chambre en méme temps). Par hypothése, B et wB sont de part et d’autre
de Oa.

Preuve de (iii). H étant une famille dénombrable d’hyperplans, on peut trouver
un point intérieur y hors de tout mur contenant x. On peut en outre se donner une
boule B centrée en = dont 'adhérence est contenue dans l'intérieur de C. La droite
(2y) coupe OB suivant deux points p et ¢ eux aussi intérieurs. Ces points ne peuvent
appartenir & un mur contenant x car x, y, p et ¢ sont alignés. Ainsi, tout mur contenant
x sépare p et ¢, ce qui impose que ces murs sont en nombre fini. o

Nous utiliserons de maniere récurrente le corollaire immédiat suivant, dia au fait
que les ouverts (FL) sont coupés par un nombre fini de murs.

Corollaire. — Un ouvert satisfaisant la condition (FL) est recouvert par un nombre
fini de facettes.

Remarque — Quand on saura par (5.1.3)(i) que les facettes rencontrant I'intérieur de
C sont les facettes sphériques, on aura alors obtenu que toute partie compacte incluse
dans I'intérieur de C est recouverte par un nombre fini de facettes sphériques.

5.2.2. Condition de finitude globale. — On va donner une condition nécessaire
et suffisante de finitude de W, qui nous servira surtout a caractériser les points inté-
rieurs du cone de Tits d’un systeme de Coxeter quelconque.

Proposition — Soit (W, S) un systéme de Cozeter auquel on associe la forme bili-
néaire B et le cone de Tits C comme précédemment. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) W est fini.

(ii) B est un produit scalaire.

(iii) Le cone de Tits C est V* tout entier.

Justification. — La premiére équivalence est prouvée dans [Bou81], (V.4.8).

L’implication (ii) = (iii) est I'implication (b) = (c) de [Hum90], théoreme (6.4)
p-133.

Réciproquement, si C = V*, 0 est un point intérieur. 0 est alors contenu dans un
nombre fini de murs. Ceci implique qu’il y a un nombre fini de chambres dans le cone
de Tits puisque celles-ci contiennent toutes ’origine dans leur adhérence. On conclut
par simple transitivité de I’action de W sur les chambres. o

5.2.3. Caractérisation et description de ’intérieur du cone de Tits. — Nous

pouvons maintenant caractériser et décrire I'intérieur du cone de Tits. L’hypothese
« S fini » est répétée car elle utilisée pour adapter [Moo-Pia95|, proposition 14 p. 449
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afin de prouver (i). Cependant, une étude sans cette hypothese de finitude est effectuée
dans [Hée91], (2.4.1) & (2.4.3) (o1 C et C sont notés Uy et U respectivement).

Théoréme — Soit (W, S) un systéme de Coxeter, C son céne de Tits. On suppose S
fini.

(i) Un point du cone de Tits est intérieur si et seulement si son fizateur est fini.

(i) Ainsi, Uintérieur du céne de Tits n'est autre que C. C’est un cdne convere
W -invariant.

(iii) Soient = ety dans C, on a alors [x;y] C C~ C ou |z;y[ C C.

Démonstration

Preuve de (i). Pour 'implication directe, on se donne un ouvert contenant le point
considéré et vérifiant la condition (FL). Le fait qu’un tel ouvert est rencontré par un
nombre fini de murs montre que le point est dans I’adhérence d’un nombre fini de
chambres, qui sont permutées par son fixateur. Par simple transitivité de W sur les
chambres, on en déduit que ce fixateur est fini. L’implication réciproque est moins
rapide. On se donne x un point de fixateur fini.

(1) On peut supposer que z est dans une facette F; standard et sphérique. L’in-
clusion V; C V fournit un épimorphisme de Wr-modules 7y : V* — V[, et V; est
la représentation géométrique de W pour la restriction de la forme bilinéaire. On
note C; le cone de Tits correspondant. Par le critere de finitude, on a C; = Vi et
finalement le(éf) = V*. Ceci implique

(%) V* =W Cy,

avec Cr:={AeV*| (AN as) >0 Vsel}.

(2) Soit maintenant s dans S ~\ I. Puisque = est dans Fr, on a (x | as) > 0, et
donc comme pour tout w de Wy avec wr = z, (z | was) > 0. Ainsi, = est dans
Nwew,. seswr(wag) THRY) qui est ouvert comme intersection finie d’ouverts.

(3) Soit B une boule ouverte contenant z et incluse dans ce dernier ouvert, et y
un autre point dans B. Déja, par (x), il existe un élément w de Wy tel que wy est
dans C7;. Par ailleurs, le fait que y est dans B implique que (wy | o) est strictement
positif pour tous les indices s dans S \ I. Finalement, wy est dans I’adhérence de la
chambre standard C. Par conséquent la boule B tout entiere est dans le cone de Tits,
et = est intérieur.

Preuve de (ii). D’apres (i), seule la convexité est non immédiate. On se donne deux
points z et y de C tels que [z;y] rencontre C ~ C. Soit z dans [z;y] N (C \ C) =
Jz;y[ N (C ~ C). Puisque x et y sont dans le cone de Tits, ils sont séparés par un
nombre fini de murs, donc le point z est contenu dans un nombre fini de murs et par
conséquent dans I’adhérence d’'un nombre fini de chambres : contradiction, par simple
transitivité de W sur les chambres, avec le fait que le fixateur de z devrait étre infini.

Preuve de (iii). D’apres le point (ii), si |z;y[ ¢ C, quitte & échanger x et y, il existe
z dans ]z;y] tel que [z;2] € C~\ C. D’apres (5.1.5)(iv), [z; 2] contient un segment non
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trivial contenu dans une facette ouverte non sphérique. Le fixateur de ce segment est
donc infini, et il fixe [z;y] tout entier. Par conséquent, on a [z;y] C C ~ C. O

5.2.4. Action du groupe de Coxeter. — On peut finir en prouvant un résultat
qui avec celui qui montre qu'une chambre est un domaine fondamental, complete la
description de 'action du groupe W.

Proposition — W opére proprement discontiniment sur l'intérieur du cone de Tits,
i.e., pour toutes parties compactes K et L dans C, {w € W | wK N L # &} est fini.

Démonstration. — On applique le corollaire (5.2.1) pour recouvrir chacun des com-
pacts L et K par un nombre fini de facettes sphériques. La relation wL N K # &
implique que w envoie une facette sphérique intersectant L sur une facette sphérique
intersectant K. Le nombre de tels w est fini car le stabilisateur d’une facette sphérique
I’est. En traitant tous les couples de facettes intervenant dans le recouvrement de L
et K, on aboutit au résultat. O

5.3. Géométrie conique des jumelages

On introduit ici la seconde réalisation géométrique des immeubles qu’on va utiliser.
Son intérét réside dans le fait que le modele de chambre est un cone simplicial, découpé
dans le cone de Tits précédemment étudié. Le fait que la chambre peut étre vue comme
une partie d’'un R-espace vectoriel permettra des transports de structure vectorielle
sur chaque réalisation géométrique d’appartement jumelé.

5.3.1. Recollement pour un immeuble simple. — On va procéder au méme
recollement que pour la structure métrique, mais en choisissant d’autres modeles pour
la chambre. On peut donc d’ores et déja invoquer tous les résultats généraux de la
section (4.2). On se donne une structure-miroir en prenant pour X Padhérence de la
chambre standard dans le cone de Tits et pour X, la cloison fermée de type s pour
chaque s de S.

Définition. — Soit (Z,d) un immeuble de type M auquel sont associés le groupe de
Weyl W, et la représentation géométrique de celui-ci. On note C' la chambre standard
correspondante, et pour chaque s de S, F(,) la cloison de type s. La réalisation
conique de I'immeuble (Z,d) est le recollement obtenu & partir de la structure-miroir

(C, (Fys})ses)- On la note |Z]co.

Au titre de recollement de structures-miroir, ces réalisations possedent des appar-
tements, des chambres et des facettes au sens de sous-espaces topologiques fermés. En
outre, on y lit les s-adjacences, puisque le modele des chambres comporte des points
de type exactement {s}. Ainsi, le systéme de chambres associé & cette réalisation est
isomorphe & 'immeuble combinatoire. Il s’agit maintenant de montrer que les appar-
tements peuvent étre naturellement vus comme des cone convexes dans un R-espace
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vectoriel, ce qui autorise certaines opérations de calcul vectoriel ou affine. Pour cela,
on revient au recollement pour un groupe de Coxeter.

Proposition — Soit (W, S) un systéme de Cozeter.
(i) La factorisation de l’application

WxC—V*
(w,x) — wz

a travers W x C — |W|eo établit un isomorphisme de systémes de chambres entre
|W|eo et le cone de Tits C.

(ii) En remplagant C (respectivement F 4y ) par Uensemble Cspp, = CNC (respecti-
vement I'{;3NC) de ses points sphériques, l’application de factorisation établit en outre
un homéomorphisme entre la réalisation géométrique |Wl.s obtenue et l'intérieur C
du cone de Tits.

Démonstration. — Le point (i) est une conséquence immédiate du théoréme (5.1.5).
L’assertion ensembliste du point (ii) est une conséquence du théoréme (5.1.5) pour
linjectivité, et du théoréme (5.2.3) pour la surjectivité. On s’attache maintenant a
prouver 'assertion topologique. On appelle ¢ I'application citée dans I’énoncé et ¢ sa
factorisée, si bien qu’on obtient le diagramme

Wx@sphLC

w| A
[Wes

Il s’agit de voir que ¢ est un homéomorphisme.
—1
(1) Soit F' un fermé de C. On veut montrer que ¢ ~(F) est un fermé de |W|cs.
Pour cela, on regarde sa préimage par myy .
—1

T (¢ (F)) = ¢ H(F).
¢ (F) s'écrit e ({w} x (FNCypn)). Cest un fermé. Par définition de la topologie
de [Wes, 571(F) est un fermé et ¢ est continue.

(2) 1l reste & voir que ¢ est ouverte. On se donne un ouvert O de |WW|.s. Son image
réciproque est par définition de la forme {J, oy, ({w} x Ou) avec O,, ouvert dans Cypy
pour tout w. On se donne maintenant un point x de ¢(0). La préimage de z par
¢ apparait dans un nombre fini de {w} x O,,. Précisément, si = est dans wClypp, sa
préimage a exactement un point z, dans chaque {z} x O, avec z dans wW,w™" et
la partie J(x) est sphérique. Pour tout z dans wW](I)w_l, il existe un rayon r, > 0,
tel que O, contient la trace sur w@ph de la boule de V* centrée en x de rayon r,. Si
on note r > 0 le plus petit des rayons 7., ¢(O) contient la boule de V* centrée en
de rayon 7. Ainsi, ¢ est ouverte et c¢’est finalement un homéomorphisme. O
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Ces fleches permettent d’identifier un appartement de |Z|co (respectivement |Z|cs)
avec le cone de Tits C du groupe de Weyl de I'immeuble (respectivement son inté-
rieur C). Soient a, o’ : W — 7 deux isométries définissant le méme appartement
A comme leur image. Les réalisations géométriques |a| et |o/| sont des morphismes
injectifs des systémes de chambres géométriques. Ainsi, |o/|~! o |a| est un automor-
phisme du systeme de chambres |W|c, : c’est action d'un élément de W sur |W|co.
On obtient donc :

Lemme
(i) Deuzx morphismes injectifs de systémes de chambres |Wleo — |I|co de méme
image se déduisent l'un de l'autre par composition a droite par un élément de W.
(ii) Etant donnée Uinclusion D C A d'une chambre dans un appartement de 1'im-
meuble |I|co, il existe une unique identification de systémes de chambres entre C et A
envoyant la chambre standard de C sur D. O

Nous utiliserons ces fleches pour faire des transports de structures vectorielles dans
le cas jumelé.

5.3.2. Jumelages. — On part maintenant d’'un jumelage
J = ((Lr,dJr),(I,,d,),d*).

On sait depuis I’étude combinatoire de ces structures, que la codistance peut entiere-
ment étre reconstituée a partir de la simple notion d’opposition ([Abr97], remarque
3 p.23). Cette derniere se préte particulierement bien aux interprétations géomé-
triques. On part des représentations coniques |Z|co €t |Z—|co. Une particularité de la
représentation conique d’un immeuble (Z, d) est que les chambres ont toutes un point
en commun, a savoir O = [¢,O] (¢ € Z). On appelle ce point le point origine de
I'immeuble. Ceci justifie les définitions suivantes.

Définition. — La réalisation conique d'un jumelage (I, dy), (Z—,d_),d*) est le joint
topologique |J|co de |Z4|co et |Z-|co, qui identifie les points origines des deux im-
meubles :

|Tlco = T4 |co * |Z—|co-

Une facette d’'une réalisation conique de jumelage est I'image d’une facette de la
réalisation d’'un des immeubles. On dit que deux chambres de signes opposés sont
opposées si elles représentent des chambres abstraites opposées.

Il s’agit maintenant de réaliser géométriquement les appartements jumelés comme
sous-espaces topologiques fermés, et de les munir de structures vectorielles. Un appar-
tement jumelé combinatoire est déterminé par une paire de chambres opposées. On se
donne une telle paire {c; c_.}, qui définit A un appartement jumelé, dont on note A
et A_ les parties positive et négative : A = A, LUA_. On se munit de deux exemplaires
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du groupe de Coxeter W qu’on note W, et W_, et qu’on voit chacun comme un im-
meuble mince. Les distances correspondantes sont notées d. et d_. La codistance d’'un
élément w,. de W, & un élément w_. de W_ est définie par d* (w., w_.) = w  w_,, et
fait de W, UW_ un jumelage. Enfin pour chaque signe €, on désigne par a, I'isométrie

W, — A,

We — WeCe.
Ceci fournit un morphisme injectif d’immeubles jumelés abstraits
a=ayUa_ WL UW_ — I, UZ_.

Par ailleurs, on reprend la représentation géométrique de (W, .S) dans l'espace vec-
toriel V, ce qui donne la chambre standard C, le cone de Tits C, etc. Il est clair
que C U —C est un jumelage mince pour la relation d’opposition naturelle de V*. On
peut alors définir quelques applications. L’une est définie a partir du morphisme de
jumelage « :

_ X 16 _ _ _
pr: (WeUWo)xC — (Zy,UZ_)xC 2 (T xC)U(Z- xC)
Tx
— [T feo U |Z= |co—]T |co-

Une autre est a valeurs dans V* :

¢: (WrUW)xC=2(WexC)U(W_xC) — V*

(We, x) — €W,T.

Enfin, on note uy l'application obtenue comme g7 en raisonnant sur le jumelage
mince W, LI W_

pw : (WaUW_)xC = (W xC)U(W-xT) — [Wi|eo |- |eo—55| Wi UTV_|co.

Ces fleches sont mises en relation les unes par rapport aux autres par le lemme suivant.

Lemme

(i) La factorisation de pg a travers pw est un homéomorphisme entre |WLUW_ |
et son image dans |J|co qui établit un morphisme de jumelages.

(ii) La factorisation de ¢ a travers uw est une bijection entre |Wi U W_|, et
C U —C qui établit un isomorphisme de jumelages minces.

Démonstration. — Commencons par justifier ensemblistement les factorisations.

(1) Légalité py(we, z) = pgy(wl,,z’") implique (e = € et [ae(we ), z] = [aer (W), 2']),
ou z = &' = Og. On s'intéresse a la premiere condition, qui implique = 2’ et
dE(ae(wE),aE(wé,)) = (we) twl, € Wi(e). Autrement dit, pg(we,z) = pg(wl,,z’)
implique (e = €, z = 2’ et (we) 'wl, € Wi(e)) oux = 2" = Og, ce qui équivaut a
pw (we, ©) = pw (wl,,2'). D’olt la premiere factorisation.
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(2) On a pour we dans We, w!, dans W/, et x, 2’ dans C :

d(we, ) = p(wlr,2') = ew.r = €wla’ <= (ee')(we)  wla’ = .

Ceci équivaut & (e = € et (w.) 'w!, est dans Wie) ou x = 2’ = Og, par les
propriétés de ’action de W sur le cone de Tits. D’ou la seconde factorisation, et sa

bijectivité.
L’assertion topologique est un passage au joint d’un fait prouvé pour les immeubles
simples. Les assertions concernant le respect des adjacences et des codistances sont

tautologiques par définition de la structure de jumelage sur les réalisations coniques.
O

Définition. — On note |a|c, et on appelle réalisation conique de « la factorisation
de pg a travers upy. Son image est appelée la réalisation conique de 'appartement
jumelé A, qu'on désignera par |A|., (ou plus simplement par A si le contexte est
explicite).

Justification. — 1l est clair que I'image d’une telle factorisation est la réunion des
réalisations des chambres de appartement jumelé combinatoire représenté.

Ao =( U lerleo) U (U e-leo).

cr€eAL c_€A_

Ainsi, la réalisation de I’appartement jumelé est indépendante du choix du morphisme
abstrait de jumelages qu’on réalise. O

On veut maintenant introduire la géométrie des cones dans les réalisations d’ap-
partement jumelé. Si on veut faire la méme discussion que dans le cas d’un immeuble
simple, il est commode d’introduire la notion de standardisation, valable aussi bien
dans le contexte combinatoire que dans le contexte géométrique.

Définition

(i) Une standardisation dans un jumelage (ou dans une de ses réalisations) est
un triplet (A, C, —C) olt A est un appartement jumelé contenant les deux chambres
opposées C et —C'.

(ii) Une identification vectorielle de Pappartement jumelé |Al., est une bijection
entre |Al, et CU —C qui établit un isomorphisme de jumelages minces.

Qu’il existe des identifications vectorielles provient du lemme précédent. On fait le
méme raisonnement que pour les immeubles simples pour obtenir :

Lemme

(i) Deux morphismes de jumelages minces |Wleo — |Z|co de méme image se dé-
duisent l'un de l'autre par composition a droite par un élément de W.

(ii) Etant donnée une standardisation (A, C,—C), il existe une unique identification
vectorielle entre CU —C et |Alc, envoyant la chambre standard de C sur C. (|
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5.3.3. Enveloppe convexe. Extension vectorielle. Sous-espace générique

Pour toute cette sous-section, on se fixe un appartement jumelé A du jumelage
|J |co- On se donne une partie Q de |J|co contenue dans A. Les identifications de A
avec un double cone C U —C se déduisant les unes des autres par I’action linéaire d’un
élément du groupe de Coxeter W, il est licite de poser les définitions suivantes.

Définition

(i) L’extension vectorielle de € dans Pappartement jumelé A est 'image par une
identification vectorielle de la trace de ’espace vectoriel engendré par 'image réci-
proque de 2 dans V* sur le cone double C U —C. On la note vect, (£2).

(ii) L’enveloppe conveze de Q dans lappartement jumelé A est I'image par une
identification vectorielle de la trace de ’enveloppe convexe de 'image réciproque de
Q dans V* sur le cone double C U —C. On la note convy ().

On prendra garde au fait que ces définitions, si elles ne dépendent pas de 'identi-
fication vectorielle choisie, dépendent a priori de 'appartement jumelé ambiant. On
montrera en fait un certain nombre de résultats affaiblissant cette dépendance.

Définition. — Un sous-espace générique de la réalisation conique |J|co est un sous-
espace de |J|co contenu dans un appartement jumelé et qui, pour une identification
vectorielle, est la trace sur C U —C d’un sous-espace vectoriel de V* qui rencontre
Iintérieur de ce double cone.

Par définition, ’extension vectorielle d’une partie d’un appartement jumelé conte-
nant un point intérieur est un sous-espace générique. On peut d’ores et déja utiliser
la finitude locale pour justifier qu’on peut engendrer un sous-espace générique avec la
trace d’une facette bien choisie.

Lemme

(i) Soit K une partie convexe non vide de C, ouverte dans son extension vectorielle.
Alors, il existe une facette sphérique F telle que vecta(F N K) = vecty(K). F est de
trace ouverte sur vectA(K).

(ii) Soient x ety deuz points de méme signe dans |Ze|co(C | T |co)- Alors, le segment
[z;y] tracé dans un appartement contenant x et y ne dépend que de ces deuz points
et est contenu dans tous les appartements les contenant.

(iii) Si F' est une facette de type non sphérique, alors aucune facette de 'extension
vectorielle de F' dans A n’est sphérique.

Démonstration

Preuve de (i). On choisit une facette F' de dimension maximale parmi les facettes
qui intersectent K. On choisit dans K N F' une famille libre maximale de vecty (K).
C’est nécessairement une base de vecty (K) car tout point de F' posseéde un voisinage
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qui ne rencontre que I’ et des facettes contenant F' dans leur adhérence de dimension
strictement supérieure. F' est de trace ouverte sur vects (K) par convexité.

Preuve de (iii). Toute facette F' de vecty (F) est fixe sous le stabilisateur, infini,
de F. Ainsi, F’ ne peut étre sphérique.

Preuve de (ii). La justification de ce point est exactement la méme que dans le cas
affine, les arguments étant ’existence des segments dans le modele des appartements

et 'usage des réalisations géométriques de rétractions (voir [?], preuve du théoréme
(6.3.A4)) O

La conséquence du second point de ce lemme est que ’on peut définir indépendam-
ment de tout choix d’appartement l’enveloppe convexe d’une partie contenue dans
une moitié de signe donné d’un appartement jumelé de |7 |co-

Définition. — Si Q est une partie de |Z |, contenue dans une moitié de signe donné
d’un appartement jumelé de |J|co, on note conv(€2) I'enveloppe convexe de €.

5.4. Convexité et parties équilibrées dans les jumelages

Les raisonnements de convexité seront utilisés de maniere systématique dans ce
qui va suivre. Ils permettent une approche géométrique de propriétés combinatoires
déja vues. Un préliminaire a cet usage de la géométrie consiste donc a vérifier des
compatibilités entre définitions combinatoires et géométriques.

5.4.1. Traduction géométrique d’objets combinatoires. — Puisque les défi-
nitions géométrique et combinatoire de ’adjacence coincident, on a maintenant une
représentation plus géométrique des galeries. Il reste a reconsidérer la définition des
racines et a identifier facettes et résidus.

Proposition

(i) Pour J C S, le J-résidu de la facette standard F; C C est exactement l’ensemble
des chambres qui contiennent Fy dans leur adhérence.

(ii) Pour s dans S, les chambres D dans D,  NC sont celles qui vérifient

dN(C, D) < dN(SC, D)

(iii) Plus généralement, la racine o = wag peut étre définie combinatoirement
comme la réunion des chambres D qui vérifient dy(wC, D) < dy(wsC, D), et le ré-
sidu associé a une facette n’est autre que l’ensemble des chambres auxquelles F est
adhérente dans C. Cet ensemble est fini pour une facette sphérique.
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Démonstration
Preuve de (ii). Par simple transitivité de W sur les chambres, on peut toujours
paramétrer celles-ci par les w dans W. Alors

dn(C,wC) < dy(sC,wC) <= f(w) < {(sw) <= Lw™ ) < L(w™'s)
— wla, > 0= wlta, D C <= a; D wC.

Preuve de (i). Le résidu de FJ est ensemble des chambres atteintes par une galerie
partant de C et dont le mot associé est dans Wj. Puisque Wi fixe Fj, toutes les
chambres du résidu contiennent F7 dans leur adhérence. Réciproquement, soit D une
chambre telle que D contient F;. On peut écrire D = wC. Puisque D N C D Fy,
il existe deux facettes ouvertes standard F'; et Fi telles que F; N wFg O Fr. Ceci
implique que F; = Fy = Fi et que w € Wy, donc que D est dans la composante
I-connexe C.

Preuve de (iii). Il suffit de se ramener & des objets standard par un élément de W
judicieux. O

Cette proposition met en évidence une nouvelle correspondance W-équivariante :
{a}acs «— {D(a) NC}acs.

On peut récapituler toutes les définitions qu’il est possible d’adopter.

Lemme / Définition — Dans le cas d’un systéme de Cozeter (W, S), il y a bijection
W -équivariante entre plusieurs ensembles qui porteront tous le nom de systeme de
racines de W. Précisément, s’identifient les ensembles suivants.

(i) Les moitiés de W définies par la condition de longueur de (1.4.1).
(i1) Les formes linéaires de U'espace V' dans le dual duquel on définit le cone de Tits
(5.1.1).
(iii) Les demi-espaces positifs de ces formes, contenus dans le dual V* (5.1.4).
(

)
iv) Les traces de ces demi-espaces sur le céne de Tits (5.4.1).

Justification. — Cela provient directement des remarques de (5.1.3), (5.1.4) et de la
proposition ci-dessus O

Géométriquement, ces identifications s’interpretent grace a la simple transitivité de
W sur les chambres, qui permet de paramétrer celles-ci par W. En effet, & une racine-
forme linéaire est attachée la moitié de W correspondant aux chambres sur lesquelles
la forme est positive; autrement dit, la moitié de W contenue dans le demi-espace
positif de la forme.

5.4.2. Lecture géométrique de propriétés combinatoires. — Nous avons déja
remarqué que dans le cas Kac-Moody, ® était le systéme des racines réelles A™ (les
racines imaginaires sont les racines qui contiennent un cone de signe fixé en évitant
completement celui de signe opposé). La généralisation se poursuit de maniére plus
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serrée en particulier en matiere de propriétés des ensembles de racines. On peut a
nouveau parler de parties prénilpotentes, closes et nilpotentes (1.4.1).

Lemme

(i) Soit U une partie de l'ensemble ® des racines; alors lintersection des racines
de U contient une chambre si et seulement si elle contient un ouvert non vide de C.
Ainsi, une partie de racines W est prénilpotente des que [),cq @ contient un ouvert
non vide de C et un ouvert non vide de —C.

(ii) Soient v et B deuz racines distinctes et non opposées. Alors, elles ont des murs
distincts qui découpent C en au moins trois composantes connexes. Ainsi, des quatre
paires de racines formées par o ou son opposée et 3 ou son opposée, deuxr au moins
sont prénilpotentes.

Démonstration. — Le premier point est évident par (5.2.1).

Preuve de (ii). Les murs correspondant & des racines simples sont des hyperplans
génériques. Puisque C est W-stable, tous les murs sont des hyperplans génériques qui
découpent C en deux composantes connexes. On distingue alors deux situations.

Ou bien da et 93 se coupent a U'intérieur C du cone de Tits, auquel cas les traces
sur C des quatre composantes connexes de C \ (daU9[3) sont chacune non vides dans
C et donc contiennent une chambre. Toutes les paires sont prénilpotentes.

Ou bien N9 est hors de C et seules trois de quatre composantes connexes de C
(0aUAB) sont non vides. On a malgré tout deux paires de racines prénilpotentes. [

<

Remarque — La sous-section précédente (5.4.1) a résumé des identifications W-
équivariantes entre définitions de racines. On doit cependant faire attention a un
point. Le point de vue des formes linéaires pour les racines peut conduire a quelques
erreurs. Par exemple, si {«; 3} est une paire prénilpotente de racines, [«; §] défini en
(1.4.1) est éventuellement plus gros que l’ensemble des racines combinaisons linéaires
a coefficients positifs de a et § (vues comme formes linéaires). Cette subtilité a déja
été remarquée (voir [Tit90], (I.1.3)).
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Définition. — Soit {«; 8} une paire prénilpotente de racines, alors [a; O]iin. désigne
I’ensemble des racines combinaisons linéaires a coefficients positifs de a et 3, vues
comme formes linéaires.

On définit aussi mutatis mutandis les ensembles [a; Bliin., | Blin. et Jo; Blin. -

On peut fournir un exemple de stricte inclusion de [; 8]in. dans [«; 5] qui provient
de la théorie de Kac-Moody, ce qui élimine tout espoir de voir la situation s’améliorer
dans ce cadre plus particulier. Comme dans ’exemple de J. Tits précité, il est de nature

2 —2-2
hyperbolique. Considérons la matrice de Cartan généralisée A = [ —2 2 —2]. Son
—2-2 2

groupe de Weyl associé (7.1.4) est le groupe de Coxeter de diagramme

On préfere la représentation du systeme de racines de W par le pavage d’un triangle
idéal du plan hyperbolique H? — i.e., un triangle dont les sommets sont sur le bord
OH? = S! — plutdét que par le cone de Tits. On introduit alors la base de racines
{a; B;~} définie par le dessin suivant.

Une quatrieme racine 0 est définie par § := ro(8) = 5 + 2. Alors, § et —v défi-
nissent une paire prénilpotente de racines, et « est dans [—~; §] sans étre combinaison
linéaire de ces racines vues comme formes linéaires.

Remarque — On peut quand méme montrer que [o; Slin. = [o; 8] dés que daNIBN
C#w.

L’éventualité d’une inclusion stricte [o; Blin. € [o; 8] suggére un renforcement de
Paxiome (DRJ1) des données radicielles jumelées, qui consiste & substituer Ja; B[iin. &
Ja; B]. Cet axiome plus fort sera utilisé pour les décompositions de Lévi en (6.2); il

est, lui, systématiquement vérifié par les groupes de Kac-Moody.
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5.4.3. Enclos et parties closes. — Pour ce qui est des analogies entre la combina-
toire et la géométrie, on peut réserver un sort particulier a la notion de convexité. On
reprend ici point par point I'introduction des notions de parties closes et d’enclos faite
dans [Bru-Tit72], p. 40-41. On commence par donner des définitions concernant des
sous-ensembles rencontrant une chambre, ce qui permet de se placer aussi bien dans
un appartement que dans un immeuble épais. Dans le cas d’ensembles ne rencontrant
pas de chambre, il faudra travailler sur des parties contenues dans un appartement.
Dans tous les cas, il faut raisonner dans un immeuble simple, autrement dit dans la
réalisation conique d’'un immeuble de signe fixé du jumelage considéré.

Définition
(i) Soit © une partie de |Z¢|co rencontrant au moins une chambre. On dit que Q2
est close si, quelle que soit (Cy,C1,...,Cy,) une galerie tendue d’une chambre Cj

rencontrant {2 a une facette F' rencontrant €2, on a CrLCQ pour 0 < k < m.
(ii) L’enclos d’une partie 2 rencontrant une chambre est la plus petite partie close
de |Z¢|co contenant Q. On le note cl(€2).

Les mémes définitions s’appliquent aux parties de |A|corencontrant une chambre.
Une partie close rencontrant une chambre est la réunion des adhérences des chambres
qui la rencontrent, et I’ensemble de ces chambres est connexe (2.1.3). La seconde
définition est donc justifiée par le fait qu’une intersection de parties closes contenant
une méme chambre est encore close.

Lemme

(i) Les adhérences des racines et des résidus sont closes.

(i1) L’enclos de deux chambres opposées (i.e., a distance mazimale) dans un résidu
sphérique est l’adhérence de ce résidu.

Justification. — (1) est conséquence de la premieére remarque et du théoréme de
convexité combinatoire (2.2.5). (ii) provient du fait qu'un résidu d’un complexe de
Coxeter est un complexe de Coxeter pour son stabilisateur, et que dans un complexe
de Coxeter fini, toute chambre est dans une galerie minimale reliant deux chambres
opposées fixées a I’avance. O

Le résultat suivant va permettre de travailler sur des parties dont on suppose
qu’elles sont contenues dans un appartement (de signe fixé), mais qui ne rencontrent
plus nécessairement de chambre.

Proposition

(i) Soient C et C' deux chambres de |Aclco. L'enclos de Q = C U C' est égal d
Uintersection des adhérences des racines qui contiennent C' U C'.

(ii) L’enclos d’une partie Q@ de |A¢|co rencontrant une chambre de |Aclco est égal
a lintersection des adhérences des racines qui la contiennent.
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Démonstration. — Puisque les racines sont closes, on a évidemment

N @D cl(Q),
adq)
dans les deux cas. Il reste a prouver les inclusions réciproques. Nous noterons {2
I’ensemble des chambres qui contiennent un point de ).

Preuve de (i). On se donne une chambre C” dans (\,5o ¢ @. On peut écrire
C'=wC, 0" =uw'C et C' = w'C"” pour w, w' et w” uniques dans W. Ceci implique
déja que w = w”w’ et donc que £(w) < £(w') + £(w). Soit enfin B une racine. Si
contient C et pas C”, alors elle ne peut contenir C’ par hypothese sur C”. Pour la
méme raison, si 3 contient C’ et pas C”, elle ne peut contenir C. Ceci prouve

{(e®|BDC,-DC"U{e@|BDC",—-DC}y={Be®|3DC,-3DC'}.

De plus, une racine 8 ne peut contenir simultanément C et C’ sans contenir C”,
donc

{Bed|pDC,-20C"In{Bec®|8DC",-B3DC'}=2.
D'ou :
{Be®|pDC,-B2C"H{Be®|pDC",—DC'}={pe®|BDC,—DC'}.

Or, dans les complexes de Coxeter, on a

lw)=#{e®|5DC,-DC"},
l(w)=#{Be®|BDC,—BDC"}, et
"y =#{Bed®|DC",—3DC'}.

Par conséquent les longueurs s’ajoutent, £(w) = £(w') + £(w"), et on peut concaténer
une galerie minimale de C' & C” et une galerie minimale de C”” & C' pour obtenir une
galerie minimale de C' & C” passant par C”. Donc C” est bien dans I’enclos de la
réunion des deux chambres C et C”.

Preuve de (ii). Si z et y sont deux point de 2, cl(€2) contient I’enclos d’une paire de
chambres fermées dont I'une contient x et I’autre y. Par le raisonnement précédent, on
sait déja que ce type d’enclos est convexe. Donc, un enclos en général est convexe, et
puisque c’est une réunion de chambres, c’est un cone convexe dont les faces sont por-
tées par des racines. Par conséquent, c’est une intersection de racines, d’ou I'inclusion
réciproque. O

On peut élargir un peu 'application de la notion de partie close pourvu qu’on reste
dans un appartement.
Définition

(i) L’enclos d’une partie Q de |A|co est intersection des adhérences des racines

qui contiennent 2. On le note cl(2).
(ii) Une telle partie 2 est dite close si elle est égale a son enclos.
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Il apparait maintenant qu’une partie de |A¢|co est close si et seulement si elle est
convexe et réunion d’adhérences de facettes. C’est en ce sens qu’on peut parler de
discrétisation de la convexité.

5.4.4. Parties équilibrées. Parties de racines associées. — L’intérét des par-
ties que nous allons définir est qu’en passant au fixateur dans un jumelage de groupe
de Kac-Moody, on définit des groupes algébriques (10.3).

Définition. — Une partie équilibrée de | T |c, est une partie contenue dans un apparte-
ment jumelé, rencontrant les deux cones de Tits opposés, et recouverte par un nombre
fini de facettes sphériques.

On associe a ce type de partie des ensembles de racines.

Définition. — Soit Q une partie équilibrée dans un appartement jumelé A, qui déter-
mine un systeme de racines. Alors, on définit les ensembles de racines suivants.
(i) ®*(Q) := {a € D | « est positive non identiquement nulle sur }.
(ii) @™ () := {a € ® | « est identiquement nulle sur 2}.
(iii) ®(N) := {a € ® | « est positive sur N}.
(iv) Si D est une chambre, on pose ™ (Q)p := {a € ?™(Q) | « D D}.

De maniere générale, I'indice p sera remplacé par 4 si D est la chambre standard.
Compte tenu de I'identification entre formes linéaires et traces sur C de demi-espaces,
on a aussi des définitions géométriques de ces ensembles.

() ={acd®|aDdDQ JapQ},
() ={aec®|0aDQ}, et
Q) ={ae®|adQ}=34Q)UI"(Q).

Remarquons que les racines étant des réunions de facettes, on peut remplacer une
partie équilibrée par la réunion des facettes qui 'intersectent quand il s’agit de tra-
vailler sur les parties de racines associées.

Enfin, plutot que de travailler dans un appartement jumelé, c’est-a-dire dans la
réunion de deux cones de Tits opposés, on préfére se ramener au seul cone positif.
Ainsi, au lieu de parler de racine qui contient simultanément deux facettes de signes
opposés, on parlera de racine séparant deux facettes positives. a sépare au sens large
une partie ' de C d’une autre ', si @ contient € alors que —a contient Q. o sépare
Q' de Q" si elle sépare au sens large cette partie de autre et si une (seule) des deux
parties a éventuellement des points dans le mur Oa.

Définition. — Soit © C A une partie équilibrée. On note Q4 (respectivement Q_)
Pensemble des points de Q dans le cone de Tits positif (respectivement des opposés
des points de 2 dans le cone négatif).
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®*(Q) est ’ensemble des racines qui séparent Q4 de Q_; ®(Q) est formé de celles
qui les séparent au sens large. [Ici C = Q4, F =Q_, a € ™(Q), 8 € d“(N)]

C=Q,

A\ | |

5.4.5. Propriétés des racines associées a une partie équilibrée. — Nous
rassemblons ici quelques résultats utiles pour la preuve de la décomposition de Lévi
des fixateurs de parties équilibrées dans un jumelage de groupe. Commencons par une
construction et un lemme géométriques.

Construction. — Soit € une partie équilibrée dans un appartement jumelé A, qui est
réunion de facettes (nécessairement sphériques et en nombre fini). Pour chaque facette
de Q4 (respectivement _), on choisit un point et on appelle z (respectivement z_)
l'isobarycentre du systéme ainsi obtenu. On note F; (respectivement F_) la facette
ouverte contenant x4 (respectivement x_). Cy (respectivement C_) désigne la fin
(respectivement le début) d’une galerie tendue de F_ & Fy. Dy est 'opposée de C
dans le résidu de Fy, D_ est I'opposée de C_ dans F_.

Justification. — x, et x_ sont des points intérieurs de C car C est convexe, par
conséquent Fy et F_ sont sphériques et on a bien une notion d’opposition dans leurs
résidus. L

Lemme — Dans la situation de la construction, pour toute racine o de (), «
contient Dy et —a contient D_. En outre, la droite (x_x4) est transverse au mur

Oa.

Démonstration. — On se donne « une racine de ®*(Q2). Par définition de ®“(Q),
allda contient chacune des facettes de Q4 , et par convexité le point z1 . all0cx étant
une réunion de facettes, cette partie contient F tout entiere. Symétriquement, on
voit que —a U o contient la facette F_. On peut alors distinguer deux cas.

Ou bien z est dans «, alors «, réunion de facettes, contient F'; et tout son résidu,
notamment D .
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Ou bien x4 est dans da. Alors, puisque chacune des facettes de Q2 est dans alldq,
nécessairement (4 tout entier est dans da. Dans ce cas, par définition de ®%(Q2), —«
contient une facette de 2_, donc z_ et finalement le résidu de F_. D’ou —a D D_. Or,
C'+ est la projection sur Fy de la chambre C_, donc il existe une galerie minimale de
C_ a Dy passant par C;. Si —« contenait D4, comme elle est close, elle contiendrait
aussi C;, donc 'enclos de Cy et Dy qui contient F : impossible. Finalement, on a
aussi a D Dy.

En faisant le méme raisonnement pour le résidu de F_ et en opposant les signes
des racines et des indices, on prouve que —a contient D_.

On a vu que si da contient x., alors il contient §2.. Puisque « ne peut contenir tout

Q, la droite (z_x4) doit étre transverse au mur dco. O
VAVARE
-
Q_
X5

@, |\ S

On peut détailler maintenant quelques propriétés des ensembles précédemment
définis.

Proposition — Q désigne une partie équilibrée dans un appartement jumelé A.

(i) Soient a dans (), 5 dans ®(Q) et v dans [a; (). Alors, v est dans P“()
ou vaut (3.

(il) @“(Q) est un ensemble nilpotent de racines.

(iii) ®™(QY) est en bijection avec un systéme de racines de groupe de Coxeter fini.
Plus précisément, il existe des facettes sphériques F pour lesquelles ™ () = ®(F).

(iv) Pour toute racine o de ®“(2) et toute racine § de ®™(), la paire {«; 5} est
prénilpotente, et la partie |o; 8] est dans ®*(€2).

(v) ®(Q) est un ensemble fini de racines.

(vi) Pour toute chambre C, la partie D™ (Q) ¢ est convexe. Cest un systéme positif
du systéme de racines ™ () de groupe de Coxeter fini.

Démonstration. — Puisque racines et murs sont réunions de facettes, ils contiennent
nécessairement les facettes qu’ils intersectent. On peut donc remplacer 2 par la
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réunion des facettes que §2 intersecte, ce qui nous place dans la situation de la construc-
tion.

Preuve de (i). Déja, @ D Q et 3 D Q impliquent ¥ D @n B D Q, soit v € ®(N).
On se donne maintenant une facette F' de ) dans a \ O«, ce qui est possible car «
est dans ®“(2). « contient alors tout le résidu sphérique de F' dans A. On a en outre
3 D Q, donc 3 contient au moins la moitié de ce méme résidu. Puisque ~ contient
a N G, elle la contient elle aussi. Si elle ne contient pas de chambre supplémentaire
dans R(F)NA, on a v = (; sinon F n’est pas dans le mur de v, tout le résidu de F'
dans A est dans «y par convexité (2.2.5), et -y est dans ®*(£2).

Preuve de (ii). Le lemme précédent montre que les racines de ®*(f2) contiennent
toutes la chambre D . Symétriquement, les opposées des racines de ®*(2) contiennent
toutes D_. D’ou la prénilpotence de ®*(€2). ®*(Q) est clos par le point qui précede.

Preuve de (iii). Par définition d’une partie équilibrée, vecty () est un sous-espace
générique. En appliquant le lemme (5.3.3) & une boule de vecta (£2)NC, on obtient bien
une facette sphérique relativement ouverte dans vecty (). Si une racine contient F'
en son mur, elle contient 'espace vectoriel engendré donc vecty (2). Réciproquement,
un mur contenant £ et donc vecty (Q2), intersecte la facette F' et donc la contient. On
conclut grace au lemme (5.1.5).

Preuve de (iv). 0 est dans ®™(Q), ainsi 0F contient x4 et z_, donc les facettes
ouvertes I et F_. Ainsi, § contient la moitié des chambres de chacun des deux résidus
correspondants. a contient D donc au moins la moitié du résidu de Fy dans A, qui
ne peut étre la moitié complémentaire de la trace de § sur ce résidu, car o # .
On fait le méme raisonnement autour de la facette F_, en opposant les signes des
racines. Finalement, « et 8 ont une chambre commune dans le résidu de Fly, —a et
—/f ont une chambre commune dans celui de F_, et la paire {«; 8} est prénilpotente.
Le second point découle de (i).

Preuve de (v). C’est une conséquence immédiate de (ii) et (iii).

Preuve de (vi). On se donne une facette F' comme dans (iii). On projette la chambre
C sur F, et on note D I'opposée dans le résidu de F' de la projection. Alors, si « est
une racine de () qui contient C, elle contient aussi proj, C puisqu’elle est close et
qu’il existe une galerie tendue de C a proj, C. Elle ne peut contenir en méme temps
D, car elle contiendrait 1’enveloppe convexe de projr C' et D, et donc F. Or, F est
dans d« par définition de ™ (). Inversement, toute racine « qui contient proj, C et
non D est dans ®(F) = &™(Q), puisqu'une galerie tendue entre D et projp C reste
dans le résidu de F', et contient C' puisqu’on peut prolonger une telle galerie en une
galerie tendue de D & C. Ainsi, ®™ ()¢ est convexe, et c’est la partie positive de
O(F) = &™(Q) définie par la chambre opposée a D. O

ASTERISQUE



5.5. OBJETS IMMOBILIERS RELATIFS A UN SOUS-ESPACE GENERIQUE 137

5.5. Objets immobiliers relatifs & un sous-espace générique

Nous allons maintenant définir des objets relatifs a la donnée d’un sous-espace
générique (de la réalisation conique) d’un jumelage. On transpose tout le lexique
immobilier & cette situation, sans pour autant que cela signifie qu’une facette relative
soit la facette d’un immeuble a priori. On se donne donc |J|co la réalisation conique
d’un jumelage. Dans tout ce qui suit, on désigne par A’ un sous-espace générique de
| T |co contenu dans un appartement jumelé A.

5.5.1. Facettes, racines, murs relatifs. — L’intérét de ce vocabulaire apparait
par exemple pour les groupes de Kac-Moody, dans le cadre de la descente galoisienne
de leurs formes presque déployées (chapitre 12). Dans cette section, les racines de ®
sont vues indifféremment comme des formes linéaires ou comme des sous-ensembles
d’appartements.

Définition. — Soit A" un sous-espace générique de la réalisation conique |J|co,
contenu dans un appartement jumelé A. On voit A comme double cone dans V*.

(0) L* désigne le sous-espace vectoriel de V* engendré par Af.

(i) Une racine relative de A est la restriction & Lf d’une racine de ®. Si « est la
racine dont on prend la restriction, on notera o la racine relative obtenue.

(ii) Un demi-appartement relatif de A" est la trace sur A%, supposée non vide, du
demi-espace positif d’une racine de A. Si « est la racine (vue comme demi-espace)
dont on prend la trace, on notera D(a?) le demi-appartement relatif obtenu.

(iii) Un mur relatif de A% est la trace, supposée distincte de A%, d'un mur de A sur
Al. Si Qo est le mur dont on prend la trace, on notera daf le mur relatif obtenu.

(iv) Si « est une racine de @, on dira que D(ah) et dat sont les demi-appartement
relatif et mur relatif associés & la racine relative of.

(v) Une facette relative de A" est la trace, supposée non vide, d'une facette de A
sur A", On parle de facette relative sphérique si elle est obtenue & partir d’une facette
sphérique.

On distingue parmi ces objets relatifs, les objets réels des imaginaires, en référence a
la situation classique. Les objets réels sont ceux qui interviennent dans la combinatoire
des groupes de points rationnels des K-formes presque déployées des groupes de Kac-
Moody par exemple.

Définition

(i) Une racine relative de A est dite réelle si son mur contient une facette relative
sphérique. A" désigne I'ensemble des racines relatives réelles de A

(ii) Un demi-appartement relatif de A" est dit réel si son mur contient une facette
relative sphérique. ®¢ désigne ensemble des demi-appartements relatifs réels de AP

(iii) Une facette relative de A% est dite réelle si son extension vectorielle est inter-
section de murs relatifs réels.
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Remarques

(1) Dire qu’un mur contient une facette relative sphérique revient & dire qu’il ren-
contre 'intérieur du cone de Tits.

(2) Il est clair qu’une facette relative sphérique est réelle.

(3) L’application Af — ®f, af s D(af) est bien définie et surjective; elle peut ne
pas étre injective (siA? n’est pas réduit).

L’existence d’une facette sphérique F de trace F? relativement ouverte dans A% —
lemme (5.3.3)(ii) — justifie la définition qui suit.

Définition

(i) Une chambre relative de A% est une facette relative dont I'extension vectorielle
dans A est égale & Al

(ii) Une cloison relative de A est une facette relative dont 1’extension vectorielle
dans A est de codimension un dans A

Remarque — Une chambre relative est sphérique — lemme (5.3.3)(iii) — et donc réelle,
mais une cloison n’est pas nécessairement réelle.

Ces dernieres notions permettent de définir les demi-appartements relatifs simples
pour un choix de chambre relative de référence.

Définition. — Pour un choix de chambre relative F'® dans A%, on note II? ’ensemble
des demi-appartements relatifs réels dont le mur relatif contient une cloison relative
dans 'adhérence de F%. On parle de demi-appartements relatifs simples de A% (pour le
choix de F* comme chambre relative standard). Les racines relatives correspondantes
sont appelées racines relatives simples.

5.5.2. Enveloppes convexes de parties équilibrées. — Un sous-espace gé-
nérique est la réunion en général infinie de facettes relatives. La prise d’enveloppe
convexe permet de se ramener a une partie équilibrée pour définir géométriquement
les racines relatives, les murs relatifs et méme 1’espace générique tout entier.

Lemme — Soit D(a®) un demi-appartement relatif d'un sous-espace générique A
(contenu dans Uappartement jumelé A). On suppose of réelle, alors :

(i) Il existe une chambre relative F® de A%, incluse dans D(af) et contenant dans
son adhérence une cloison relative sphérique E® incluse dans le mur relatif dal.

(ii) Pour un tel choix de chambre et de cloison relatives de A%, le mur relatif Oa
est Uenveloppe conveze dans A de E" et —E", l'adhérence du demi-appartement relatif
D(af) est l'enveloppe conveze fermée dans A de F' et —E".

convy (FPU—E%) = D(af) et convy(E*U—E") = dat.
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Remarques

(1) Le méme argument que celui qu'on va développer pour prouver ce lemme
montre que Af est I'enveloppe convexe de la réunion d’une de ses chambres relatives
et de son opposée.

(2) Ainsi, & prise d’adhérence prés, murs et racines relatifs réels sont des enveloppes
convexes de parties équilibrées.

Donnons tout de suite un peu de vocabulaire avant de passer a la preuve.

Définition. — On dira d’une chambre relative F et d’une cloison relative réelle E*
vérifiant

comva(FPU—E") = D(af) et convy(E*U—E") = daf,
qu'elles définissent (dans A) le demi-appartement relatif réel D(af).

Démonstration

Preuve de (i). Par le lemme (5.3.3), en choisissant une boule de daf, on peut trouver
une facette E, nécessairement sphérique, telle que vecty (E?) = daf. On prend ensuite
une boule B? de A centrée en un point de E¥, suffisamment petite pour étre contenue
dans le résidu de E. A nouveau par le lemme (5.3.3), il existe une facette F de trace
ouverte dans D(af) N B%. F contient F dans son adhérence puisque Bf est dans le
résidu de F.

Preuve de (ii). Il est clair que dans un espace vectoriel, 'enveloppe convexe de la
réunion d’un cone générateur et de son opposé, est ’espace tout entier. Ceci justifie le
premier point concernant le mur relatif. Ainsi, convy (F% U —E?) contient déja dof et
un vecteur v qui pointe vers D(a?) et complete une base de vecty(daf) en une base
de A", Par conséquent, conva (F? U —E%) = conva (0af URZv) = D(ak). O

5.5.3. Partie de racines associée a une racine relative réelle. — A une racine
relative, peut étre associée une partie de racines (au sens initial) de A.

Définition. — Soit a une racine relative quelconque du sous-espace générique A? de
I’appartement jumelé A. Alors @, désigne I’ensemble des racines de A dont la trace
sur A" vaut D(af).

d.: = {fe®|D(B) NA" = D(a?)}.

Dans la situation d’un jumelage de groupe, on va pouvoir associer a une racine
relative réelle, un groupe radiciel relatif, en vertu du résultat suivant.

Lemme — Sia est une racine relative réelle, la partie de racines ® . est nilpotente.

Démonstration. — On se donne une chambre et une cloison relatives qui définissent
D(a?) : F' > E". Soit 3 une racine de ®:. Déja, 83" contient EY. Puisqu'un mur
est une réunion de facettes, 93 contient E puisqu’il 'intersecte. Pour la méme raison,
inclusion F% C % implique que § contient la facette F' et donc tout son résidu. Soit
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D une chambre de ce résidu. On vient de montrer que 3 était dans @™ (E% U —E%)p
qui est une partie nilpotente. Donc @4 est une partie prénilpotente. Enfin, on peut
voir aussi ®,: comme l'ensemble des racines nulles sur daf et positives sur D(a?).
C’est un ensemble clos. O
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CHAPITRE 6

DECOMPOSITIONS DE LEVI
DANS LES DONNEES RADICIELLES JUMELEES

On se place maintenant dans la situation ou les immeubles considérés proviennent
de groupes. En fait, on va tres vite considérer le cas d’une donnée radicielle jumelée.
Il s’agit de mettre en évidence des décompositions de Lévi, au sens combinatoire du
terme. On peut le faire pour deux classes de sous-groupes. D’une part, les sous-groupes
paraboliques possedent une décomposition de Lévi. Cela provient de la généralisation
d’un raisonnement de V. Kac et D. Peterson pour les groupes de Kac-Moody com-
plexes, une fois qu’on a fait une remarque simple sur la combinatoire des systéemes
de racines des groupes de Coxeter. Il faut néanmoins requérir un axiome légérement
plus fort que 'axiome du commutateur des données radicielles jumelées, si on veut
dévisser les sous-groupes paraboliques non sphériques (6.2). D’autre part, beaucoup
de groupes fixant des points dans les immeubles de chaque signe se décomposent éga-
lement (ce qui au passage permettra de les voir comme des groupes algébriques dans
le cas Kac-Moody). La démonstration de la décomposition de Lévi dans ce cas est plus
géométrique que dans le précédent. Dans tous les cas, les interprétations géométriques
sont intéressantes.

6.1. Immeubles de groupes

On va compléter la description des réalisations coniques de jumelages dans le cas
ol ceux-ci proviennent d’un groupe c’est-a-dire d’'une B N-paire jumelée, voire d’une
donnée radicielle jumelée. On se donne donc pour l'instant une BN-paire jumelée
(G, B4+, B_,N,S) a laquelle est associé le jumelage J = ((Z4,d4), (Z—,d_),d*). La
réalisation géométrique de J systématiquement utilisée dans ce chapitre sera la réa-
lisation conique |J|co-

6.1.1. Action du groupe. — On a ensemblistement 7, = G/B; et I_ = G/B_.
Soient Cy = g4+ B4 et C_ = g_B_ deux chambres opposées. Par définition de la codis-
tance dans ce cas, on a gj_lg, = byb_, pour b dans B,. Soit encore g, b, = g_b_".
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En notant g cette valeur commune, il vient gBy = g+By et gB_ = g_B_. Ce
raisonnement purement combinatoire montre que les paires de chambres opposées
sont toutes de la forme {gB;;¢gB_} pour un méme élément g de G. Comme c’est
a partir de ces paires que sont définis les appartements jumelés, on voit que ’en-
semble des appartements jumelés est {gA}seq ot A est Pappartement jumelé stan-
dard A = {wBy }wew U{wB_},ew. Alnsi les appartements de la réalisation conique
du jumelage se déduisent les uns des autres par 'action d’un élément de G.

Soit CU—C = gA une identification vectorielle pour ’appartement gA. Alors,
pour tout élément h de G, ’application composée CU—C —— gA LN hgA est a nou-
veau une identification vectorielle qui est unique & isomorphisme linéaire pres, d’apres
le lemme (5.3.1). Cette remarque justifie les assertions telles que la transformée de
Pextension vectorielle (respectivement I’enveloppe convexe) d’une partie d’un appar-
tement jumelé est 'extension vectorielle (respectivement 1’enveloppe convexe) de la
transformée de la partie (dans Uappartement jumelé transformé). On résume cela en
disant que action de g est vectorielle (respectivement respecte les barycentres). On
peut aussi utiliser ce qui a déja été fait & la section (4.2) et qui concerne les calculs de
stabilisateurs ou fixateurs de points ou de facettes. Dans la réalisation conique, toutes
les facettes combinatoires sont représentées. Par conséquent, tous les sous-groupes
paraboliques apparaissent comme fixateur d’un point ou d’une facette de I'immeuble.

6.1.2. Action des sous-groupes paraboliques. — On va justement s’intéresser
a l’action d’un sous-groupe parabolique sur 'immeuble.

Lemme — Soit F une facette dans un jumelage |J|co provenant d’une BN -paire
jumelée. Alors, P(F) opére transitivement sur les appartements contenant F, et donc
sur les extensions vectorielles de cette facette.

Démonstration. — 1l suffit de considérer le cas d’une facette standard F7. On se donne
A’ = gA un appartement contenant Fy. Alors, g~1(F7) est une facette de type I de
I’appartement A, elle peut étre ramenée sur F; par un élément de W : il existe n dans
N tel que ng=!(F;) = Fr. Do : ng~? fixe F;. On en déduit que g vaut pn avec p
dans P(F7), et donc que A’ = pA est un transformé par P(F7) de A. O

6.1.3. Définition géométrique de certains sous-groupes remarquables

Pour obtenir une famille plus riche de sous-groupes de G, nous supposons désormais
que la BN-paire jumelée et le jumelage J = ((I+, dy), (Z-,d-), d*) proviennent
d’une donnée radicielle jumelée (G, (Ua)ae(p) pour G. Nous nous donnons une facette
F de |J|co contenue dans un appartement jumelé A. La donnée de cet appartement
jumelé détermine un systeéme de racines, et donc une famille de sous-groupes radiciels.

Définition. — Soit F' une facette dans un appartement jumelé A de |7 |co-
(i) N(F) désigne le fixateur de la facette F' dans N.
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(il) M(F) désigne le fixateur de la facette F' et de son opposée —F dans A.

(iii) Si D = wC¢ est une chambre de A de signe € donné, U(D) désigne U(D) :=
nwUengt. Pour toute facette F, U(F) est I'intersection des groupes U(D) sur les
chambres D de A qui contiennent F' dans leur adhérence.

Remarquons que ces notations sont ambigués dans la mesure ol elles ne rendent pas
compte du choix d’appartement jumelé fait pour donner ces définitions. En fait, ces
dépendances seront fortement atténuées par la suite. On peut aussi donner d’autres
définitions de ces sous-groupes.

Lemme

(i) P(F) est engendré par H et les sous-groupes radiciels U, pour les racines o
contenant F' dans leur adhérence.

(il) N(F) est le sous-groupe engendré par H et les éléments m(u) pour u dans les
sous-groupes radiciels indexés par les racines contenant F' dans leur mur. Son quotient
modulo H est le sous-groupe W(F) de W engendré par les réflexions fizant F.

(iii) M(F) est intersection de sous-groupes paraboliques opposés : M (F) = P(F)N
P(-F).

(iv) Si F' est sphérique, le groupe U(F') est intersection des deuz sous-groupes U(C")
et U(C") pour C' et C" deux chambres opposées dans le résidu de F.

Démonstration. — (iii) est évident puisque le fixateur d’une facette F’ est précisé-
ment le sous-groupe parabolique P(F"). Le point (iv) a déja été vu combinatoirement
puisque dans une BN-paire raffinée, pour une partie sphérique I, le sous-groupe
Ui n w1U+wI_1 est dans tous les sous-groupes U, N wU w™!, avec w dans Wy et
wr élément de plus grande longueur dans Wi (voir (1.2.3) (iv) c).

Preuve de (i). En conjuguant par un élément de N, on se rameéne & une facette
standard Fy. On regarde la décomposition de Bruhat fine de P(Fy).

P(F)= |] Uy nwU_w HwHU,.
weWr

w est la classe modulo H d’un produit d’éléments m(u) relevant les réflexions simples
s de I. De tels m(u) sont dans U_, U, U_,,. Ainsi, compte tenu de (1.5.2) et (3.5.4),
P(Fy) est engendré par les U, avec « positive et les Uy,, avec s dans I. Les racines
du second type contiennent F; dans leur mur, celles du premier type contiennent la
facette F1 dans leur adhérence puisqu’elles contiennent C'. Ceci montre que P(F7) est
dans le groupe engendré proposé. Réciproquement, P(F7) contient les U,, et les classes
s pour s dans I. Par conséquent, il contient U_,, = sU,, s~ ! et plus généralement

1 avec w dans Wy, qui sont les groupes radiciels indexés par les

tous les wU, w™
racines contenant F; dans leur mur. L’inclusion des autres groupes radiciels proposés
est encore plus évidente puisque P(F;) contient U,..

Preuve de (ii). N opere sur A via W son quotient modulo H, et H est le fixateur de

A. Ceci justifie la seconde assertion parce qu’on est ramené a des propriétés connues
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de l'action de W sur le cone de Tits. Pour chaque élément u non trivial de U,, on
sait que m(u) releve modulo H la symétrie par rapport au mur de, et que le fixateur
d’une facette F' dans W est précisément le groupe engendré par les réflexions dont le
mur contient F'. O

6.1.4. Décomposition de 1’action d’un sous-groupe « unipotent ». — Nous
finissons par un lemme qui décompose 'action de 1’élément d’un groupe U(F') pour
une facette F' d’'un appartement jumelé A. Il faut revenir tout d’abord a un peu de
combinatoire des BN-paires raffinées, avec un lemme dii a Kac et Peterson. Pour cette
raison, on conserve I’hypothese selon laquelle le jumelage J provient d’une donnée
radicielle jumelée (G , (Ua)a€q>). J.-Y. Hée m’a fait remarqué que ce résultat est valable
pour toute BN-paire raffinée.

Lemme — Soient w et w' des éléments de W. Alors, on a la décomposition suivante :
Uy N (ww') U pww
= (Uy N (ww") U w0’ N~ U_w') - (Uy N (ww’) " U ww’ N~ U w").
Démonstration. — On a d’apres (1.2.3) :
(%) Uy = (U N’ U_w') - (Uy N~ UL W),
mais aussi :
w U w = (wUywNUZ) - (w Uwn Uy).
En conjuguant par w'~!, il vient :
(##) (ww') U ww’ = ((ww) ™ Uyww nw' = U-_w')- (ww') " Upww’ Nw'~ U w').

Soit u dans Uy N (ww') " U ww’, alors (x) et (xx) fournissent respectivement les
décompositions : u = v/v" = w/u”. On a alors (v/)~1u/ = v”(u”)~1. Or, (w')~1U_w'N

(w) LU 0w = (W) Y (UL NU_)w' = {1}, donc on a v’ = v’ et v = u". O

Remarquons qu’aucune hypothese de longueur n’est faite dans ce lemme. Un co-
rollaire de ceci est le résultat suivant.

Corollaire. — Si Fy est une facette sphérique standard de J et si z est un élément de
W, alors :

U(F) = (UF)N 2027 - (U(F) N2U_271).

Démonstration. — On sait que U(Fy) = Uy Nw; 'Uywy, avec wy élément de plus
grande longueur de W;. Donc il suffit de s’arranger pour avoir ww’ = wy et z = W',
ce qui est réalisé avec w = wrz~ ! et w' = z. O

On paraphrase géométriquement ce corollaire avec ce qui suit.
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Scholie — Soient F' et F' deuz facettes dans un appartement jumelé A d’un jumelage
de groupe |J |co, avec F' sphérique. Alors, tout élément de U(F) s’écrit u = u'u”, o u’
et u” sont tous deuzx dans U(F) et v’ fize la facette F’, alors que v fize son opposée
dans A.

Justification. — Par conjugaison par un élément de N, on se rameéne au cas ol F' est
la facette standard sphérique Fj. Il suffit alors de choisir une chambre contenant F”
dans son adhérence. On utilise le lemme en écrivant cette chambre sous la forme zC,
pour z dans W. O

6.2. Décomposition de Lévi des sous-groupes paraboliques

La premiere classe de sous-groupes qui se distingue dans une BN-paire est bien
entendu formée des sous-groupes paraboliques. Ces sous-groupes possedent effective-
ment une décomposition de type Lévi dans le cadre des données radicielles jumelées,
mais la preuve de ce fait n’est déja pas une trivialité, au moins dans la mesure ou la
preuve de la décomposition des sous-groupes de Borel B, en produit semi-direct de H
et U. met en ceuvre la technique assez élaborée et abstraite des ensembles ordonnés.
La démonstration des décompositions de Lévi dans les groupes de Kac-Moody a été
faite par Kac et Peterson. Nous proposons ici une géométrisation et une généralisation
au cas des données radicielles jumelées.

Nous nous donnons un groupe G muni d’une donnée radicielle jumelée (G , (Ua)aeq>)
indexée par les racines d’un groupe de Coxeter W. Cette donnée s’accompagne immé-
diatement des objets habituels : By et B_ les sous-groupes de Borel, H 'intersection
des normalisateurs des sous-groupes radiciels, N le sous-groupe relevant le groupe
de Weyl modulo H; mais aussi la réalisation conique |J|co du jumelage associé
J = ((I-i-a d+)’ (I—a d—)’ d*)

Jusqu’a la fin du chapitre, nous allons faire un usage répété des résultats d’écriture
unique de certains sous-groupes et de certaines parties des groupes a données radi-
cielles jumelées, en les combinant & la décomposition de Birkhoff. Rappelons que nous
avons les décompositions suivantes (avec écriture unique dans le membre de droite de
chaque égalité).

B.B_.=U.HU_., B_wB, = (U_.NwU_w YwHU,,
BawB. = (U NwU_w  YwHU. et UnwU_aw™ =[] U,

aced 1

pour tout signe €, tout élément w de W et tout ordre cyclique sur la partie ®,-1 =
O Nwd_. Les trois premiéres décompositions proviennent de (1.2.3) et (1.2.4), appli-
cables & une donnée radicielle jumelée par (3.5.4) et (1.5.4). La derniére décomposition
provient de (1.5.2)(iii) et (3.5.4).
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Enfin, en nous référant & des parties de racines introduites en (5.4.2), nous ferons
intervenir ’hypothese de travail suivante, déja évoquée alors.

(DRJ1)1in. Pour toute paire prénilpotente de racines {«; 8}, le groupe des commu-

tateurs [Uy, Ug] est inclus dans le groupe U)o, g, engendré par les racines de Jo; B[iin. .

lin.

Cet axiome (DRJ1)j,. n’est rien d’autre qu’un renforcement de 1’axiome (DRJ1)
des données radicielles jumelées (1.5.1). Il est plus fort a priori en vertu de 'exemple
hyperbolique de paire prénilpotente donné en (5.4.2).

6.2.1. Préliminaires combinatoires. — Nous fixons une standardisation
(A,C,—C) par rapport & laquelle toutes les racines et tous les signes seront dé-
finis. Nous allons prouver des résultats techniques concernant des groupes définis
provisoirement, d’ou la restriction aux seules facettes standard.

Définition. — Soit F'; une facette standard de A.
(i) G(Fy) désigne le sous-groupe engendré par H et les sous-groupes radiciels in-
dexés par O™ (Fy).

G(Fy) = (H,(Ua)acom(r))):

(ii) V(Fy) est le plus petit sous-groupe normal de U, contenant les sous-groupes
radiciels U, pour o dans & ~ ®™(Fy).
(ili) On définit enfin V4 := (U, | @ € @™ (Fy)4), et Uy 4+ := M(Fy) N Ux.

Ces sous-groupes vont intervenir dans la décomposition de Lévi de P(F7) en s’iden-
tifiant aux sous-groupes remarquables définis géométriquement en (6.1.3). Pour l'ins-
tant, voici un énoncé préliminaire qui les distingue encore :

Lemme — Soient F; une facette standard de Uappartement jumelé A de | J|eo et s
dans J.

() U(Fy) N M(Fy) = {1},

(ii) Pour toute racine o de ®™(Fy)4 ~\ {as} (respectivement 4 ~ ®™(Fy)), les
intervalles [o; asfiin. €t [o; —asfiin, sont dans @™ (Fj)4 \ {as} (respectivement @4 ~
o™ (Fy)).

(iii) Si Fy est sphérique, les mémes assertions restent eractes en omettant les
indices ;. dans les intervalles.

(iv) Si Fy est une facette sphérique ou si la donnée radicielle jumelée vérifie
Paxiome (DRJI1)yn., alors G(Fy) normalise V(Fy).

Les démonstrations proposées sont encore combinatoires et sont dues a Kac et
Peterson modulo la généralisation au cas des données radicielles jumelées. Cette gé-
néralisation s’appuie sur le fait que si on se donne deux racines «, § distinctes et non
opposées, sur les quatre paires {Z«; (4}, deux au moins sont prénilpotentes, d’apres
le lemme (5.4.2). Passons maintenant a la preuve du lemme.
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Démonstration. — Preuve de (i). D’apres linclusion M (Fy) C P(—Fy), il suffit de
montrer que P(—F;) NU(Fy) = {1}. On sait que l'intérét de la structure de BN-
paire raffinée est qu’elle se transmet aux sous-groupes paraboliques. Le sextuplet
(P(—FJ), N(Fy),U_,P(—F;)NU4,T, J) posséde donc une telle structure. Or dans
ce cas, l'intersection des conjugués du second sous-groupe unipotent maximal par les
éléments du groupe de Weyl est triviale, par (1.2.3) (v). Ceci s’écrit :
N w(P(—=F)nU )w™" ={1},
weW;

soit P(—F7) N Nyew, nwlUing' = P(=F;) NU(F;) = {1}.

Preuve de (ii). Remarquons d’abord que les deux ensembles ®™(Fj)y \ {as} et
@4\ ®™(Fy) sont stables sous s, tandis que sas = —a. Ceci permet de se contenter
de prouver les assertions

Vae @™(Fr)y ~{as) o5 asfinC @™ (Fr)+ \ {as}

et
Vae d, N O"(F)) [o;asin.C @4\ O (Fy),

car le reste en découle en transformant par s les parties de racines en question. L’in-
terprétation en termes de formes linéaires rend les assertions qui restent immédiates.

Preuve de (iil). La remarque préliminaire du point précédent reste valable en omet-
tant jin..

On se donne a dans ™ (Fy)4 \ {as}. Alors, o N ay contient la chambre standard
C, et (—a) N (—as) contient son opposée w;C dans le résidu de F; dans A (ni «, ni
as ne peut contenir F; qui est dans le mur de chacune de ces racines). Ainsi, une
racine 3 dans [«; 5] contient C et vérifie —3 D w C, ce qui implique aussi 98 D Fj.
Ceci prouve la premiere assertion.

On se donne o dans &, ~ ®™(Fy). Alors, o contient le résidu de F; dans A.
Ainsi, une racine § dans [a; a;] contient déja 'intersection de a; avec ce résidu. En
particulier, 8 contient C' : 3 est dans ®. Si 8 ne contient pas plus que ce demi-résidu
sphérique, son opposée contient w;C, et 3 est dans ®™(F), tout en laissant la méme
trace que ag sur R(Fy). Ceci implique 8 = «s. Si 8 contient plus, par convexité
elle contient tout le résidu, et donc n’est pas dans ®™(F), ce qui prouve la seconde
assertion.

Preuve de (iv). Pour chaque s dans J, on note G := G(Fyq) = (H,Uq | a = Fay).
On fixe un tel s et on va montrer que G, normalise V(F}), le résultat en découlera
puisque s est quelconque dans J.

(1) Présentation de V(Fy) sous une forme adaptée
On définit

U= (uru™" |u € U,,, © € Uy, a € D™(Fy)3 ~ {as})
et
V= (uzu ' |u €U,,, v € Uy, a € &4 \ O™ (Fy)).
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Puisque ® = (& O™ (F;))U (2™ (Fy)+ ~{as}) U{as}, Ut est engendré par les
groupes U, V et U,,, et méme Uy = U, (U, V). Ceci montre qu’on peut voir V(FY)
comme le sous-groupe engendré par les éléments uvu ™

(2) Il suffit de montrer que G5 normalise U et V
Tout a été fait pour que U,, normalise ces sous-groupes. Par définition, H =
Naca Na(Us) normalise clairement U et V. On finit en montrant que s normalise U
et V. On se donne donc n dans s = nH, et on montre que n normalise U et V.

(3) Normalisation de U par s

Lavec u dans U, , x dans U, et a dans @™ (F;) 1 ~{as}.
1

s

avec u dans U et v dans V.

Partons d’un générateur uzu~
est
dans Ujasa, [j;,. - Ua- Or d’apres (ii), [a; agiin. est dans @™ (F7) 4 N {as}, qui est stable
In=1 g%écrit comme produit d’éléments de Ug, avec 3
dans ®™(Fj)+ \ {as}, donc que c’est un élément de U. Dans le cas sphérique, le fait

Premier cas : {as;a} est prénilpotente. Alors, par 'axiome (DRJ1 )y, uzu™

par s. Ceci montre que nuxu™ n~
de pouvoir omettre les indices 13, d’apres (iii), permet d’utiliser ’axiome (DRJ1) sans
recours a l’axiome plus fort (DRJ1)jy..

Deuxiéme cas : {as;a} n’est pas prénilpotente mais v = 1. Il suffit d’invoquer la
stabilité sous s de I’ensemble de racines ®™(Fy)+ \ {as}, sans distinction de cas.

Dernier cas : {as;a} n’est pas prénilpotente et u # 1. D’aprés la remarque pré-
cédant la démonstration, la paire {—as;a} est, elle, prénilpotente. Puisque u # 1,
il existe v’ et u”’ dans U_,, tels que m(u) := v'uu” est dans s = nH. On sait que
{—as;a} est prénilpotente, et par (i) on a Jo; —as[ C @™ (Fy)1 \ {as}. Ainsi, par
Paxiome (DRJ1)yn., (u”) " zu” est dans Uy - Ujg;—a,
est dans Ug.(_q,) = Ua, et h :=nm(u) est dans s> = H. Finalement

. En outre, v := n(v/)"tn~1

lin.

nuzu”'n"t = vh(u")tzu"h 0Tt € WU, - Uai—a.] vt

lin.
nuzu~'n~! est bien dans U. Si F; est sphérique, on peut faire le méme raisonnement
sans recours & (DRJ1)ji,. et en omettant les indices iy,
Le cas de V se regle de la méme fagon, a partir des assertions des points (ii) et (iii)

non encore utilisées (concernant & ~ ®™(Fy)). O

6.2.2. Décomposition de Lévi des sous-groupes paraboliques. — Nous pou-
vons maintenant passer a la décomposition de Lévi des sous-groupes paraboliques.
Il est & noter que la facette fixée n’est pas nécessairement sphérique (a condition de
supposer l'axiome (DRJ1)jy,.). Ce résultat n’est pas seulement un dévissage, mais
propose aussi deux présentations différentes des groupes qui interviennent dans cette
décomposition.

Théoréme — Soit | T |co le jumelage conique d’une donnée radicielle jumelée. Soient
F une facette et A un appartement jumelé qui la contient. On note —F la facette
opposée a F dans A. On suppose que F' est une facette sphérique ou que la donnée
radicielle jumelée vérifie Uaxiome (DRJ1)yy.. Alors, P(F') posséde la décomposition
sutvante.

P(F) = M(F) x U(F).
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Chacun des groupes M(F) et U(F) posséde une définition géométrique et une défini-
tion abstraite.

M(F) est le fivrateur de F'U —F, et c’est aussi le groupe engendré par H et les
sous-groupes U, tels que le mur O contient F.

U(F) est lintersection des groupes U (D) pour les chambres D de A qui contiennent
F dans leur adhérence, et c’est aussi pour toute chambre D dans le résidu de F', le
plus petit sous-groupe normal de U(D) contenant les sous-groupes radiciels U, pour
a contenant F'.

En outre, pour toute chambre D dans le résidu de F, M(F)NU(D) est le sous-
groupe engendré par les groupes radiciels U, tels que a contient D et Qo contient F.

Démonstration. — 11 suffit une fois encore de prouver le résultat pour une facette
standard.

(1) Identifications de U(Fy) a V(Fy), de Vi+ a Uy

D’aprés le lemme précédent, G(Fy) normalise V(Fy). Puisque N(F;) est dans
G(Fy) par le lemme (6.1.3), on a donc pour tout w de Wy

wV (Fy)w™ =V (F;) CwlUsw™,

ce qui implique V(Fj) C U(Fy). D’autre part, il est clair que pour toute racine
positive a nulle sur F;, U, est inclus dans P(Fy)NP(—Fy); d’ou V; 1 C Uy 4. Enfin,
U(F;)NUy+ est inclus dans U(F;)NM (Fy), qui vaut {1}, d’apres le lemme précédent.
Comme Uy =V; 4 V(F;) CUyy -U(Fy) = Uy, on a donc :

Vie=Usqr et V(F;)=U(Fy),

ce qui nous permet déja d’oublier la lettre V' pour les groupes provisoires.

(2) Décomposition de Lévi

D’apres ’écriture des doubles classes dans un groupe a donnée radicielle jumelée,
on sait que P(Fy) est engendré par les HU, pour @ D F;. Puisque G(F) normalise
U(Fy), on peut écrire P(Fy) = G(Fy) - U(Fy). De plus, G(Fy) NU(Fy) C M(Fy) N
U(Fj) ={1}. Donc P(Fy) = G(Fy)-U(Fy) est en fait un produit semi-direct. Enfin,
M(F;) D G(Fy) et M(F;)NU(F;) = {1} impliquent un autre produit semi-direct :
P(FJ) = G(FJ) X U(FJ), et l’égahté M(FJ) = G(FJ) O

Ce théoreme généralise les résultats exposés dans le livre de M. Ronan sur les
immeubles sphériques possédant la propriété de Moufang ([Ron89], théoreme (6.18)),
et la preuve des décompositions de Lévi dans le cas Kac-Moody en caractéristique 0
([Kac-Pet84], proposition (4.6) p.195). Une référence pour un traitement abstrait
de ce genre de probléme est le théoreme (2.13) de ([Hée93], texte 6).

Nous pouvons commencer a faire quelques interprétations géométriques qui vont
rendre plus visuelles les preuves a suivre.
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6.2.3. Compléments et interprétations immobilieres. — Les précisions que
nous allons apporter consistent essentiellement & décrire I'action des groupes inter-
venant dans une décomposition de Lévi, a atténuer la dépendance en 'appartement
choisi pour les définir et a mettre en évidence la transmission de la structure de donnée
radicielle jumelée aux facteurs de Lévi.

Proposition — On se place dans la méme situation que celle du théoréme précédent.
(i) Un appartement contenant F et —F se déduit de A par Uaction d’un élément
de M(F).

(ii) M(F) est le fitateur de lextension vectorielle de F' dans A.

(M(F), (Ua)acom(ry) est une donnée radicielle jumelée.

(iii) U(F) opére simplement transitivement sur les extensions vectorielles de F' (ou
sur les facettes opposées) dans les appartements qui la contiennent. U(F) ne dépend
que de F et pas de A.

(iv) Si F' est une facette sphérique, la donnée de toute chambre C' de méme signe
dans A fournit une décomposition de Birkhoff de M(F) (et de P(F)) en doubles
classes incluses dans celles de G pour le méme choix de chambre. Toutes les chambres
de méme projection sur F' conduisent a la méme décomposition. Si F est positive et
si wr est ’élément de plus grande longueur de W (F), la partie négative de la grosse
cellule est U(—D) NwrU(D)wy', avec D = proj C.

Démonstration

Preuve de (i). Sans nuire & la généralité du résultat, on suppose que F est la
facette standard Fj. Soit A" un appartement qui contient —Fj. On sait par (6.1.2)
que cet appartement s’écrit A’ = pA avec p dans P(Fy). p(—Fy) est une facette qui
est opposée & Fy et qui est dans A’ contenant —Fy : p(—F7) est nécessairement — Fy.
Par conséquent, p fixe aussi —Fy, donc est en fait dans M (Fy).

Preuve de (ii). Il est clair que le fixateur de l'extension vectorielle vecty (F') est
nécessairement dans M (F) puisque F et —F sont dans cette extension vectorielle.
Réciproquement, H fixe 'appartement tout entier, et pour chaque racine «, le groupe
radiciel U, fixe le demi-espace a Ll da. D’ont I'inclusion réciproque.

Pour la structure de donnée radicielle jumelée, il est suffisant par conjugaison de
considérer une facette standard Fy. Par le lemme (5.1.5), ®"(Fy) est en bijection
naturelle avec le systéme de racines de W;. Cette observation et le fait que M (F7) est
engendré par H et les sous-groupes U, pour « dans ®™(Fy), montrent que les pro-
priétés de la donnée radicielle jumelée (G, (Ua)aca) font de (M (F7), (Ua)acam (r,))
une donnée radicielle jumelée.

Preuve de (iii). Soit vectss (F') une extension vectorielle de F' dans un apparte-
ment A’ qui la contient. On sait que A’ = pA pour un élément p de P(F). D’apres
la décomposition de Lévi, p = u - m avec m dans M(F) et u dans U(F). Donc,
vecty (F') = uvecty(F). (Une extension vectorielle s’envoie bien sur une extension
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vectorielle car les g operent vectoriellement d’appartement jumelé a appartement ju-
melé). Ceci montre que U(F) agit transitivement sur les extensions vectorielles de F.
L’intersection triviale M(F) N U(F) = {1} implique que l’action est libre, puisque
M (F) est précisément le fixateur de vecty (F).

Soit maintenant A’ un autre appartement contenant F'. Par (6.1.2), on sait qu’on
peut le déduire de A par Paction d’un élément p qui fixe F. Ainsi, & partir de A/,
on définit le sous-groupe engendré par les conjugués par p des groupes radiciels de
départ. Puisque ces sous-groupes sont tous deux distingués dans P(F'), ils coincident.

Preuve de (iv). Remarquons d’abord que ®™(F) est ®™(F U —F). On peut donc
appliquer (5.4.5)(vi) & Q = F U —F, ce qui fournit ®™(F)p = ®™(F U —F)¢ par la
preuve de cette référence. Cet ensemble ne dépend que de D.

U(—D)NwrU(D)wy" est le produit interne dans tout ordre cyclique des U_,, pour
a dans @™ (F)p, par (1.5.2)(iii) et (3.5.4). C’est en particulier le sous-groupe engendré
par ces sous-groupes radiciels. (M (F), (Ua)ae.:pm( F)) est une donnée radicielle jumelée
indexée par le systéme de racines fini ™ (F), par (ii), et pour lequel ®™(F)p est un
systéme positif. La décomposition de Birkhoff de M (F) s’écrit donc

MF) = || ( I1 U,a)wH( I1 Ua)
weW(F) "y epm(F)p acd™ (F)p
= U (U=D)nwpU(D)wz")wH (U(D) NwpU(—D)wgp"),
weW (F)
et on obtient celle de P(F') en multipliant par U(F). O

Le point (ii) met en évidence des petites données radicielles jumelées a l'intérieur
d’un groupe possédant déja cette structure. Cela incite a regarder le volet géométrique
de cette mise en évidence. Voici tout d’abord deux définitions.

Définition. — Soit A un appartement jumelé contenant les facettes opposées F (po-
sitive) et —F (négative). On désigne F'U (—F') par (.

(i) Ja est la réunion disjointe du résidu de F' dans 'immeuble positif |Z |, et du
résidu de —F dans I'immeuble négatif |Z_|.

(ii) |Jalco est la réunion des facettes ouvertes de |7 |co contenues dans les chambres
de Jq et dont le type est inclus dans celui de F'.

Les objets ainsi définis sont tout logiquement liés au jumelage de M (Q).

Lemme
(i) Ja est un jumelage pour les W-distances et la codistance de J restreintes.
(il) Ja est isomorphe au jumelage de la donnée radicielle jumelée associée ¢ M ().
(iii) Les appartements jumelés de Jq sont en bijection avec les appartements ju-
melés de |J|co contenant Q.
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Remarques

(1) Les deux définitions ont un sens dans un jumelage sans qu’il provienne d’'un
groupe, et le premier point de ce lemme est vrai dans cette situation plus générale.

(2) |Jalco représente Jo dans le sens ot on lit géométriquement les s-adjacences,
Popposition ou la structure simpliciale de Jq dans le gros jumelage |7 |co-

Démonstration

Preuve de (i). 11 est connu que le résidu d’une facette est un immeuble (2.3.4).
Les deux premiers axiomes d’un jumelage se restreignent trivialement ; dans I’axiome
d’existence (JU3), ’élément réalisant les deux contraintes de distance et codistance
est dans la réunion des résidus, précisément d’apres la contrainte de distance.

Preuve de (ii). On choisit dans A une chambre standard contenant F dans son
adhérence, et on désigne par J le type de F. Cela définit pour chaque signe € un
sous-groupe de Borel dans M (), qu’on note B(92). L’immeuble positif de M () est
ensemblistement égal & M (Q)/B+(f2). Pour chaque w € W, M () contient le sous-
groupe U, de G. Par unicité d’écriture dans les doubles classes (1.2.3) — appliquée a
M (), les chambres & distance w € W de la chambre standard B, (£2) sont en bijec-
tion avec U, qui d’aprés (1.5.2) et (3.5.4), est le le méme dans G et dans M (Q2). La
méme remarque appliquée aux chambres a distance w € W de la chambre standard
By de J établit une bijection entre le résidu de F' et 'immeuble positif de M (),
entre le résidu de —F et 'immeuble négatif de M () : il suffit de faire varier w et
le signe. La coincidence des relations d’adjacence et de I'opposition vient de ce que
pour le choix d’'une méme chambre, les traces des décompositions de Bruhat et de la
décomposition de Birkhoff de G sur M () sont les décompositions correspondantes
de M(Q).

Preuve de (iii). Ce point provient du fait qu'un appartement jumelé est entiere-
ment déterminé par une paire de chambres opposées qu'il contient, (2.5.3)(i). Tout
appartement jumelé de Jq fournit une paire de chambres opposées dans Jq, donc
une paire de chambres opposées dans 7, et finalement un appartement jumelé bien
déterminé de J qui contient 2. Deux appartements jumelés de J de méme trace sur
Ja contiennent une méme paire de chambres opposés, et sont donc égaux. O

Remarque — Si on veut considérer le point de vue simplicial des facettes et des
translatés de sous-groupes paraboliques standard, l'isomorphisme entre I'immeuble
de la petite donnée radicielle jumelée (de signe €) et I'immeuble résidu de ¢F' est
donné par :

gBe(Q)WKBE(Q) — gBWgkDBe, g€ M(Q)v K C type(F).
6.2.4. Systemes de racines entiers. — Il s’agit maintenant de fournir une gé-

néralisation combinatoire, motivée par la condition (DRJ1)j;,. qui apparait pour les
décompositions de Lévi des sous-groupes paraboliques généraux. Ces considérations
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vont permettre de formuler plus précisément le théoréme de descente (chapitre 12),
qui concerne des groupes de Kac-Moody non déployés. L’idée est d’indexer la combi-
natoire d’'une donnée radicielle jumelée par un systeme de racines ou le point de vue
des formes linéaires est privilégié, car plus précis que la géométrie des demi-cones de
Tits. On va autoriser la coexistence de racines proportionnelles; précisément, on va
travailler avec des racines doubles.
Définition

(i) Une prébase de racines est un quadruplet B = (S, V, (as)ses, (7s)ses) ou S est
un ensemble, V' est un R-espace vectoriel, (as)ses est une base de V et ry est une
réflexion de vecteur ag, i.e., il existe une forme linéaire s sur V qui vaut 2 sur oy et
qui définit 75 par 75(v) = v — ps(v)as pour tout v.

(ii) La matrice de Cartan de B est la matrice A := [Ag = ps(ar)]stes-

(iii) Le groupe de Weyl de B est le groupe de Coxeter W défini par la présentation

W= (s | (st)™ "),

ou mg; est l'ordre de 75 o r; comme automorphisme linéaire de V.
(iv) W opere sur V via la représentation p : s — 7, et les racines de B sont les
éléments de I'ensemble @ := {w(a;) := p(w)(as) |w € W, s € S}.

Remarques

(1) Dans le cas d'une matrice de Cartan entitre, le réseau P, g Zas est stable
sous 'action de W, et par conséquent contient ®.

(2) 11 peut étre utile de travailler sur des quadruplets (S, V] (as)ses, (s)ses) ou
(as) est simplement une famille libre de V. On se rameéne alors & une prébase en
considérant le sous-espace vectoriel engendré par cette famille.

(3) De nombreux auteurs ont proposé des axiomatiques de systémes de racines
infinis. Une comparaison s’impose, d’autant plus qu’on va se servir de résultats de
deux de ces références. R. Moody et A. Pianzola dans [Moo-Pia95] ont considéré
des systémes qui admettent une géométrie dont on s’est inspiré pour la section (5.2), et
qui permettent de définir des sous-systéemes avec permanence de structure. La notion
de prébase telle qu’elle est présentée ci-dessus est due a J.-Y. Hée, qui la définit dans un
cadre plus général. Les références pour les prébases (et bases) de racines sont [Hée90)|
et [Hée91], o 'on travaille sur des anneaux commutatifs totalement ordonnés. On va
se servir de certains points de ces articles pour faire un lien avec le chapitre 5. Enfin,
N. Bardy dans [Bar96] définit une axiomatique tres générale qui autorise 'usage des
coracines, et permet de manipuler des racines imaginaires simples. Nous n’aurons pas
besoin de cela, et comme pour le travail de J.-Y. Hée, nous ne considérerons qu’un cas
bien particulier obéissant a cette axiomatique. Cette référence sera pourtant sollicitée
dans le résultat de descente, pour décrire finement le groupe des points rationnels d’'un
groupe de Kac-Moody presque déployé. Elle fournit en effet un résultat important de
passage au quotient, qu’on utilisera & la sous-section (12.6.2).
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Si W est une partie de V', on note ¥, la partie des éléments de ¥ a coordonnées
toutes positives ou nulles dans la base (as)ses. On note ¥_ lopposée de ¥,. La
condition qui fait une base d’une prébase est la généralisation d’une propriété bien
connue des systemes de racines finis.

Définition

(i) Une prébase de racines B est une base de racines si sa matrice de Cartan est
entiere et si @ =P, U D_.

(ii) Un systéme de racines entier (pour B) est une partie ¥ de V, stable sous
wco Ry, et telle que pour tout s, la partie WNRY a
soit égale & Nyas, avec Ny = {1} ou {1;2}. Si 2 appartient & N, on impose de plus

laction de W, contenue dans | J

que pour tout ¢ de S, on ait Ag = ps(a:) € 27Z.
(iii) Le systeéme de racines entier est dit réduit si Ny vaut {1} pour tout s.

Remarques

(1) Pour un systéme de racines entier ¥, on a ¥ D P, avec égalité si et seulement
si U est réduit.

(2) Comme on I’a déja dit, la situation bien particuliere dans laquelle on se place
permet d’utiliser les deux sources de résultats [Hée91] et [Bar96]. Nous reviendrons
plus en détail sur 'axiomatique de N. Bardy en (7.1.4). C’est en revanche ici que
nous utilisons les résultats de J.-Y. Hée pour recoller au chapitre 5. Notons que notre
définition de base pose en hypothese d’étre réduit et a matrice de Cartan entiére,
contrairement & cette référence. Tout d’abord, [Hée91], proposition (2.13)(b) p.83
montre que si B est une base de racines, la représentation p de W est fidele. On peut
aussi associer un cone a B, défini de la méme fagon qu’en (5.1) et qui possede logi-
quement les mémes propriétés que le cone du chapitre 5 ([Hée91], sections I et J,
p.93-96). On parlera encore de cone de Tits. Par exemple, la chambre fondamentale
est l'intersection des adhérences des demi-espaces positifs des racines de la base du
quadruplet B, et le cone est la réunion des translatés par W de cette chambre. Puisque
W est simplement transitif sur les chambres ([Hée91], (2.43)(a) p.95), on obtient une
bijection W-équivariante entre les chambres des deux cones, qui échange les chambres
standard. En outre, la méme caractérisation des chambres dans un demi-céne radi-
ciel donné en fonction de la longueur ([Hée91], (2.40)(a) p.93) permet de faire le
méme raisonnement que dans la remarque (5.1.3) pour obtenir une identification W-
équivariante de ces demi-cones avec les racines abstraites de W (1.4.1). Finalement,
on a une identification W-équivariante entre les demi-cones radiciels pour les deux
définitions.

On pourrait envisager d’appliquer tout le vocabulaire de (1.4.1) concernant les
parties de racines abstraites. De cette fagon, deux racines positivement proportion-
nelles auraient le méme comportement. En fait, on dispose d’une notion d’intervalle
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de racines plus adaptée, qui suggere aussi une modification de la définition des parties
closes. On conserve B une base de racines, et ¥ un systeme de racines entier pour B.

Définition

(i) Etant données deux racines o et 3 de ¥, on définit les intervalles entiers sui-

vants.

[a; Bl := (Na+NB)NE et Ja; Blw := [o; Bl ~ {a; 5}
On parle d’intervalle entier fermé pour le premier, d’intervalle entier ouvert pour le
second.

(ii) On définit aussi mutatis mutandis les ensembles |a; ]y et [a; []n.

(iii) La notion de prénilpotence, elle, n’est pas modifiée : si ¢ est une partie de
U, on dit que ¢ est prénilpotente s’il existe w et z dans W, tels que wyp C ¥y et
zp CW_.

(iv) Une partie de racines est N-close (respectivement N-nilpotente) si elle est stable
par addition (respectivement et prénilpotente).

(v) Si ¢ est une partie de ¥, on note pnq := {a € ¢ | a/2 € ¢} Pensemble des
racines non divisibles de .

Ces définitions appellent la convention suivante.

Convention — Sauf mention expresse du contraire, dans un systéme de racines entier,
on privilégiera systématiquement les notions ci-dessus par rapport a celles des sections
précédentes, notamment celle d’intervalle au sens de (1.4.1).

Remarque — Comme en (5.4.2), on peut voir qu’on a linclusion Ja; B[y C Jo; 5],
et que cette inclusion peut étre stricte. Une partie close est en particulier automati-
quement N-close. Ces deux remarques font voir qu’il y a plus de parties N-closes que
de parties closes, et donc qu’exiger des conditions portant sur les parties N-closes est
plus contraignant que les exiger sur les parties closes. C’est ce qui va se passer pour
la combinatoire de groupe suivante.

6.2.5. Données radicielles jumelées entiéres. — On se donne une base de ra-
cines B de systeme associé @, et ¥ un systeme de racines entier.

Définition. — Soit G un groupe possédant une famille de sous-groupes (U )aew in-
dexée par le systeme de racines entier ¥, et contenant un sous-groupe H normalisant
chaque sous-groupe U,. On note U, (respectivement U_) le sous-groupe engendré
par les sous-groupes U, pour « dans W, (respectivement ¥_). On dit que le tri-
plet (G, (Us)acw, H) est une donnée radicielle jumelée entiere (de type (B, V)) si les
conditions suivantes sont vérifiées.

(DRJEO) Pour toute racine a, on a U, # {1}. En outre, pour toute a dont le
double est dans ¥, on requiert Usy & U,.
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(DRJE1) Pour toute paire prénilpotente de racines {«; 3}, le groupe des commu-
tateurs [Uq, Ug| est inclus dans le groupe engendré par les sous-groupes U, pour 7
dans Ja; f]n.

(DRJE2) Pour tout s de S et tout u de U,, \ {1}, il existe u’ et v’ dans U_,,
tels que m(u) := v'uu’ conjugue Ug sur Usg pour toute racine 3. En outre, pour tous
u et v de Uy, \ {1}, on requiert m(u)H = m(v)H ; et si u est dans U, u' et v
peuvent étre choisis dans U_a,,.

(DRJE3) Pour tout s de S,ona U,, ¢ U_ et U_,, ¢ Uy.

(DRJEA) G = H(U, | o € ).

Les sous-groupes U, sont appelés les sous-groupes radiciels de (G, (Uo)acws H)

Remarques

(1) D’apres la section précédente, 'ensemble des racines ® de B est W-isomorphe
au systeme de racines du groupe de Weyl W de B. Par conséquent, si (G, (Un)acw, H)
est une donnée radicielle jumelée entiere (de type (B, ¥)), on voit facilement que
(G, (Us)acw, H) est une donnée radicielle jumelée (de type (W,S)). Cette donnée
radicielle jumelée vérifie en outre 'axiome (DRJ1)yy,., d’apres Uinclusion |o; B[N Cla; ]
et 'axiome (DRJE1).

(2) Cette définition est une généralisation directe au cas des systémes de racines
infinis des données radicielles génératrices de [Bru-Tit72], section (6.1) p.107-116.
En effet si ¥ est fini, axiome (DR6) de [Bru-Tit72] résulte de (3.5.4); et les
autres axiomes sont clairement semblables. La recherche d’une généralisation de
[Bru-Tit72], proposition (6.1.6) p.111 conduit d’ailleurs au lemme suivant.

(3) Une autre combinatoire adaptée & la torsion des groupes de Kac-Moody est
introduite dans [Hée93], texte 6. Cette structure est indexée par les formalisations
de systemes de racines infinis introduites par J.-Y. Hée et évoquées a la sous-section
précédente. Elle permet de pratiquer des torsions de type Ree-Suzuki sur les groupes
de Kac-Moody.

Lemme — Pour toute partie N-nilpotente ¢ de racines, pour tout ordre sur ¢, l'ap-
plication produit

H Ua — Uy
aEpnd
est bijective.
Démonstration. — On sera amené a faire ce raisonnement dans le cadre des groupes

de Kac-Moody (9.2.3), au moyen de notions et d’un lemme qui s’appliquent & notre
cas. Précisément, la notion de hauteur permet de définir un ordre grignotant sur
toute partie N-nilpotente, c¢f. (9.1.2). On obtient alors par l'axiome (DRJE1) une
suite centrale comme en (9.2.3), qui permet d’appliquer le lemme (8.3.1) qui fait
conclure. O
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6.3. Fixateurs de deux facettes sphériques de signes opposés

Nous allons étudier une autre classe de sous-groupes qui cette fois fait intervenir de
maniere cruciale la coexistence de deux BN-paires opposées dans un groupe a donnée
radicielle jumelée.

La situation pour toute cette section est la suivante. On conserve le groupe G muni
de sa donnée radicielle jumelée (G, (Ua)aecp). I et J sont des parties sphériques de
S. w est un élément de W. On fixe une standardisation (A, C, —C) pour |J|c. On
considere la facette standard F; de type I, et wF; et —wkF; deux facettes opposées
dans A de type J.  désigne la réunion Q = F; U —wF}.

Nous aurons besoin en outre de la propriété suivante, portant sur la donnée radi-
cielle jumelée en question.

(NILP) Pour toute partie nilpotente ¢ de racines, pour tout ordre sur ¢,

Uapplication produit H Us — U, est bijective.
acp
Cette propriété est vérifiée par les groupes de Kac-Moody déployés (8.3.1), et plus
généralement par les groupes a donnée radicielle jumelée entiere, en vertu du lemme
(6.2.5).
Notre objectif est & présent de dévisser Fix(2) = P(Fr) N P(—w.Fy) en une dé-
composition de Lévi.

6.3.1. Groupes associés a une partie équilibrée. — Voici des définitions va-
lables pour toute partie équilibrée de |J|co, et qui seront mises & contribution dans
la section suivante.

Définition. — Soit © une partie équilibrée du jumelage géométrique |J|co, contenue
dans 'appartement jumelé A.

(i) U(R2) désigne le sous-groupe engendré par les sous-groupes radiciels U, indexés
par les racines « de ®*(£2).

(ii) M(§2) désigne le sous-groupe engendré par H et les sous-groupes radiciels U,
indexés par les racines o de ™ ().

(iii) N(Q) désigne le sous-groupe engendré par H et les m(u) pour u parcourant
Uq ~ {1} et « parcourant & ().

Enon(;ons quelques propriétés faciles de ces groupes.

Lemme — Soit Q2 une partie équilibrée du jumelage géométrique | T |co, contenue dans
lappartement jumelé A. Alors :
(i) Sous Uhypothése (NILP), pour tout ordre sur ®*(Q), Uapplication produit

I ve—v©

aedu(Q)

est bijective.
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(il) M (Q) est le fixateur de l’extension vectorielle vect (). Il est muni de la donnée
radicielle jumelée (M (S2), (Ua)acom())-
(iii) N(Q) est le fizateur de Q ou vecty () dans N ; il est contenu dans M(Q).

Démonstration

Preuve de (i). C’est une conséquence directe du fait que ®“(£2) est un ensemble
nilpotent de racines, et de I’hypothese d’introduction.

Preuwve de (ii). D’apres (5.3.3), on peut choisir une facette F' dont la trace sur
vecty () est un ouvert relatif de vecty (), ce qui implique déja que ™(Q) = ™ (F).
En outre, M(Q) n’est autre que M (F), et le fixateur de vects(2) n’est autre que le
fixateur de FU—F. D’oltt M (2) = Fix(vecta(€2)), et la structure de donnée radicielle
jumelée provient de I'identification avec M (F’) pour lequel ce résultat a déja été prouvé
(6.2.3).

Preuve de (iii). N opeére linéairement sur A, donc le fixateur dans N de € est
aussi le fixateur de vecty(€2) dans N. En outre, N envoie facette sur facette; par
conséquent, c’est le fixateur dans N de la facette F' de la preuve du point (ii). Il suffit
alors d’appliquer (6.1.3) puisque ®™(Q) = ®™(F) et M(Q2) = M(F). O

6.3.2. Un lemme sur les sous-groupes paraboliques sphériques. — Le ré-
sultat qui suit est de nature purement combinatoire. Il utilise les résultats d’écriture
unique précités.

Lemme — Soient C' une chambre et F' une facette sphérique de méme signe, conte-
nues dans lappartement jumelé A. Sous Uhypothése (NILP), il existe un ordre sur
la partie {Ua}acy, des groupes radiciels contenus dans U(C) N P(—F), pour lequel
Vapplication produit [[,c,Ua — U(C) N P(—F) est bijective. En particulier, cette
intersection est engendrée par les groupes radiciels qu’elle contient.

Démonstration. — On peut supposer que C est la chambre standard et on peut écrire
F = zFg avec K partie sphérique de S, z dans W. Alors :

Uy N P(—2Fg) = 2(z7'Usz N P(—Fk))z" .

On s’intéresse & 271U,z N P(—Fk). On sait que 2~ U, z est dans la grosse cel-
lule, i.e. dans la double classe de Birkhoff U, - H - U_. En effet, 271U, z s’écrit
(27U 2N UL) - (271042 N U-), avec unicité d’écriture (1.2.3). Ceci implique que
P(—Fg) et 271U, 2 se rencontrent uniquement dans la grosse cellule. Par conséquent,
vu la décomposition de Birkhoff du sous-groupe parabolique P(—Fk) (6.2.3), on a
2 U4 2NP(—Fk) = ((z7'U+2NUL) - (27 U42nU2)) N ((wx U—wi NUL)-H-U-),

oll wg désigne I’élément de plus grande longueur dans le groupe fini Wy . Par unicité
d’écriture dans la grosse cellule, cette intersection est nécessairement

(27U 2N Uy NwrU_wit) - (271U 2N U-).
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Finalement :
UC)NP(—F) = (2Upz ' NUL NangU—_(znk) ") - (Up N 2U-271).

Par I’hypothese (NILP), on peut ordonner P (.,)-1 en commencant par toutes

1 ce qui permet d’écrire zU, 27! N U, N

les racines qui restent positives par z~
2ngU_(zng)~! comme produit interne des groupes radiciels qu'il contient. Pour
Uy N2U_271, c’est une application immédiate de (NILP) & la partie convexe donc

nilpotente ®,-1. O

La preuve de ce lemme a fourni simultanément une description des racines inter-
venant dans le produit interne.

Scholie — On suppose Uhypothése (NILP) vérifiée. Soient C une chambre et F une
facette de méme signe contenues dans appartement jumelé A. Alors, chaque choiz
de chambre D dans le résidu de F fournit une description géométrique des racines o
pour lesquelles U, C U(C)N P(—F) :

- ou bien « contient la chambre C' et —«a contient D.

- ou bien a contient C U D, et —«a contient la chambre wpD opposée a D dans

le résidu de F'.

Justification. — On a vu en effet dans la preuve :
UC)NP(—F) = (2Uyz ' NU; NangU_(zng)™ ) - (U n2U_271).
Or, on sait que

(zU+z71 NULN anU_(an)fl) = H Uy,

q>(sz)71 Nz® 4

et que
UrnzU_z"' = H U,.

acd Nz®_
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Il suffit de se rappeler que pour tout w dans W et tout signe ¢, « € & N wd,
signifie & D C et ea D wC'. Cette traduction géométrique porte sur la chambre zC.
Tout autre élément de zWp, c’est-a-dire toute autre chambre du résidu de F' aurait
fait aboutir & une description analogue. O

6.3.3. Décomposition brute. — Le résultat qui suit est une décomposition de
type Birkhoff du groupe considéré. Cette décomposition est d’ailleurs un outil essentiel
de démonstration.

Lemme — On suppose Uhypothése (NILP) vérifiée. Soit Q une partie d’un apparte-
ment jumelé A constitué d’une facette sphérique positive Fr et d’une facette sphérique
négative —wkFj. Alors, on peut faire un choix de chambre standard dans le résidu de
Fr pour avoir :

Fix(Q) = (U- N P(FY)) - (N(F1) N N(wFy)) - (Uy N P(—wEy)).

On a toute liberté a priori dans le choix d’'une chambre standard, puisque le groupe
que 'on cherche a dévisser est une intersection de sous-groupes paraboliques qui sont
définis sans recours & une chambre ou un appartement standard.

Démonstration

(1) Projection et convezité

On considere une galerie tendue de F7 vers wF; de début C' dans le résidu de Fr
et de fin D dans celui de wF);. Par définition, C' (respectivement D) est la projection
sur F (respectivement sur wF;) de D (respectivement de C'). On choisit C' comme
chambre standard, ce qui détermine U} et U_. D’apres (6.3.2), on a P(F;)NU- =
(Us | pC O D Fr). On veut montrer que P(Fr)NU_ est en fait dans P(—wFYy).

Puisque P(F;) N U- est engendré les sous-groupes radiciels qu’il contient, il suffit
de prouver que tout sous-groupe radiciel dans P(Fr) N U_ est aussi dans P(—wFy).
Soit « une racine qui vérifie « p C' et da D F. Alors « ne contient pas D, sinon
elle contiendrait par convexité C' = projp, (D), puisque o contient toutes les galeries
minimales entre les chambres qu’elle contient. Dans ce cas,

— ou bien aucune chambre de wF'y n’est dans «, et alors —a D wFy;
— ou bien il existe une chambre D’ de wF; dans «, et alors da D wkFy.

Dans les deux cas, U, est dans P(—wFy), d’apres la description des groupes radi-
ciels engendrant les sous-groupes paraboliques.

(2) Décomposition brute

On se donne g un élément de Fix(2). Par hypothese, g est dans P(F7). Donc, il
s’écrit par la décomposition de Birkhoff de P(F7) (pour la chambre C) g = u_nuy,
avec u_ dans U_ N P(Fy), n dans N(F7) et uy dans Uy. D’apres ce qui précede,
u_ est dans U_ N P(Fr) C P(—wFy). Donc nuy est également dans P(—wFy). Ceci
implique : n lnuin, = (ny'nny) - (ngluinyg) € P(—Fy). Or, on a ngluin, =
v4 -v— pour v_ dans U_ et donc dans P(—F}), et vy dans n'Uin, NU4 (remarque

ASTERISQUE



6.3. FIXATEURS DE DEUX FACETTES SPHERIQUES DE SIGNES OPPOSES 161

(1.2.3)). Par conséquent, n_'nn, v, est dans P(—Fj). D’aprés la décomposition de
Birkhoff de P(—F}), ng!.n.n, est dans le groupe de Weyl n ' N(Fj)n,, de P(—Fy).
Nécessairement, v est lui aussi dans P(—F)), et finalement uy est dans P(—wFy).

o

On vient de prouver une décomposition suffisante pour répondre a des questions de
finitude. Fix(€2) est engendré par H et un nombre fini de sous-groupes radiciels. Elle
n’aide pourtant pas & comprendre précisément la structure combinatoire de Fix ().

6.3.4. Décomposition de Lévi. — Soit €2 une partie équilibrée de A. Nous ap-
pelons décomposition de Lévi du groupe abstrait Fix(2) une décomposition en pro-
duit semi-direct Fix(Q) = M(Q) x U(2), ou M() est un sous-groupe possédant
une donnée radicielle jumelée et U(2) est un sous-groupe nilpotent engendré par des
sous-groupes radiciels. Dans le cas Kac-Moody ou l'on dispose d’une représentation
adjointe, on verra qu’on a bien une décomposition de Lévi au sens des radicaux uni-
potents et des sous-groupes réductifs. Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme
de décomposition de Lévi.

Théoréme — On suppose l'hypothése (NILP) wérifiée. Soit Q une partie d’un ap-
partement jumelé A, constituée d’une facette sphérique positive Fr et d’une facette
sphérique négative —wkFy. Alors, le fizateur de Q) posséde la décomposition suivante.

Fix(Q) = M(Q) x U(Q).

M(Q) est appelé le facteur de Lévi de Fix(Q2) relativement o A. La décomposition
s’appelle la décomposition de Lévi de Fix(Q) relativement ¢ A.

Remarque — Les propriétés concernant M (Q) et U(2) et évoquées ci-dessus ont déja
été démontrées en (6.3.1) dans le cas d’une partie équilibrée quelconque.

Démonstration. — On conserve la galerie tendue de D (contenant wF; dans son
adhérence) & C (contenant Fr dans son adhérence). Nous sommes dans un cas parti-
culier de la construction de (5.4.5), ot 'on n’a pas & prendre d’isobarycentre puisque
Q) = FrU—wFy est formée de deux facettes sphériques, avec 2 = Fr et Q_ = wFj.
On sait d’ores et déja que pour toute racine o de ®%(Q), —«a contient 'opposée
D' = ww;D de D dans le résidu sphérique de wF);. C’est précisément D’ que nous
choisissons pour chambre standard. Toutes les racines de ®%(2) sont alors négatives.

(1) Déja, M () (respectivement U(£2)) est inclus dans Fix(€Q2) car H (éventuelle-
ment) et chacun des groupes radiciels qui ’engendrent est dans les deux sous-groupes
paraboliques qu’on intersecte pour former Fix(2).

(2) M(Q) normalise U(S2)

En effet, partons de u un élément de U,, pour « dans ®*(2). Pour toute racine 5 de
™ (), {e; B} est une paire prénilpotente de racines (5.4.5). On peut donc appliquer
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I’axiome du commutateur des données radicielles jumelées, pour obtenir
uHUaugl C Uy Uy, avee |a; B C (), (5.4.5)(iv).

Ainsi, uHUaugl est dans U(Q). Ceci prouve que chacun des groupes U, (pour « dans
$™(Q))) normalise U(Q2). Enfin, H normalise tout groupe radiciel par définition.

(3) M(Q) et U(Q) s’intersectent trivialement

D’apres la décomposition de Birkhoff de M (Q) relativement & la chambre D’ I'in-
tersection M (€2) N U(Q) est dans la grosse cellule de M(£2). On a donc

M(Q)N (HUH HU,)Q(HU)

™ (Q) pr D™ (Q) pr Pu(Q)
Cette derniére intersection est dans U(—D’), et vaut donc
11 oo (1 )
O™ (Q) pr ()

qui est triviale par unicité d’écriture dans U(—D’). En effet, I’élément de plus grande
longueur dans le fixateur de  dans W envoie le produit de gauche dans U(D’) et
laisse celui droite dans U(—D").

(4) M(2) et U(QQ) engendrent Fix(€2)

On part de la décomposition brute :

Fix(Q) = P(F;) N P(—wFy) = (U_-NP(Fy)) - (N(Fr) "N (wFy)) - (U N P(—wFy))

pour la chambre standard de (6.3.3). On va regarder un par un les sous-groupes en
facteur. Commengons par le sous-groupe de N en nous donnant n dans N(F7) N
N(wFy). Ainsi, n stabilise Pappartement jumelé A, en y opérant vectoriellement.
Puisqu’il fixe point par point €2, il fixe point par point 'extension vectorielle vecta (€2).
Donc n est dans M(§2) (6.3.1), et N(Fy) N N(wFy) est dans M (). Enfin, d’apres
la scholie (6.3.2), les deux autres sous-groupes du produit sont produits de groupes
radiciels U, avec a contenant au moins une chambre de F; et —a contenant au moins
une chambre de wFy. De telles racines sont dans ®(€2). O
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6.4. Fixateurs de parties équilibrées

Nous pouvons a présent traiter le cas général des fixateurs de parties équilibrées
du jumelage géométrique |J|co. L'intérét de cette classe de sous-groupes est qu’elle
fournira dans le cas Kac-Moody une large classe de groupes qu’on pourra munir d’une
structure de groupe algébrique. Pour l'instant, dans tout ce qui suit, {2 désigne une
partie équilibrée de |J|co, contenue dans un appartement jumelé A.

6.4.1. Décomposition de Lévi. — Les fixateurs de parties équilibrées possedent
comme dans le cas particulier de la section précédente, une décomposition de Lévi
définie au moyen des mémes sous-groupes.

Théoréeme — On suppose Uhypothése (NILP) wvérifie. Soit Q0 une partie équilibrée
de |J|eo contenue dans un appartement jumelé A. Alors, le fizateur de 2 posséde la
décomposition suivante.
Fix(Q) = M(Q2) x U(Q).

M(Q) peut a la fois étre vu comme le fizateur de lextension vectorielle vects(2) et
le groupe engendré par H et les sous-groupes radiciels (relatifs a A) indexés par les
racines dont le mur contient ).

U(Q) est le produit interne des groupes radiciels indexés par les racines positives
non identiquement nulles sur Q (dans un ordre quelconque).

M) est appelé le facteur de Lévi de Fix(Q) relativement ¢ A. Ce produit semi-
direct s’appelle la décomposition de Lévi de Fix(2) relativement a A.

Démonstration. — Vu laction de G sur |J |co, il suffit de raisonner sur des parties
de A, réunions finies de n > 2 facettes sphériques (avec au moins une facette de chaque
signe). On procede en fait & une adaptation des étapes de la section précédente, ce
qui permet une démonstration du résultat par récurrence sur le nombre n de facettes
formant Q. L’hypothése de récurrence (H,,) est la décomposition telle qu’elle s’énonce
dans le théoreme pour les parties équilibrées qui sont réunion de n facettes. La preuve
de (Hz) fait I'objet de la section (6.3). Il s’agit de montrer I'implication (H,) =
(Hp+1)- On se donne 2y une partie équilibrée réunion de n facettes de A et F' une
facette, qu’on suppose positive pour fixer les idées.

(1) Géométrie

On va & nouveau raisonner dans le seul cone positif C C A, en considérant ()4 la
réunion des facettes positives de Qg et (€p)— celle des opposées des facettes négatives.
Comme en (5.4.5), on peut choisir un point dans chaque facette de (¢)+ et prendre
’isobarycentre, ce qui fournit un point x4 de C. On fait la méme chose avec (€2y)_ pour
obtenir z_. On avait vu que la droite (x_z ) était transverse au mur de chaque racine
de ®%(Qp). Ceci montre que la demi-droite ouverte d’origine x_ portée par (z_x)
ne contenant pas x4, est dans (), cqu(q,) —0- Ainsi vecta () N, cqu (o) —¢ est non

vide. On choisit donc une chambre relative Fg du sous-espace générique vecta (o),
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contenue dans cette intersection de racines, et on note Fjy la facette telle que Fi =
Fy Nvecty (). On considere alors une galerie tendue de Fy & F, de début Cy (avec
Co D Fy) et de fin D (avec D D F).

(2) U(Co) NFix(Qg) est le produit interne des groupes radiciels qu’il contient

En effet, par hypothese de récurrence, Fix(€g) posséde une décomposition de Lévi :

FIX(Q()) = M(Qo) X U(Qo)

En outre, on sait que M () est aussi M (Fp). On dispose donc d’une décomposition

de Birkhoff par rapport a Cjy :
[T v.)n( H U-a) U
qyn Fo)co o m Fo

Les termes non explicités sont indexés par un élément non trivial de W (Fy), et ap-
partiennent & des doubles classes de Birkhoff de G (pour Cy) disjointes de la grosse
cellule. On obtient ainsi une décomposition de Fix(€y) :

Fix(QO):( 11 ) ( I v )U(Qo)u

dm(Fo)o, 3™ (Fo)e,

qu’on appellera décomposition de Birkhoff de le(QO). On peut dire la méme chose
pour les termes de cette décomposition que pour ceux de la précédente car U(£2) est
tout entier dans U(—Cj), précisément par choix et définition de Cp comme chambre
standard. Par conséquent, U(Cp) N Fix(€g) ne rencontre que la double classe de Bir-
khoff qu’on a explicitée. Par unicité d’écriture, on a finalement :

(%) UCo)NFix(Q)= [ Ua
a€d™ (Fo)c,

(3) U(Co) NFix(Qg) est inclus dans P(F)

L’extension vectorielle V de la facette Fy dans A est 'intersection des murs qui
contiennent Fy. Par (x), il suffit de montrer que chacun des groupes U, pour a dans
O™ (Fy)c, est dans P(F). On se donne donc une telle racine o. On peut alors dis-
tinguer deux cas. Si F' est dans Vj, alors une racine dans ®™(Fp) contient automa-
tiquement F', auquel cas U, est dans M (F) et a fortiori dans P(F’). Sinon, puisque
Vb est une réunion de facettes, on a Vy N F' = &. Nécessairement « contient F', car si
tel n’était pas le cas, on aurait —a LU da D F : puisque —« est close, elle contiendrait
aussi la projection projz D = Co, ce qui est exclu par définition de ®™(Fp)c,.

(4) Décomposition brute Fix(€2) = (U(Cp) NFix()) - N(Q) - (U(—Cp) NFix(2))

Soit ¢g dans Fix(2) = P(F) N Fix(). g posséde une écriture relative & la dé-
composition de Birkhoff de Fix(£) : ¢ = uynu_. Par ce qui précede, us (et donc
nu_) est dans P(F) NFix(Qp). On peut écrire la facette F' comme transformée wFy
d’une facette standard (F; C 60). On choisit n,, dans N relevant w modulo H. Alors
nwnu_n,t est dans P(Fy), soit nynnglng,u_n,! est dans P(Fy). On peut toujours

écrire nyu_nyt = v_vy, avec v_ dans U(—Cp) et vy dans U(Cp). Ainsi, nynnglo_
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est dans P(F). En outre, par la décomposition de Birkhoff pour ce sous-groupe pa-
rabolique, on doit avoir n,nny' dans P(Fy). Ceci impose que n est dans N(F) et
v_ dans P(Fjy). Finalement, n et u_ sont tous les deux dans P(F) et donc dans
Fix(Q) N P(F).

(5) U(—=Cy) NFix(Q) est produit interne des groupes radiciels qu’il contient

Pour finir exactement comme en (6.3.4), il reste & voir que U(—Cp) N Fix(Q2)
est produit interne des groupes radiciels qu’il contient. On commence par regarder
U(—Cp) N Fix(), on intersectera ensuite avec P(F). On considére & nouveau la
décomposition de Birkhoff de Fix () :

Fix() = ( [[ Oa)E( I U-a)U@o)u -,

(Pm(FO)CO (I)m(FO)Co

qui fournit déja U(—Cp) NFix(Qp) = (H‘bm(Fo)co U_Q)U(QO), ce qui vaut encore

(I o) (I ve)

om( Fo)co Pu(Qo)

On veut voir que ¢ := —®™(Fp)c, L () est une partie nilpotente de racines.
¢ est contenue dans ®(£y) pour laquelle on peut utiliser (5.4.5). Aucune racine de
¢ ne contient Cy par construction. Il s’agit de voir que les racines de ¢ ont une
chambre en commun. Pour cela, on fait le méme type de construction qu’en (1) pour
obtenir cette fois une chambre relative (F})% dans vecty (92) N Nacau () @ On tend
une galerie de Cy a Fjj, de fin D', et on appelle C{j 'opposée de D’ dans le résidu
sphérique de F{j. Par construction, on sait déja que toute racine o de ®*(€)) contient
Cp- On se donne alors a dans —®(Fp)gi . —a contient Co, donc D’ par convexité.
Puisque da coupe Fy, —a ne peut contenir aussi I'opposée C{. Ainsi, c’est la racine
a qui contient Cj. On vient donc de montrer que toute racine de ¢ contient C{);
autrement dit, ¢ est prénilpotente. ¢ est également close. En effet, si o et 3 sont
dans ®%“(Q) (respectivement —®™(Fy)¢, ), [a; (] reste dans cette partie parce qu’elle
est close, d’apres (5.4.5)(ii) (respectivement (5.4.5)(vi)). Le cas mixte ol @ est dans
—®™(Fy)c, et  dans () est reglé par (5.4.5)(1).

Par (NILP), on peut ordonner ¢ de fagon & avoir

U(—Co) NFix(Q) = ( II Ua) : ( 11 Ua).
aBanF SoSF
En intersectant avec P(F), il vient
v(-CoynFix@) = I] va).
acyp

alldaDF

et toutes les racines intervenant dans le produit sont dans ®().
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(6) Décomposition de Lévi

A ce stade, on peut raisonner comme en (6.3.4) a partir de la décomposition brute.
Pour toute racine a dans ®*(Q) (respectivement ®™(2)) U, fixe Q. Par conséquent,
U(Q) (respectivement M (Q)) est dans Fix(Q) (respectivement car H est clairement
dans Fix(Q)).

M (£2) normalise U(£2) pour la méme raison qu’au point (2) de la démonstration de
(6.3.4). Comme au point (3) de cette référence, on voit que l'intersection M (Q)NU(£2)
est dans U(—Cp), et que finalement elle est triviale.

La décomposition brute montre que N(Q2) est dans Fix(£2). Le point (3) montre
que U(Cy) N Fix(2) = U(Cy) NFix(Qp) est produit de groupes radiciels indexés par
des racines de ®(2). Le point (5) montre la méme chose pour U(—Cp) NFix(Q). O

Corollaire. — Sous Uhypothése (NILP), pour toute partie équilibrée Q de |J|co

contenue dans lappartement jumelé A, Fix(Q) est le fizateur de l’enveloppe conveze
CAT(0)(©2).

Démonstration. — Puisque convy () contient €, il suffit de montrer que Fix(Q2) fixe
Penveloppe convexe conva (€2). Déja, M () fixe 'extension vectorielle de Q dans A,
qui contient conva (€2). Soit maintenant U, un groupe radiciel avec a dans ®*(2). Par
définition de la partie de racines, on a alJda D €, et par convexité allda D convy ().
On a fini puisque U, fixe o U da. O

6.4.2. Exemple relatif. — Voici un exemple d’illustration de la décomposition
de Lévi d’un fixateur de partie équilibrée. Le résultat sera utile a la descente des
groupes de Kac-Moody. La situation que l'on considere est l'inclusion d’un sous-
espace générique A dans I’appartement jumelé A de |J|c. On se donne en outre
a’ une racine relative réelle par rapport & A, de demi-appartement relatif associé
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D(a?). On sait (5.5.2) qu'on peut se donner une chambre relative F? et une cloison
relative réelle E% qui lui est adhérente, vérifiant en outre :

D(af) = conva(FPU —E") et 8a" = convy(E* U —E").
La réunion Qf := F?U—F" est une partie équilibrée dans A. On regarde son fixateur.
D’une part, on sait que c’est le fixateur de convy(QF), d’ott Fix(Q?) = Fix(D(a?)).
D’autre part, il existe une décomposition de Lévi de Fix(Q?), relativement & A :
Fix(Q%) = M(QF) x U(QF).
M(Q%) est le fixateur de Iextension vectorielle de Qf. Cette extension vecto-
rielle contient une chambre relative, donc est le sous-espace générique Af. Ainsi,
vecty (Q7) = A% et M(QF) est le fixateur de A% Par ailleurs, U(QF) est égal au groupe
U(convy(QF)) = U(D(a")). Ce sous-groupe est le produit interne dans un ordre

quelconque des groupes radiciels indexés par la partie nilpotente de racines ®,;. On
peut résumer tout cela dans le lemme suivant.

Lemme — Le fizateur de tout demi-appartement relatif réel D(a%) de A? est le produit
semi-direct du fizateur de A% et du sous-groupe U(D(a%)), produit interne (dans tout
ordre) des groupes radiciels indexés par les racines de A de trace D(ah) sur A, O
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CHAPITRE 7

ALGEBRES DE TYPE KAC-MOODY

Il s’agit de présenter les algebres de Lie de Kac-Moody, en les voyant presque ex-
clusivement comme les objets & intégrer pour obtenir les groupes qui nous intéressent.
Autrement dit, il ne sera pas question de détailler les propriétés et utilisations remar-
quables de ces algebres de Lie. On a besoin de deux séries de préliminaires. L’une
concerne les données radicielles de Kac-Moody et matrices de Cartan généralisées qui
conditionnent la combinatoire de tous les objets définis en théorie de Kac-Moody,
groupes inclus. L’autre axiomatise deux types d’algebres de Lie auxquels nous aurons
affaire, en soulignant le role des poids et graduations. Pour le cas particulier des al-
gebres de Kac-Moody, on met en évidence des Z-formes et des automorphismes dont
I’existence est cruciale pour les définitions des groupes de Kac-Moody. La référence
pour les algebres de Kac-Moody classiques est [Kac90]; des généralisations utiles
sont présentées dans [Moo-Pia95]. Des constructions d’objets en amont de la mise
en place de ces algebres de Lie sont effectuées dans [Tit87] et [Tit88].

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps de caractéristique 0.

7.1. Données radicielles de Kac-Moody

Nous commengons par définir des objets qui seront utiles aussi bien a la définition
des algebres de Lie que des groupes de Kac-Moody. Les deux définitions préliminaires
vont donner naissance a un vocabulaire identique, a des constructions paralleles et
ayant chacune son utilité. La comparaison des notions sera faite a la fin. Les deux sous-
sections qui suivent sont présentées par exemple dans [Tit88]. Les objets «libres » de
Kac-Moody sont introduits et étudiés en détail dans [Kac90]. On verraen (7.1.4) qu’il
est utile de voir ces objets libres comme des cas (tres) particuliers de axiomatique
de N. Bardy ([Bar96]).

7.1.1. Matrice de Cartan généralisée. Donnée radicielle de Kac-Moody

Les matrices de Cartan généralisées forment I'ingrédient essentiel de la définition
d’une donnée radicielle de Kac-Moody. A partir d’'une matrice de ce type, on peut
élaborer le vocabulaire des objets radiciels libres.
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Définition. — Une matrice de Cartan généralisée est une matrice enticre A =
[Ast]s.tes qui vérifie :

(i) Pour tout s de S, Ay, vaut 2.

(ii) Pour tous s # t de S, Ag est négatif ou nul.

(iii) Pour tous s et t de S, Ag: est nul si et seulement si A;s Pest.

On dit que A est syméirisable (respectivement est une matrice de Cartan) si elle est
en outre produit d’une matrice diagonale et d’une matrice symétrique (respectivement
symétrique définie positive).

Les données radicielles de Kac-Moody vont paramétrer la construction des groupes
de Kac-Moody, ou plus précisément des foncteurs de Tits constructifs.

Définition. — Une donnée radicielle de Kac-Moody est un quintuplet
D= (Sv Aa Av (CS)SES) (hs)SGS)v

ou S est un ensemble indexant une matrice de Cartan généralisée A, A est un Z-
module libre (dont on note A le Z-dual) et les éléments ¢, de A et hy; de A sont en

outre assujettis aux relations suivantes.
(cs | he) = Ags  pour tous s et t de S.

Si A est une matrice de Cartan, on parlera plutdt de donnée radicielle de Chevalley-
Demazure.

7.1.2. Quelques spécimens. — Pour A matrice de Cartan généralisée fixée, on
peut distinguer quelques données radicielles de Kac-Moody remarquables.
La donnée radicielle libre universelle D7}, est obtenue en considérant les Z-modules

A=P Zus ® P Zvs et A =P Zu] & P Zv,,
seS seS seS seS

I A
mis en dualité par la matrice définie par blocs < #5 > et pour lesquels on pose

0 Ixs
cs 1= us et hg :=vY. Dans ce cas, ces deux familles de vecteurs sont libres.
A

La donnée radicielle adjointe minimale Di;, est obtenue en considérant le Z-
module A := @, g Zes, la base duale (e})secs de AY, pour lesquels on pose ¢, := e
et hy =3, g Astey.

La donnée radicielle adjointe mazimale D},
module M := @, g Zes, la base duale (e))ses de MY, pour lesquels on pose c; :=
Doses Astes, A= cgZcs et hy i=e]|A.

La donnée radicielle simplement connere D est obtenue en considérant le Z-

A est obtenue en considérant le Z-

module A := @, g Ze,, la base duale (e)scs de A, pour lesquels on pose ¢, :=
D oies Atser et h = ey

La terminologie pour les deux dernieres données radicielles de Kac-Moody s’inspire
de celle concernant les groupes semi-simples déployés adjoints et simplement connexes
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(au sens des groupes algébriques) déterminés par une matrice de Cartan A et un
corps K.

Pour toute donnée radicielle de Kac-Moody D = (S,A,A, (cs)sess (hs)ses), on
notera ad(D) la donnée radicielle de Kac-Moody obtenue en remplacant A par le
réseau A*d engendré par {¢s}ses et en considérant les restrictions des hy & A2 en
particulier, ad(D4) = DA et ad(D2) = DA, . On parlera de donnée radicielle
adjointe pour toute donnée radicielle de Kac-Moody obtenue de cette fagon a partir
d’une autre donnée radicielle de Kac-Moody.

7.1.3. Groupes de Weyl et systéme de racines d’une donnée radicielle de
Kac-Moody. — On peut associer tout un vocabulaire et des notations a la donnée
radicielle D.
Définition

(i) I :={cs}ses est la base de D; IIY := {hs}ses en est la cobase.

(ii) Q(D) == >_,cg Zes C A est le réseau radiciel de D. On notera aussi Q(D) . :=

> ses Nes CA.
(iii) Q(D)Y := 3 ,cgZhs C A est le réseau des coracines de D.

On peut définir un groupe d’automorphismes Z-linéaires engendré par des involu-
tions.
Définition

(i) Le groupe de Weyl W de D est le groupe des automorphismes Z-linéaires de A
engendré par les 5 € Aut(A) pour : 5:c— c—(c| hs)cs (s € 5).

Le systéme de racines (réelles) de D est la partie X de Q(D) définie par ¥ := W -1I,
ses éléments sont appelés les racines (réelles) de D.

(ii) Le groupe de Weyl dual W de D est le groupe des automorphismes Z-linéaires
de AY engendré par les 5V € Aut(AY) pour : 5V : h+— h — {(cs | h)hs (s € 5).

Le systéeme de coracines (réelles) de D est la partie ¥V de Q(D)Y définie par
V=W -IIY, ses éléments sont appelés les coracines (réelles) de D.

Une pathologie possible associée a cette définition est la possibilité d’obtenir un
systeme de racines fini, alors que le systeme de racines de 'algebre de Kac-Moody
correspondante est infini. C’est par exemple le cas des matrices affines qui peuvent par-
ticiper a des données radicielles de Kac-Moody ou ni la base ni la cobase ne sont libres
(voir le cas de la donnée radicielle de Kac-Moody de SL,, (K[t,¢7!]) dans [Rém99)).

7.1.4. Systéme de racines (4 base) libre d’une matrice de Cartan généra-
lisée. — Parallélement & ce qu’'on vient de faire, on peut introduire des objets ne
dépendant que de A, notamment un Q-espace vectoriel @, g Qas (respectivement
D.cs Qay) sur les symboles a, (respectivement ay), contenant le réseau

Q:= P Zas (respectivement Q" := @ Za)).
scS seS
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Définition

(i) @ est appelé le réseau radiciel de A, Q¥ le réseau des coracines.

(ii) Le groupe de Weyl de la matrice de Cartan généralisée A est le groupe de
Coxeter

W= (s | (st)™ = 1),

pour mg; valant 2,3,4,6 ou oo suivant que AgAss vaut 0,1,2,3 ou strictement plus
que 3.

(iii) W opere sur @ par s - a; = a; — Agas, ce qui permet de définir le systeme
de racines (a base) libre A™ de A par A'™ := W - {as}ses. W opere sur Q¥ par
s-af =ay — Asay.

Justification. — On va voir que A™ est précisément le systeme de racines d’une Q-
algebre de Kac-Moody gp attachée a une donnée radicielle de Kac-Moody D, et
justifier I'existence des actions de W sur @ et ¥ du point (iii).

Les objets @, W ... trouvent leur origine dans le contexte des algebres de Kac-Moody
classiques. Les algebres de Kac-Moody classiques sont définies en plusieurs temps.
On s’intéresse ici a la premiere étape. On se donne A = [Ay]ses une matrice de
Cartan généralisée. On commence par construire une réalisation, c’est-a-dire un triplet
(b, I, I1V) vérifiant des conditions trés proches des axiomes d’une donnée radicielle de
Kac-Moody. En fait, la principale différence est que § est un Q-espace vectoriel, ce
qui permet de parler de dimension et de requérir #S5 —rang A = dimg ) — #5. Cela
dit, on demande en outre :

II est une partie libre du dual h*,
IIY est une partie libre de b,
et Vs, t €5, (al | ar) = Ast.

Le point de départ de la construction de ces algebres de Lie est qu'un tel tri-
plet existe, & isomorphisme non unique pres ([Kac90], proposition (1.1) p.2). Cette
construction, d’emblée sur le corps Q, permet malgré tout de faire exister dans le
dual h* le réseau radiciel Q) précédemment introduit. On définit alors un groupe d’au-
tomorphismes linéaires W (A) de h*, engendré par les #S transformations r5 : A —
A — (X ] al)as. Chaque 7, est clairement d’ordre 2, mais c’est un fait non trivial que
W (A) vérifie la condition d’échange ([Kac90], lemme (3.11) p.39) et est en fait le
groupe de Coxeter W de la définition ci-dessus pour le systéme de générateurs {rs}scs
([Kac90], proposition (3.13) p.41). Pour prouver ces propriétés, on a recours a des
considérations géométriques qui font intervenir un coéne dans hr := h ®g R. C’est a
ce stade qu’on retrouve le cone de Tits du chapitre 5. En effet, le R-espace vectoriel
@ ®z R n’est autre que le R-espace vectoriel V du chapitre 5, et le cone de Tits dans
V* est le quotient par 'orthogonal Q+ de @ du cone de Tits X de [Kac90], p.39 :

X/Qt=C.
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On peut donc mettre en bijection ® et A™ dans le cas d’'un groupe de Coxeter qui
est le groupe de Weyl d’une matrice de Cartan généralisée — voir (5.1.2). On verra
que ce lien permettra d’utiliser des propriétés combinatoires riches sur A, issues
d’interprétations en termes d’espaces-poids.

Le travail sur les racines peut tout a fait étre effectué sur les coracines, et justifier
laction de W sur @Y. Les représentations obtenues sont contragrédientes l'une de
I’autre. Un lien entre ces deux constructions est la possibilité de définir la coracine a"
associée a une racine a, en posant a¥ := wa; si a = was. On peut montrer que cette
définition ne dépend pas de ’écriture a = was. O

Remarques

(1) Passons maintenant aux systeémes de racines a base libre au sens de [Bar96]. On
vient de relier les objets libres aux algebres de Kac-Moody, c’est-a-dire a la référence
[Kac90]. Il s’avere que ces algebres de Lie rentrent dans le cadre des algebres de Kac-
Moody-Borcherds de [Bar96], chapitre 1. Pour ces algebres de Lie, on sait en vertu
de [Bar96], proposition (1.2.13) p.36 que le systéme de racines vérifie les axiomes
des systémes de racines & base libre ([Bar96], section (2.2) p.52), et donc ceux des
systémes générateurs de racines ([Bar96], section (4.1) p.79). On est en fait dans le
cas ol il n’y a pas de racine imaginaire dans la base, et ou le systéeme de racines est
réduit, c’est-a-dire que la seule relation de proportionnalité non triviale possible entre
racines est ’opposition.

(2) Si on veut s’affranchir de I'usage des algébres de Kac-Moody, on peut se référer
au travail abstrait et plus général [Hée91]. Cette référence montre notamment que
certains axiomes des réalisations sont superflus pour ce qu’on voulait faire.

On peut résumer une partie de la justification et des remarques de la fagon suivante.

Scholie — Soient A une matrice de Cartan généralisée indexée par S, Q le réseau
des racines contenu dans ’espace h* de la réalisation de Kac de A, et V := Q ®z R.
Pour chaque s de S, on définit une réflexion rs de V par A — X — (X | al)as (en
particulier rs-a; = ay — Agtas). Alors, B=Ba = (S, V., (as)ses, (TS)Ses) est une base
de racines au sens de (6.2.4) ; A™ en est le systéme de racines, W en est le groupe
de Weyl.

Il s’impose alors d’adopter la série de conventions suivante.

Convention — Travailler en théorie de Kac-Moody implique les conventions sui-
vantes.

(i) On convient de remplacer la lettre ® par le symbole A et toutes les lettres
grecques désignant des racines par des lettres romaines.

(ii) On fera systématiquement usage du vocabulaire et des notations des bases de
racines et des systémes de racines entiers (6.2.4). Ainsi, sauf mention expresse du
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contraire, les intervalles associés & une paire de racines {a; b} sont les suivants :
[a;b)n = (Na+Nb)NA™ et Ja;b[y := [a;b]n ~ {a; b},
[a;b]n :=[a;bly ~ {b} et Ja;bly := [a;b]y \ {a}.

Une illustration de cette convention est par exemple que la réflexion relative a la
racine a sera notée s,. On va maintenant s’intéresser a la notion de décomposabilité
intervenant dans le théoréme de conjugaison des bases (7.4.2).

Définition

(i) Une partie de racines Z C A™ est dite décomposable si elle admet une partition
non triviale = = Z'LIZ", de telle sorte que pour toute paire a, b de racines avec a € =’
et b€ E’ onait s, -b =10 (et sp-a = a). Dans le cas contraire et si Z est non vide,
elle est dite indécomposable.

(ii) Les composantes connezes de S sont les ensembles de sommets des composantes
connexes du diagramme de Dynkin du groupe de Weyl W. On désigne par IIy(.5)
I’ensemble des composantes connexes de S.

(ili) On désigne par IIp(S)nspn 'ensemble des composantes connexes de IIy(.S) non
sphériques et par IIy(.S)spn := IIo(S)\IIo(:S)nspn 'ensemble des composantes connexes
sphériques de S.

(iv) Si J est une composante connexe de S, on note A(.J) 'ensemble des racines
de A™ combinaisons linéaires des as pour s dans J.

Le résultat qui suit est facile et attendu.

Lemme

(i) Si J est une composante connexe de S, alors A*(J) est une partie indécompo-
sable de racines.

(ii) On a la décomposition suivante :

Are — I_l Are (J)’
JE€Iy(S)

et toute partie indécomposable de A'® est incluse dans une partie A™(J) avec J dans
Iy (S).

Démonstration. — Tout d’abord, si J est une composante connexe de S et si on note
Wy le sous-groupe de W engendré par les s de J, alors la décomposition de W en
produit direct W = [] JETo(S) Wy et la définition de la décomposabilité impliquent
que W -{as}ses = Wy -{as}ses = A™(J).

Preuve de (i). Supposons au contraire que A™(.J) se décompose non trivialement
en E = =/ UE" comme dans la définition de décomposabilité. {as}scs qui est indé-
composable est dans une des deux parties, par exemple Z'. Alors Wy - {as}ses C 2/,
ce qui implique A (J) = Z’, qui est impossible.
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Preuve de (ii). Par la remarque préliminaire, on a

A =W - ( L {as}seJ) = U W-{as}ses

JE€Iy(S) JEIIo(S)
= I_l WJ . {as}seJ = I_l ATG(J)
JEMo(S) J€Mo(S)

La seconde assertion provient de ce que pour deux parties J et .J’ distinctes dans
ITy(S), on a
Vae A™(J)Vbe A™(J') s.b=0b et spa=a. O

On verra aussi la notion de base qui permettra la définition des sous-groupes de Bo-
rel des groupes de Kac-Moody (7.4.2). On va d’ailleurs s’intéresser dans les chapitres
suivants a la combinatoire de sous-groupes radiciels et de certaines sous-algebres qui
peuvent toujours étre indexés par des parties de ’ensemble des racines réelles d’un
systeme & base libre A’®.

7.1.5. Lien entre les deux constructions. Applications caractéere et coca-
ractere. — 1l s’agit a présent de relier ces deux constructions, celle associée a la
donnée radicielle de Kac-Moody et celle — libre — dépendant seulement de la matrice
de Cartan généralisée. On a évidemment des fleches canoniques
Q- QD) hiQ — QD)
as — Cg a] — hg,

avec lesquelles s’expriment le lien cherché.

Lemme
(i) Il existe un unique morphisme de groupes surjectif : 7 : W ——s W déterminé
par 7(s) =3, pour tout s de S. Pour tout w de W, le diagramme suivant commute.

Q—5%Q(D)

e

Q—5%Q(D)

(ii) Il existe un unique morphisme de groupes surjectif : 77 : W — W' déterminé
par 7(s)¥ =3, pour tout s de S. Pour tout w de W, le diagramme suivant commute.

Q1 Q)"

wl JT(U))V
Q" L QD)

(iii) Pour toutes a et b dans A, on a {a | b¥) = {(c(a) | h(bY)).
(iv) Pour tout w dans W, tout A dans A et tout h dans A, on a (T(w)\ | 7V (w)h) =
(A h).
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Démonstration. — (iii) est évidente sur les racines simples par définition des appa-
riements pour les réalisations et pour les données radicielles de Kac-Moody ; elle est
donc vraie en général par bilinéarité.

Preuve de (i). L’unicité d’une éventuelle fleche 7 est évidente, puisque S engendre
W. Si s et t sont dans S, on a dans Q s.a; = a; — Asas, alors que dans Q(D)
5S¢t = ¢t — e | hs)es. Or, (¢p | hs) vaut Ag par définition de D. En itérant, on
obtient donc

VneN, Vies, s1---spap= Z)\Sas =51 8pC = Z)\Scs.
seS seS
D’on lexistence de 7 et la commutativité du diagramme proposé.
(ii) se prouve exactement de la méme fagon.
Preuve de (iv). On peut se ramener & des vecteurs des bases de définition de Q(D)
et Q(D)Y par bilinéarité, et & un générateur s de W, par définition de W. Soient donc
s, t, u dans S. Alors :

(T(s)er | 77(s)hu) = (et — (cr | hs)es | ha — (cs | hu)lis)
= (ct [ hu) = {ev | hs){es [ hu) = (cs | hu)cr | hs) + 2{c | hs)(cs | ha)
= (¢t | hu)-
O

Définition. — L’application canonique ¢ (respectivement h) ci-dessus est appelée ap-
plication caractére (respectivement application cocaractére) de la donnée radicielle de
Kac-Moody D. On notera ¢, I’élément c(a) de A attaché & une racine a de A™, et on
Pappellera le caractére associé & a. On notera h, 'élément h(a¥) de AV attaché & une
racine a de A, et on lappellera le cocaractére associé & a.

On résume partiellement la situation par le diagramme suivant.
Q -5 QD) cA
U U

A S, % CA.

7.2. Algebres de Lie (graduées) triangulaires déployées

Dans cette section, nous définissons rapidement le cadre général dans lequel on va
définir les algebres de Kac-Moody. Il s’agit de définir deux types d’algebres de Lie,
I’une possédant une décomposition graduée plus exploitable que ’autre. Ces notions
sont comparables mais non équivalentes. Les algebres de Kac-Moody que 1'on va défi-
nir rentrent dans le cadre de la forme faible, mais au prix d’une extension en degré 0,
on peut retrouver la forme forte, qui fournira la combinatoire agréable des systémes
de racines classiques. Les références pour ces algebres de Lie sont [Moo-Pia95], no-
tamment les chapitres 2 et 4, et [Rou96].
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7.2.1. Algebres de Lie triangulaires déployées. — Voici la version forte des
algebres de Lie qui nous intéressent.

Définition. — Une algebre de Lie g est une algébre de Lie triangulaire déployée s’il
existe un triplet (h, g+, g—) de sous-algébres de Lie et une anti-involution o de g, qui
vérifient la série d’axiomes suivante.

(TD1) On a la décomposition g = g+ © h @ g_, avec h commutative.

(TD2) g4 est non triviale, ad h-stable et se décompose en espaces-poids sous b,

g+ = D o
AEp*

(TD3) o est l'identité sur b et envoie g4 sur g_.
(TD4) 11 existe des éléments {a;};cs dans h* linéairement indépendants tels que :

Yaeh® (gi)r#{0} = X\¢€ (@Na]) ~ {0}.

On notera @ le Z-module @jeJ Zaj, Q4 = (@jEJNa]—) ~ {0}, et on appellera @ le
réseau radiciel de g. On dit en outre que g est réguliére si g, est de dimension finie
pour tout a de Q.

7.2.2. Décomposition en espaces-poids. Vocabulaire. — On commence par
une décomposition en espaces-poids qui suggere quelques définitions.

Proposition — On a la décomposition en espaces-poids :

g= @gaa

acqQ
avec go = B, et 09, = g—q pour tout a de Q4+ U —Q+ U{0}. O

Introduisons maintenant un peu de vocabulaire. Pour ce qui est des sous-algebres
et des involutions :

Définition

(i) o est appelée I’anti-involution de Chevalley, son opposée w est Iinvolution de
Chevalley de g.

(ii) b est appelée la sous-algebre de Cartan de g.

(iii) by := h @ g4 (respectivement b_ := h @ g_) est appelée la sous-algébre de
Borel positive (respectivement négative) de g.

Pour ce qui est des racines :
Définition
(i) Une forme linéaire X de h* d’espace-poids correspondant non trivial est appelée

une racine (pour h). On note A I'ensemble des racines, nécessairement contenu dans

Q. On pose aussi A :=Q1 NAet A_:=—-Q; NA.
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(ii) L’application
ht: Q — 7Z

E m;a; § m;
J J

est appelée hauteur.

Dans cette situation, il n’est pas question d’introduire une notion de racine réelle
ou imaginaire. On pourrait encore citer quelques propriétés faciles des algebres de
Lie triangulaires déployées. Ainsi, le produit d’une famille de telles algebres de Lie
et d’'une famille d’algebres abéliennes est encore une algébre de Lie triangulaire dé-
ployée. De plus, ’algebre de Lie déduite d’une algebre de Lie triangulaire déployée
par extension des scalaires est encore une telle algebre de Lie. Enfin, ces algebres de
Lie jouissent d’une théorie des représentations avancée, avec la possibilité de faire
une théorie du plus haut poids et d’introduire une catégorie O de Bernstein-Gelfand-
Gelfand ([Moo-Pia95], chapitre 6 ou [Rou96]).

7.2.3. Algebres de Lie graduées triangulaires déployées. — Voici la version
faible des algebres de Lie qui nous intéressent, et qui est étudiée dans [Rou96].

Définition. — Une algébre de Lie graduée triangulaire déployée est une algebre de Lie
g pour laquelle il existe un ensemble J et une Z(/)-graduation

0= D Im

meZ(-’)

vérifiant la série d’axiomes suivante.

(GTD1) go est abélienne.

(GTD2) g n’est pas réduite & go, 'action adjointe de tout élément X de gy sur
chaque g, est scalaire de rapport m(X), et il existe pour chaque j de J, une forme
linéaire s; de gg, de telle sorte que m(X) =}, m;s;(X) pour m dans Z),

(GTD3) I existe une anti-involution o de g qui vaut l'identité sur go et envoie gy,
SUL -

(GTD4) Pout tout m de Z), g,, # {0} implique que m est dans N(/) ou dans
—NO),

On note g4+ (respectivement g_) la somme des g,, (respectivement g_,,) pour m
dans N()_ g est en outre dite réguliére si chaque gm est de dimension finie.

La différence notable entre ces algebres de Lie et les algebres de Lie triangulaires dé-
ployées est que la graduation de ces dernieres parametre exactement les espaces-poids,
alors que dans le cas gradué triangulaire déployé, deux espaces de degrés différents
peuvent étre de poids identiques. Autrement dit, il n’y a pas moyen de les distinguer
du point de vue de l'action adjointe (diagonale) de go.

ASTERISQUE



7.2. ALGEBRES DE LIE (GRADUEES) TRIANGULAIRES DEPLOYEES 181

7.2.4. Extension triangulaire déployée d’une algebre de Lie graduée

Il est facile de voir qu'une algebre triangulaire déployée est une algebre graduée
triangulaire déployée, les notions de régularité se transmettant parfaitement. La réci-
proque est fausse, mais il existe un moyen de définir une algebre triangulaire déployée
a partir d’une algebre graduée triangulaire déployée en modifiant 1’algebre de Lie de
départ seulement en degré 0. Commencons par citer un résultat facile sur les dériva-
tions des algebres graduées.

Lemme — Soit g = @mezu) Om une algébre graduée triangulaire déployée. Alors
pour chaque indice j de J, l'application

dj:g—9

est une dérivation de g. O

On va définir une extension au moyen de ces dérivations. Notons D ’espace vectoriel
@je.] Ké; qu’on voit comme une algébre de Lie abélienne, et g:= g x D 'algébre de
Lie obtenue en étendant le crochet de g par [X,d,] := —6;X.

Proposition — Soit g = @,,cz) 9m une algebre graduée triangulaire déployée.
Alors, lalgébre de Lie g définie comme ci-dessus est une algébre triangulaire déployée
pour le triplet (h,g+,9_) et Uanti-involution & définis par :

hi—b@D, gii—gs e g =g,
o étant le prolongement de o par Uidentité sur D. Il existe en outre une bijection na-
turelle entre les degrés de la graduation de g et ceuz de g, qui établit une identification
entre termes de degrés non nuls correspondants. g est réguliére si et seulement si g
lest.

Démonstration. — Les axiomes (TD1) et (TD3) sont trivialement vérifiés. Considé-
rons maintenant un terme homogene g,, et donnons-nous H dans f. Ce dernier élément
s’écrit par définition H = Hy + ZjeJ Ajd; pour Hy dans b et \; dans K. Alors, H

opere scalairement sur g, par la valeur propre m(Hoy) + > .. ; A\jm;, autrement dit

=
> jesmj(sj(Ho)+A;). On continue & noter s; la forme linéaire sur b déduite de s; par
prolongement par 0 sur D. On note 67 le prolongement par 0 sur go du vecteur 45 de
la base duale de {d,},es € D’.En posant a; := s; +0; pour chaque j, on obtient une
famille libre de E*, et Pobservation précédente permet de vérifier les axiomes (TD2)
et (TD4) pour ces formes linéaires. La transmission de la régularité est évidente. [
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Remarque — Avec les notations de la démonstration, la bijection annoncée dans la
proposition n’est autre que

7] —b* (m))jes < »_mj(s; + 7).
jeJ

7.3. Algébres de Kac-Moody

Nous en venons a la définition des algebres de Kac-Moody proprement dites.
Comme nous verrons ces algebres essentiellement comme les objets a intégrer pour
obtenir des groupes, on préfere les définir entiérement par générateurs et relations.
On réserve le terme d’algébre de Kac-Moody classique aux algebres de Lie définies en
termes de réalisation, pour lesquelles la premiere étape de construction a été résumée
en (7.1.4). Pour ces derniéres, la référence est bien stir [Kac90], référence a laquelle on
peut de toutes fagons se ramener pour étudier les algebres de Kac-Moody introduites
par J. Tits dans [Tit87].

7.3.1. Algebres de Kac-Moody. — Puisque moralement ces algebres sont des
objets infinitésimaux attachés a des groupes, il est préférable de définir une algebre
de Lie par type de donnée radicielle.

Définition. — Soit D = (S,A,A, (Cs)ses,(hs)ses) une donnée radicielle de Kac-
Moody. L’algebre de Kac-Moody gp de type Dsur K est I'algebre de Lie engendrée
par go := AV ®z K et les ensembles {e; }scs et {fs}ses soumis aux relations suivantes.

[hves] = <CS, h>65 et [hvfs] = *<CS, h>f5 pour h dans do, [90790] = 05
[esvfs]ths(g)lv [esaft]:() pours#tdans S,

(ad es)fA“Het = (ad fs)*A“Hft =0 «relations de Serre ».

La présence du signe — dans la relation [es, fs] = —hs ® 1 est tout & fait arbitraire.
On parle de convention de Tits.

Dans le cas d’une donnée radicielle simplement connexe (i.e., quand AY =
@.cs Zhs), on notera plutdt ga cette algebre de Lie. Pour une matrice de Cartan
généralisée symétrisable, g4 n’est autre que l'algebre dérivée [g(A),g(A4)] de lal-
gebre de Kac-Moody classique g(A) associée a A. C’est le théoreme de Gabber-Kac
([Kac90], théoréme (9.11) p.159), qu’on résume par I'égalité g4 = [g(A4), g(A)].

On note Ugp 'algebre enveloppante de gp. Par construction des algebres de Lie
définies par générateurs et relations, Ugp est la K-algebre associative engendrée par
les mémes générateurs soumis aux mémes relations que pour gp. Si 'on reprend le
réseau radiciel libre @ associé a A, 'homogénéité de ces relations permet de définir
une @-graduation sur Ugp et donc sur gp.
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Définition

(i) On appelle racine un degré non nul de la Q-graduation de Ugp qui apparait
dans la décomposition de gp. On note A I'ensemble des racines.

(ii) Pour tout élément a de @, on note (gp)a (respectivement (ng)a) le terme
homogene de degré a dans gp (respectivement Ugp).

Pour l'instant, on ne dispose que de la notion de racine de gp, définie en termes de
graduation tout a fait abstraite et sans distinction entre racines imaginaires et réelles.

7.3.2. @Q-graduation abstraite et espaces-poids. — Conservons les objets libres
associés & A et mis en place en (7.1.4), notamment le réseau radiciel Q. On peut tout
d’abord montrer que 'algebre de Lie gp est une algebre graduée triangulaire déployée.

Lemme — gp est une algébre graduée triangulaire déployée pour le réseau radiciel
libre Q), de décomposition triangulaire

gD = g+ D Yo D 9,

ot g4 (respectivement g_) est la sous-algébre de Lie engendrée par les éléments e
(respectivement fs) pour s dans S. L’involution de Chevalley est lapplication w ca-
ractérisée par es — fs, fs — es et w|g, = —1g,. Pour a dans Q, go opére sur le terme
de degré a par le caractére associé cg.

Justification. — La définition de l'involution w est aisément justifiée. La décompo-
sition triangulaire s’obtient par les mémes calculs que pour le point a) du théoréme
(1.2) de [Kac90]. L’assertion portant sur le caractére associé provient directement
des relations de définition. O

Remarque — Si 'on pense maintenant a appliquer le procédé de fabrication d’une
algebre triangulaire déployée a partir d’une algebre graduée triangulaire déployée
(7.2.4), on obtient une K-algébre de Lie gp = gp x D triangulaire déployée pour
laquelle 'application Z-linéaire

Q — (go® D)*

as — ¢cs + 41

est injective. L’algebre de Lie gp est I'algebre de Kac-Moody associée & la donnée
radicielle de Kac-Moody D obtenue A partir de D en remplacant A par le dual de
A ©ZS) et ¢, par g + 6% Par exemple 55 =DA.

A partir de ceci, la @-graduation de gp peut se lire concretement dans le sens
ol elle provient de la décomposition en espaces-poids de gp. L’avantage de cette
manipulation est qu’on peut appliquer & gp tous les raisonnements qui permettent
la description d'un systéme de racines de lalgebre de Kac-Moody classique g(A). On
pourra alors utiliser pour gp les propriétés et la description combinatoires de ces
systemes.
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7.4. Automorphismes et Z-formes

L’étude des automorphismes est un premier moyen d’envisager l'intégration des
algebres de Kac-Moody en groupes. On se contentera ici de montrer qu’on peut inter-
préter 'action du groupe de Weyl W en termes d’action d’automorphismes de gp sur
la Q-graduation. Ceci donne un sens a la double inclusion Q D A D Ar®. Les Z-formes
interviendront de maniere cruciale dans la définition de la représentation adjointe d’un
foncteur de Tits. Elles apparaitront au moment d’imposer une condition d’intégralité
sur des algebres de fonctions de groupes algébriques, en utilisant des techniques de
calcul différentiel sur ces groupes.

7.4.1. Reléevement du groupe de Weyl. Double base d’un sis-triplet

Pour chaque s de S, la sous-algeébre de Lie de gp engendrée par e, et fs est de
type A; et opére sur gp par la représentation adjointe. En outre, les dérivations ad e
et ad fs; sont localement nilpotentes dans les algebres de Kac-Moody, ce qui donne
un sens aux exponentielles expades et expad fs. Pour tout s de S, on peut donc
considérer I'automorphisme s* de gp :

*

s* :=expade, -expad fs - expades = expad fs - expadeg - expad fs,
qui nous intéresse pour la raison suivante :

Proposition

(i) Si W™ désigne le groupe engendré par les automorphismes s* de gp, Uapplication
s* s se reléve en un unique homomorphisme surjectif v: W* —> W.

(ii) Pour tout s de S et tout w* de W*, la paire d’éléments opposés w*({es; —es})
ne dépend que de la racine v(w*)(as) dans Q.

Référence. — On a résumsé ici les raisonnements de la section (3.3) de [Tit87] (par
la remarque (7.3.2), tout ce qui est dit en (3.3) sur les algebres de Kac-Moody alors
considérées s’applique aux algebres gp quelconques). O

7.4.2. Racines réelles et racines imaginaires. — Sans hypothese sur la don-
née radicielle D, gp est une K-algébre de Lie graduée triangulaire déployée. La Q-
graduation de gp provient de la Q)-graduation abstraite de 1’algebre Ugp. Cette gra-
duation abstraite n’a a priori pas d’autre propriété que ses compatibilités avec les
structures de gp et Ugp. On sait qu’au moyen d’une extension par #S dérivations
(décrétées en degré 0), on peut se ramener & une K-algebre de Lie triangulaire dé-
ployée gp possédant une graduation en espaces-poids identique & la graduation de
départ (en degrés non nuls). La @-graduation devient alors interprétable en termes
d’action adjointe (diagonale) de la sous-algébre abélienne formée des éléments de de-
gré 0. Cette remarque justifie 'usage de la référence [Kac90], chapitre 4 pour décrire
le systéme A associé & gp ou gp, sauf que dans le second cas, on ne dispose que d’une
@-graduation abstraite d’algebre de Lie. Ceci permet de reconnaitre en l'inclusion
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A C @Q, linclusion dans le réseau radiciel du systéme de racines de I'algebre de Kac-
Moody classique g(A) attachée a A. Puisque par ailleurs chaque élément w de W peut
se relever en un automorphisme gradué w* de Ugp, et que w*g, = guwa pour tout a
dans @, on peut identifier A™ (qui est une partie du réseau radiciel abstrait de A) a
une partie de A, ensemble des poids non triviaux de la K-algebre de Lie étendue gp.

Définition

(i) Les racines réelles de gp sont les degrés de la forme was pour w dans W et s
dans S. Leur ensemble est A™.

(i) On note A" D’ensemble A ~ A, dont les éléments sont appelés les racines
1maginaires.

(iii) La paire de vecteurs opposés de gp obtenue comme en (7.4.1) & partir de la
racine réelle a est appelée double base associée & a, et est notée E, = {+e,}.

Les doubles bases permettent de mettre en place la version Kac-Moody de la notion
d’épinglage (8.3.1). Si 1 est une partie de racines, on note gy = @Ced} ge. Si 1) est N-
close, g, est une sous-algebre de Lie de gp. On peut enfin invoquer les caractérisations
bien connues suivantes, qui distinguent radicalement les racines réelles des racines
imaginaires.

Proposition

(i) Si a est une racine imaginaire et r est un nombre rationnel tel que ra est dans
le réseau Q, alors ra est une racine (imaginaire).

(i) Si a est une racine réelle, alors AN Qa = {+a}(C A™).

Référence. — [Kac90], proposition (5.1) p.59 et proposition (5.5) p.63. O
On peut alors revenir a la notion de base d’un systeme de racines.

Définition. — Une base de A™ est une partie {a}}i1gjcn de A™ formée de vec-
teurs linéairement indépendants de @, tels que toute racine a de A™ s’écrit a =
€2 1<j<n kjaj ol € est un signe et k; est dans N pour tout j.

Gréce au fait qu’on peut voir A™ comme un systéeme de racines d’une algebre de
Kac-Moody, on dispose aussi du théoreme de conjugaison des bases.

Théoreme — Si A™ est indécomposable, toute base est transformée de +{as}scs par
un élément de W.

Référence. — La propriété qui caractérise une base vis-a-vis des racines réelles est
encore vérifiée pour ’ensemble de toutes les racines, ce qui permet de parler de base
de A. On peut donc faire référence & [Kac90], proposition (5.9) p.66. Cela dit, on
peut se référer & [Hée93|, texte 9, si 'on souhaite une démonstration abstraite qui
s’affranchisse de 1'usage des algebres de Kac-Moody. O
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Remarque — Un cas particulierement favorable est celui d'une donnée radicielle de
Kac-Moody (& base) libre. Ceci correspond au cas ou l'application caractére ¢ est
bijective :
Q= Q(D) C A, soit Q@ CA,

pour faire court. On fera systématiquement l'identification dans ce cas. On voit en
outre que les groupes W et W sont isomorphes (par 7), d’'ot1 : W = W et A™ = ¥,
(On sait aussi que A est la fermeture de A™ dans @ pour une certaine condition, dite
condition de chaine — voir [Moo-Pia95], section (5.8) p.464).

7.4.3. Z-formes dans l’algébre enveloppante. — Cette sous-section est un ré-
sumé des pages 555 & 559 de [Tit87]. On appellera Z-forme d’une C-algebre A un
sous-anneau Az pour lequel 'application canonique Az ®z C — A est un isomor-
phisme. Notre but est de mettre en place quelques Z-formes qui existent dans ’algebre
enveloppante Ugp. Les calculs qui justifient 'existence de ces objets sont semblables
a ceux qui permettent de construire les groupes de Chevalley. On verra ensuite des
propriétés d’écriture unique, mais pour I'instant on introduit les générateurs des Z-
formes a construire, qui se présentent comme des puissances divisées des générateurs
de gp.

Pour tout élément de Ugp et tout entier n de N, I'écriture ul®) désigne la puissance

divisée (n!)~tu™ et I'écriture (u) désigne 1’élément (n!) " tu(u —1)--- (u —n +1).
n

Définition
(i) Pour tout s de S, on désigne par U, (respectivement U;_,y) le sous-anneau
Y onen Ze™ (respectivement ) Zfs[n]) de Ugp.
il) (Uy)= désigne le sous-anneau de Ugp engendré par les éléments de degré 0 de
K

h
la forme ( ) pour h parcourant A et n dans N.
n

(iii) Up est le sous-anneau de Ugp engendré par (UO)K et les Uyyy et U, pour s
dans S.

(iv) Una, (respectivement Ux_) désigne le sous-anneau de Up engendré par les Uy
(respectivement U;_y) pour s dans S.

(v) On désigne par Uy, I'idéal de Up obtenu par U := gplgp NUp.

Il existe des formules classiques concernant les éléments qu’on a définis. Précisé-
ment, d’aprés [Bou75] (12.5), on a :

<h> e[sn] _ e[sn] (h +ncs(h)> ot <h> fs[n] _ fé[,”] <h — ncs(h)) _
m m m m

Ces formules et 'usage d’une graduation sur Ugp permettent de montrer :

Proposition
(i) Un, est une Z-forme de Ug,. Ua_ est une Z-forme de Ug_.
(ii) Up est une Z-forme de algébre enveloppante Ugp.
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Référence. — [Tit87], section (4.4), notamment proposition 2 p. 556. O
On peut aussi voir des Z-algebres de Lie dans Up.

Définition. — On désigne par Lp la Z-algebre de Lie obtenue en intersectant la Z-
forme Up et I'algebre de Kac-Moody gp : Lp :=Up Ngp.

Pour toute racine réelle a de A™, le choix d’un des deux vecteurs de la double base
E, = {£e,} définit le méme sous-Z-module de Up
Upay = D Zegn].
neN
La formule classique

n—u

n! (n —1)! 1!

(adx)™ e zn:(—l)i x ez
=0

valable pour tous w dans Ugp et x dans gp, montre que Up est stable par tout

(adsf)n 2" pour s dans S et n dans N. Ainsi, Up est stable par chacun des

automorphismes exp ad e, expad fs et s*. Ceci montre que U,y est en fait un sous-

(ad
ou ,
n!

anneau de Up. L’automorphisme w* := s7s5 - - - sz(w) est le méme pour toute écriture
réduite w = s182 - - - Sy(w), ce qui justifie les derniéres notations :
Uy =Ur, NwlUa_ et U :=Ux, N5 Ua..

On peut finir en évoquant les graduations et filtrations de Up. Les sous-Z-algebres
de Lie ainsi définies héritent une graduation de celle de Ugp. En outre, Up hérite une
filtration de la filtration d’algebre enveloppante de Ugp.

Définition

(i) On note U, la composante homogene de degré a € Q dans Up.

(ii) On note L, la composante homogene de degré a € A dans Lp. Ly := A
désigne la composante de degré 0 de Lp.

(iii) Pour toute partie N-nilpotente 9 de racines réelles, on note Ly, := @, »Lela
Z-algebre de Lie engendrée par les doubles bases E. pour ¢ dans .

Ceci fournit les décompositions graduées

Up= @ U, et Lp= (P L.) Lo

a€eqQ a€EA

7.4.4. Ecritures uniques. — Les écritures uniques auront un intérét pratique
quand il s’agira de faire un peu de calcul différentiel sur des groupes algébriques.

Proposition
i) L’application produit Un, @ Uy @ Un_ — Up est bijective.
+

(ii) Pour tout s de S, les applications produit Uy gy ®Z/l_(s) —Un, et Z/l_(‘_s) QU5 —
Un, sont bijectives.
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(iii) Pour tout w de W et tout ordre cyclique {b1;ba;...;byw)} sur A1, les ap-
plications produit Up,y @ -+ ® Ugpyyy — Un et U, 3 @ - @ U,y — Uy sont
bijectives.

Référence. — [Tit87], proposition 2 p.556 et lemme 1 p.558. O

La détermination de toutes ces Z-formes a partir de puissances divisées suggere une
comparaison avec le calcul différentiel algébrique. On aura ’occasion de voir I’anneau
Up comme l'anneau des distributions supportées a ’origine du foncteur _C'//;. Cette
analogie est actuellement heuristique pour le gros objet Up, mais elle sera justifiée
pour les groupes unipotents de dimension finie associés aux parties N-nilpotentes de
racines (9.3.2).

7.4.5. Extension des scalaires. — Nous avons parlé pour 'instant d’algebres et
d’algebres de Lie sur un corps K de caractéristique 0, mais le fait de disposer de Z-
formes permet maintenant de définir des objets analogues & ceux qu’on a vus sur des
anneaux arbitraires.

Convention — Pour tout anneau R et tout sous-anneau (respectivement sous-Z-
algébre de Lie) A de la Z-forme Up, on note Ag la R-algébre (respectivement R-
algebre de Lie) obtenue & partir de A par extension des scalaires de Z & R. Si A est
un sous-objet gradué ou filtré de Up, Ar = A ®z R est munie de la graduation ou
filtration naturelle pour laquelle les scalaires de R sont de degré 0.

Conformément a cette convention, on note (L{a)  1a composante homogene de degré
a € Qde (L{D)R. On note (Ea)R le terme de degré a de (ED)R dans la Q-graduation.
On a donc :

a€EA

(Up) = aee%(ua)R et (Lp)p= D (La) -

Finissons avec la notion de support.

Définition. — Soit M une partie de (UD)R. Le support de M est I’ensemble des degrés
qui apparaissent dans la décomposition en termes homogenes de tous les vecteurs de
M. On le note supp M ou supp, M. Le support d’un vecteur v est le support de {v}.
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CHAPITRE 8

FONCTEURS DE TITS. GROUPES DE KAC-MOODY

On présente ici une étude et une construction de foncteurs effectuée par J. Tits
dans le but de généraliser la construction des schémas de Chevalley-Demazure au cas
de la théorie de Kac-Moody. Le point de départ est la construction des groupes al-
gébriques réductifs sur un corps algébriquement clos, ou plus généralement déployés
sur un corps quelconque. L’objet le plus important pour ce qui nous intéresse est
le foncteur de Tits constructif é; qui répond sur les corps au probleme posé axio-
matiquement. C’est sur les valeurs de ce foncteur qu’on va mettre en évidence les
propriétés combinatoires attendues qui font le lien avec la premiere partie purement
abstraite. La référence principale pour ce chapitre est 1'article [Tit87]. L’exposé au
Séminaire Bourbaki [Tit88] peut aussi s’avérer utile.

8.1. Prédécesseurs

Chacun des prédécesseurs présentés est a l'origine d’un aspect de la construction
des groupes de Kac-Moody sur des anneaux arbitraires.

8.1.1. Points des schémas de Chevalley-Demazure. — Des deux aspects de
la théorie des schémas en groupes (géométrique et fonctoriel), c’est le second qui
est développé : on ne définira plus un schéma, mais un foncteur de la catégorie des
anneaux dans celle des groupes. Le résultat fondamental de M. Demazure ([Dem65],
théoréme (3.6.4) p.399) s’énonce comme une équivalence de catégories, précisément
entre celle des données radicielles épinglées et celle des schémas en groupes (affines)
réductifs déployés et épinglés. Ce résultat général sans plus de précision incite déja a
élaborer la théorie des groupes de Kac-Moody en attachant un foncteur en groupes
a chaque donnée radicielle de Kac-Moody. Cela dit, on peut citer un résultat plus
particulier.

Théoréme

(i) A tout groupe réductif complexe Gc, on peut associer un schéma en groupes
affine Gop lisse et connexe sur Z, qui vérifie Gop(C) = Ge.

(i1) Tout Z-schéma en groupes affine G réductif (lisse et connexe), qui posséde un
tore mazximal et qui vaut G¢ sur C est isomorphe ¢ Gop (au sens des Z-schémas en

groupes).
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Référence. — [Dem65], corollaire (5.1.3) p.407. Le tore évoqué dans le point (ii) est
automatiquement déployé car défini sur Z, c¢f. [Dem65], (1.4.4). O

De ce théoréme, on retient la caractérisation des foncteurs de Chevalley-Demazure
par leur propriété de déploiement et par leur valeur sur le corps des nombres com-
plexes. Ces observations conduisent a 'approche axiomatique des foncteurs de Tits, a
ceci pres qu'il faut trouver un analogue de la structure algébrique complexe. D’ou 'in-
troduction d’une représentation adjointe complexe — axiome (KMG5), qu’on étendra
au chapitre 9 en une représentation fonctorielle.

8.1.2. Générateurs et relations pour les groupes de Chevalley. — Parallele-
ment a la présentation algébro-géométrique des schémas en groupes réductifs déployés,
on peut aussi aborder le sujet de fagon plus concrete, a condition de se limiter aux
corps. On se donne une algebre de Lie simple sur C (ou déployée simple sur Q). Nous
ne reviendrons pas sur la construction des schémas de Chevalley associés a g (voir
pour cela [Hum?72], chapitre VII pour le volet abstrait, et [Che61] pour la construc-
tion schématique). On fixe une base de Chevalley de g qui détermine classiquement
une Z-forme Uy, de I’algebre enveloppante Ug et permet de définir un sous-groupe a un
parametre unipotent par racine de g. Ces sous-schémas sont obtenus en exponentiant
la représentation adjointe. Nous nous limitons a la citation de deux résultats sur les
groupes de Chevalley. Le premier est un calcul de commutateur fait par Chevalley
lui-méme et qui sera ultérieurement généralisé aux groupes de Kac-Moody. Le second
est a la base de la définition de ces groupes. Voici le théoreme de Chevalley.

Théoréme — Soit {a; b} une paire de racines non opposées. Pour chaque racine ¢, e,
est le vecteur correspondant de la base de Chevalley qu’on a choisie. On fize un ordre
quelconque sur [a; by et on note N := {(i,j) € (N~ {0})2 | ia + jb € Ja; b[}. Alors,
il existe des entiers ijb ne dépendant que de a, b et de l'ordre induit sur N, tels que
dans Uz[[t,u]] on ait :

fexp(tea),explues)] = ] exp(tu!Ceinsz),
(i,))EN
le produit se faisant dans lordre précité. En outre, l’entier ci1 est indépendant de
Vordre et vaut la constante de structure définie par : [eq, €] = Cab €atb-

Référence. — [Ste68], lemme 15 p. 22. O

Remarque — Dans ce cas — celui d’un systeéme de racines fini et réduit, le théoreme
met en évidence axiome (DRJE1) de (6.2.5) pour les groupes de Chevalley.

Voici le résultat de Steinberg sur lequel s’appuie (modulo généralisation) la défini-
tion des foncteurs de Tits constructifs.
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Théoréme — Soient g une algébre de Lie simple non de type Ay et K un corps. Pour
toute racine a de g et tout élément t de K, on introduit le symbole To(t). Soit G le
groupe abstrait défini par les générateurs T, (t) et les relations

Ta(t) - Ta(u) = Ta(t +u) (t,u € K),

Za®), T ()] = [ Fiarin(CHtw?) (t,u € K),
(i,7)EN
ha(t) - ha(u) = ha(tu) (t,u € K*),

ot les C’fjb sont les entiers de la formule du commutateur pour un choix de base de
Chevalley, ot ha(t) vaut T, (t) Mo (—1) avec Tg(t) défing par Ty (t) := To(t) Ta(—t71)-
Za(t). Enfin, Z désigne le centre de G.

Alors, G/Z est isomorphe au groupe de Chevalley adjoint sur K associé a g.

Référence. — [Car72], théoreme (12.1.1) p.190. O

La restriction sur le type de l'algeébre provient de problémes de dégénérescence sur
les petits corps. Il faudra tenir compte de cela pour la définition des axiomes des
groupes de Kac-Moody. On produit donc ici un groupe semi-simple déployé sur un
corps comme un groupe abstrait : c¢’est tout 'intérét de 1’énoncé puisqu’en théorie de
Kac-Moody, on a affaire a des foncteurs et non plus & des schémas.

8.1.3. Automorphismes d’une algébre de Kac-Moody. — Venons-en main-
tenant a la construction d’un groupe de Kac-Moody. Pour cela, on peut bien entendu
penser a intégrer une algebre de Kac-Moody en regardant son groupe d’automor-
phismes. Ce point de vue a permis de mettre en évidence de nombreuses propriétés
qu’on pouvait espérer généraliser des groupes algébriques a la théorie de Kac-Moody.
On peut citer une partie des résultats de Kac et Peterson obtenus dans cette situation.

e Définition de plusieurs algebres de fonctions (topologiques), chacune possédant
une propriété classique : I'une fournit un théoreme a la Peter-Weyl, I’autre définit une
structure de groupe de dimension infinie & la Shafarevich (voir [Kac-Pet83] p.162—
163).

e Définition intrinseque et conjugaison des sous-groupes de Cartan et de Borel.

e Définition de la structure combinatoire des BN-paires raffinées, dont on s’est
déja largement servi.

Il ne faut pourtant pas oublier que cette approche utilise les algebres de Lie de
maniére essentielle, ce qui limite la validité de certains raisonnements a la caracté-
ristique 0. En outre, la définition des algebres de fonctions précitées fait un usage
essentiel de la théorie des représentations, notamment de considérations de plus haut
poids.
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8.2. Présentation axiomatique

Nous abordons maintenant le probleme des groupes de Kac-Moody & proprement
parler, du point de vue axiomatique. On sait que ’on cherche un foncteur-groupe sur
la catégorie des anneaux. On notera un tel foncteur G : Z-alg — Gr. La question est
de savoir quelles conditions imposer pour généraliser la théorie des groupes réductifs
déployés et obtenir une famille bien déterminée de foncteurs (un par type de donnée
radicielle de Kac-Moody si 'on veut étre conforme a 1’équivalence de catégories de
Demazure dans le cas des matrices de Cartan).

8.2.1. Les systemes considérés. — On peut penser aux caractérisations des
schémas de Chevalley-Demazure pour les prolonger au cas Kac-Moody. De cette
approche, on retient le role de la valeur du foncteur sur C et du déploiement du
tore maximal. On veut aussi pouvoir reconnaitre dans le groupe de Kac-Moody
des sous-groupes isomorphes a SLo et des tores déployés. Pour une donnée radi-
cielle D = (S,A,A, (cs)ses, (hs)SES) fixée, on note 7 = 7, le foncteur des points
Homyz_a1g(Z[A], —) du schéma tore déployé de groupe de caractéres A. Pour tout
élément h de AV et tout élément r inversible dans un anneau R, 7 est 1’élément
de 7(R) défini par A — "N, Enfin, on verra SLy comme un foncteur-groupe. Les
considérations qui précedent incitent a regarder des systémes de la forme

F = (g, (CPS)SGSa 77)’

ou G est un foncteur-groupe, (¢s)ses est une famille de morphismes fonctoriels ¢ :
SLs — G et 1 est un morphisme fonctoriel 7y — G. On conserve ces notations pour
toute la section.

8.2.2. Axiomes d’un foncteur de Tits : premiére série. — Voici une premiere
liste d’axiomes destinés a caractériser les foncteurs de Tits.

Définition. — On dit qu’un foncteur-groupe G : Z — alg — Gr participant & un sys-
teme F = (g, (ps)ses, 17) comme ci-dessus est un foncteur de Tits, s’il vérifie la série
d’axiomes suivante.

(KMG1) Pour tout corps K, G(K) est engendré par les images des ¢5(K) (s € 5)
et de n(K).

(KMG2) Pour tout anneau R, ’homomorphisme 7(R) est injectif.
(KMG3) Pour tout s de S et tout r de R, on a I'égalité o, (g 721) = n(rhs).

(KMGA4) Si ¢ est 'injection d’un anneau R dans un corps K, alors 'homomorphisme
G(1) : G(R) — G(K)

est injectif.

ASTERISQUE



8.3. FONCTEUR DE TITS CONSTRUCTIF 193

(KMG5) 11 existe un homomorphisme Ad : G(C) — Aut(ga) dont le noyau est dans
n(7(C)), et qui vérifie :

VeeC Ad[ps (§ §)] = expadces, Ad[ps (£9)] = expad(—cfs),
VteT(C)  Ad(n(t))(es) = t(cs)es, Ad(n(t)) (fs) = —t(cs) fs-
Référence. — [Tit87], p.545. O

A partir de ces axiomes, un premier résultat d’unicité sur les corps peut étre dé-
montré, pourvu qu’on ajoute une restriction pour éviter d’éventuelles dégénérescences
des groupes radiciels dans le centre.

8.2.3. Axiomes d’un foncteur de Tits : seconde série. — En exigeant cette
nouvelle série d’axiomes, on a par contre le théoréeme d’unicité sur les corps qui nous
intéresse.

Définition. — Soit G un foncteur de Tits appartenant & un systeme F = (g, (¢s)ses, 77),
et pour lesquels on dispose de deux sous-foncteurs-groupes $; et 4_. La seconde
série d’axiomes d’un foncteur de Tits est la suivante.

(KMG6) Le groupe 4y (C) (respectivement L_(C)) est le groupe dérivé du stabili-
sateur dans G(C) de la sous-algebre engendrée par {es}ses (respectivement { fs}ses)
pour P’action «adjointe » de 'axiome (KMGS5).

(KMGT) Si p: R — K est l'injection d’un anneau dans un corps, si € est un signe,
U (R) est la préimage par G(p) de iU (K).

(KMGS) Le groupe 4 (K) est pronilpotent pour tout corps K.

(KMG9) Pour tout corps K et tout s de S, le noyau de ¢,(K) : SL2(K) — G(K)
est central dans SLq(K).

Référence. — [Tit87], p.553 O

De maniere générale, nous noterons Gp un foncteur vérifiant la série complete des
axiomes (KMG) pour une donnée radicielle D.

8.3. Foncteur de Tits constructif

Ici, on va construire pour chaque donnée radicielle de Kac-Moody D un foncteur
de Tits constructif é; qui répond aux exigences axiomatiques précédentes, au moins
sur la catégorie des corps. La démonstration de ce fait n’est pas accessible directement
apres la définition de g?;, on a besoin d’un travail préliminaire de nature combinatoire.
Le plan général de construction de ces foncteurs est le suivant. (On met en évidence
séparément les parties concernant les tores et les sous-groupes radiciels.)

(1) Le foncteur torique a déja été présenté, il s’agit du foncteur des points 7y de
Spec Z[A].
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(2) La partie concernant les sous-groupes radiciels implique la construction d’un
foncteur-groupe auxiliaire dit foncteur de Steinberg St 4, dont I'obtention demande un
peu plus de travail et notamment la généralisation du résultat d’intégralité de Che-
valley (8.1.2) sur lequel nous reviendrons pour construire la représentation adjointe
de é{;.

(3) L’étape finale d’amalgame de St4 et T, fera appel & des relations de définition
de trois types, qui gerent les relations que l'on veut voir entretenues par les deux
foncteurs.

8.3.1. Groupes unipotents attachés a certaines parties de racines. — 1l
s’agit de voir pour linstant qu’a toute partie N-nilpotente @ de racines, on peut
naturellement attacher un Z-schéma en groupes ily. La présentation de ce résultat
est 'occasion de citer un lemme relevant purement de la théorie des groupes abstraits,
et auquel nous ferons systématiquement référence sous le nom de lemme de Tits.

Lemme — Soit X un groupe et (X1,...,Xm) un systéme générateur de sous-groupes.
On suppose que X posséde une série centrale X = Z1 D Zy D -+ D Zp D Zpy1 = {1}
telle que pour tout j de {1;...;h}, on ait l'encadrement Z; C X;;).Zjy1 pour un
indice i(j) dans {1;...;m}. Alors :

(i) Pour toute permutation o de {1;...;m}, Uapplication produit

Xo1 X oo X Xogm — X

est surjective.
(i) Si cette application est injective pour une permutation, elle l’est pour toutes.

Référence. — [Tit87], lemme 2 p.559. O

Ce lemme est un outil essentiel de la démonstration du résultat qui va suivre.
Pour chaque racine réelle a, on désigne par i, le Z-schéma en groupes isomorphe a
G, d’algebre de Lie £, = Ze,, pour e, dans la double base E, = {%e,}. Le choix
d'un vecteur e de la double base fournit 1’isomorphisme exp, : G, — i, défini par
r +— exp(re), et dont Papplication tangente envoie 1 sur e.

Si 1) est une partie N-close de racines, on désigne par g, la sous-algebre de Lie
engendrée par les sous-algebres radicielles g, pour a dans i, qui est aussi la somme
directe de ces sous-algebres de Lie. Ceci détermine un groupe algébrique complexe
Uy, d’algebre de Lie gy.

i, et Uy sont déterminés a unique isomorphisme pres. Ceci mis en place, voici le
résultat qui généralise le théoreme d’intégralité de Chevalley, i.e., le calcul de com-
mutateur (8.1.2).

Proposition — Pour toute partie N-nilpotente de racines v, il existe un unique Z-
schéma en groupes Yy contenant les Z-schémas . pour c dans v et dont la fibre
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générique — plutot : la valeur en C — est le groupe complexe Uy d’algébre de Lie gy .
En outre, lapplication produit

ITg — 4y

ceY
est un isomorphisme de Z-schémas pour tout ordre sur 1.

Référence. — [Tit87], proposition 1 p.547. O

Remarque — Concretement, ce résultat montre que la formule du premier résultat
de (8.1.2) se généralise a toute paire prénilpotente de racines {a; b}, avec l'intervalle
[a; b]n défini en (6.2.4) ou (7.1.4) (voir [Tit87] p. 549 pour une formulation plus précise
de ce résultat, sur lequel on reviendra).

L’idée de la démonstration est de partir de ’algebre de Hopf des fonctions du groupe
complexe Uy et d’en définir une Z-forme en imposant une condition d’intégralité « par
dualité », au moyen d’une Z-forme de 1’algebre des distributions supportées a l’origine
de Uy. Nous aurons 'occasion de revenir sur cette proposition, pour laquelle nous
aurons besoin d’une démonstration plus concréte que celle de la référence, afin de
mettre en place la représentation adjointe d’un foncteur de Tits constructif (section

(9.2)).

8.3.2. Foncteur de Steinberg. — Dans la construction qui va suivre, on spécialise
le résultat précédent aux ensembles N-nilpotents [a; b]y associés aux paires prénilpo-
tentes de racines {a;b}. Remarquons que cette définition ne dépend en fait que de la
matrice de Cartan généralisée de la donnée radicielle de Kac-Moody.

Définition. — En associant & chaque anneau R I'amalgame de la famille des groupes
U (R) et Upgyp), (R) ordonnée par les relations d’appartenance de racines, on définit un
foncteur-groupe. On note St (ou St4) ce foncteur et on 'appelle foncteur de Steinberg
associé a la matrice de Cartan généralisée A.

Remarque — Puisque les fleches de ’amalgame en question sont des injections, les
groupes du systeme inductif s’injectent dans St et on les identifie & leur image.

L’identification précédente (8.3.1) de i, au foncteur R — {exp(re,)}rer permet de
définir des automorphismes w* de St 4 indexés par le groupe de Weyl W. Précisément,
pour w dans w, w* envoie i, sur i, par

w” - {exp(req) }rer = {exp(rw”ea) }rer,

pour tout anneau R, et ou w* dans le second membre désigne 'automorphisme de Up
correspondant (7.4.1). On obtient ainsi une action du groupe W* de (7.4.1) sur St 4,
car W* agit sur 'ensemble | J,care{F€a}-

Enfin, le foncteur de Steinberg ne gere que la combinatoire des groupes radiciels
(indexés par le systéme des racines réelles libre de A). Ceci justifie 'amalgame avec
le tore 75 qu’on a défini précédemment.
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8.3.3. Construction finale. Groupes de Kac-Moody. — Nous pouvons a pré-
sent définir le foncteur de Tits constructif gA; qui cette fois va dépendre de la donnée
radicielle de Kac-Moody tout entiére. Pour faire court, on note ils (respectivement
U_y) le Z-groupe H,, (respectivement $I_, ), et zs (respectivement z_,) l'isomor-
phisme G, — 4, (respectivement G, AN $l_4) induit par le choix de e, (respective-
ment f5) dans g,, (respectivement g_,_). On pose 3(r) := z5(r)z_s(r~1)as(r) pour r
inversible dans un anneau R.

Définition. — Pour chaque anneau R, on définit le groupe _C'//;(R) comme le quotient
du produit libre St4(R) % Ty au-dessus des relations suivantes.
tes(r)tt = z4(t(as)r) (t € Ta(R),r € R);
S(rts(r)~t = s(t) (s €S, t€Th(R),r € R*);
3(r~t) =3rhe (se S, reR");
sus™t = 5% (u) (s €S, uelc(R), ce A™).

On définit ainsi un foncteur-groupe qu’on note é; et qu’on appelle foncteur de Tits
constructif. La valeur d’un foncteur de Tits sur un corps sera appelée un groupe de
Kac-Moody (déployé).

Remarque — L’avant-derniére relation n’est pas exactement celle de [Tit87]. On a
procédé a une légere modification. Considérons le cas de SLy qu’on voit comme un
groupe de Kac-Moody. Les générateurs de 'algebre de Lie correspondante sont avec
la convention de Tits :

01 00 10
w=(oo) 2= (5) ()

Cela fournit ’expression des générateurs suivante.

= (g1) wtn= (1) e = (50,

pour r parcourant R un anneau, et avec r inversible dans le dernier paramé-
trage. Calculons alors les éléments relevant la réflexion relative a la racine.

ns(r) = $S(T)$—S(r_1)$s(r) vaut (_f—l S
on a ngrs = ng(r=!). En effet,
nohe — 01\/r 0\ (0!
o \=10/\or ) \=r 0 )"

Par ailleurs, les calculs pour définir la représentation adjointe (9.5.2) suggeérent
hs

hs

) . Aulieu d’avoir la relation ngr"s = ng(r),

aussi de remplacer 5(r) = 57 par 5(r~1) = sr
Dans une certaine mesure, ces foncteurs résolvent le probleme qu’on s’est posé a
la section précédente : ils résolvent les axiomes (KMG) au moins sur les corps et sont
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les seuls & le faire (8.4.2). Puisqu’on se limitera & des valeurs de ces foncteurs sur des
corps, on pourra utiliser cette solution constructive au probléme axiomatique.

On note encore de la méme maniere les images dans _C'//; des sous-groupes de St 4
et 7p. Pour a dans A™ et e, dans F,, on note exp,, lisomorphisme de G, dans
U, C Gp, cf (9.6.1).

8.3.4. Terminologie des sous-groupes. — Pour cette partie, on fixe un corps
K et une donnée radicielle de Kac-Moody qui détermine un groupe de Kac-Moody
G= gA{;(K) Nous allons définir des analogues des sous-groupes particulierement utiles
a ’étude des groupes réductifs en dimension finie, a ceci pres qu’on évite le probleme
de conjugaison de ces sous-groupes.

Définition. — Soit G un groupe de Kac-Moody obtenu par évaluation d’un foncteur
de Tits sur un corps : G = Gp(K).

(i) Le groupe T := Ty (K) est appelé sous-groupe de Cartan standard de G. Chacun
de ses conjugués est appelé sous-groupe de Cartan de G.

(ii) Le sous-groupe engendré par les sous-groupes U, := U(K) (respectivement
U_s :=4U_4(K)) sera noté U, (respectivement U_).

(iii) Le sous-groupe engendré par T et les sous-groupes U, (respectivement et les
sous-groupes U_;) est appelé sous-groupe de Borel standard positif (respectivement
négatif ) de G. Il est noté By (respectivement B_). Tout conjugué de B, est appelé
sous-groupe de Borel de signe € de G.

Le vocabulaire des parties décomposables du systéme libre de racines d’une matrice
de Cartan généralisée permet de mettre en place une classe plus large de sous-groupes
que celle des sous-groupes de Borel positifs et négatifs.

Définition
(i) A chaque partie J de II, (S) et chaque signe €, on associe le sous-groupe Uy de
U, défini par :

Uje = (Uc | a € A(J)e).

(ii) Pour chaque famille € = (€) serty(8),pn € {£}To(Snsen | on définit le sous-groupe
de Borel standard B, de signe € par :

B.:=T- ( I1 UJ&,) : ( I1 UH).
JEo(S)nsph JEIo(S)sph
Un conjugué d’un tel sous-groupe est appelé sous-groupe de Borel (de signe €).
La raison pour laquelle il n’y a pas de choix a faire pour les composantes connexes

sphériques est bien stir qu’il existe un élément de G' qui oppose toutes les racines du
systeme correspondant.
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8.4. Combinatoire des groupes de Kac-Moody. Applications

Nous allons relier la construction des foncteurs de Tits aux considérations combi-
natoires abstraites de la premiére partie. Le point-clé est de reconnaitre une donnée
radicielle jumelée. Il s’ensuit qu’on peut alors appliquer tous les résultats concernant
cette combinatoire. Pour marquer une différence avec la situation purement abstraite,
on convient d’employer systématiquement le symbole A — agrémenté d’éventuels
indices — au lieu de ® pour désigner des parties de racines, et des lettres romaines
minuscules (méme dans le cadre des immeubles) pour désigner les racines elles-mémes
(c’est la convention (7.1.4)).

8.4.1. Structure combinatoire des groupes de Kac-Moody. — La mise en
évidence d’une donnée radicielle jumelée est un résultat fondamental, qui est a la base
de I'étude des groupes de Kac-Moody. Commencons par une définition technique.

Définition. — On appelle corps assez gros pour la donnée radicielle de Kac-Moody
D, un corps K tel que le groupe de Kac-Moody G = Gp(K) vérifie la condition
(CENT) Vse S Zy (T)={1}.

Que cette condition n’est pas une grosse contrainte provient du petit lemme suivant.

Lemme — Si K est un corps a plus de 3 éléments, il est assez gros pour toute donnée
radicielle de Kac-Moody.

Démonstration. — Pour tout groupe radiciel, on regarde le commutateur d’un élé-
ment non trivial de ce sous-groupe et d’un élément non trivial h,(A) du sous-groupe
a un parametre multiplicatif indexé par la racine du groupe radiciel. D’apres les re-
lations de définition qui décrivent la conjugaison par T des groupes radiciels, hq ()
opere par A\? sur U,. L’hypothese faite sur le corps implique que son groupe des carrés
n’est pas trivial. Il suffit de prendre A de carré non trivial pour voir qu’aucun élément
de U, ne centralise T'. O

Remarques

(1) Le corps & deux éléments n’est pas assez gros car alors T = {1}.

(2) Sous les mémes hypotheses, on a aussi par la démonstration ci-dessus que
Zy (T") = {1}, ou T" est 'intersection de T avec I'image de St4(K). En effet, d’apres
les relations de (8.3.3), ha()\) = A"« est dans I'image de St (KK).

Venons-en maintenant a la combinatoire.

Proposition — Soit G un groupe de Kac-Moody obtenu par évaluation d’un foncteur
de Tits sur un corps : G = _C'/;;(K), ot D est une donnée radicielle de Kac-Moody.
Pour chaque racine a, on note U, := U, (K) le groupe correspondant, et T ’évaluation
du foncteur tore déployé T sur K. Alors :

(i) (G, (Ua)acare,T) est une donnée radicielle jumelée entiére.
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(ii) T est intersection des normalisateurs des U,.
(iii) Si K est assez gros pour D, le normalisateur de T dans G est N.

Démonstration

Preuve de (i). L’axiome (DRJE4) provient de la définition méme du foncteur de
Tits constructif Gp. (DRJE2) est une conséquence directe des relations de définition
de Gp. Pour (DRJEL), on utilise en plus des relations le fait que le systéme de racines
entier associé & une matrice de Cartan généralisée est réduit (7.1.4). Pour vérifier
les deux axiomes (DRJEOQ) et (DRJE3) — qu’on peut voir comme des hypotheses de
non dégénérescence, on utilise la représentation adjointe qu’on construira au chapitre
9. C’est possible puisque la définition de cette représentation ne dépend que de la
définition du foncteur constructif é;, et pas de sa combinatoire. De ce point de vue,
(DRJEO) est le premier point du lemme (9.6.1) avec le fait que le systéme de racines
est réduit, alors que (DRJE3) est contenu dans le second point.

Preuve de (ii). C’est une reformulation d’un résultat combinatoire, précisément le
corollaire (1.5.3)(i).

Preuve de (iii). Il suffit d’utiliser la proposition (1.2.5)(ii). O

La combinatoire de donnée radicielle jumelée fournit une paire d’immeubles jumelés
pour chaque groupe de Kac-Moody. On parlera d’ immeubles et de jumelages de Kac-
Moody.

Lemme — Pour un corps K fixé, deux données radicielles de Kac-Moody de méme
matrice de Cartan généralisée donnent lieu au méme jumelage d’immeubles abstraits,
via les groupes de Kac-Moody associés.

Démonstration. — Outre le corps K, on se donne D = (S, A A, (¢s)sess (hs)ses) qui
définit le groupe G = gA{;(K) On a une fleche canonique

A= @ 7¢, — ad(A) — A, G — cs,

seS

qui se traduit par un morphisme de tores algébriques 7y — 73. En faisant le produit
libre avec le foncteur de Steinberg de part et d’autre de la fleche, on obtient un
morphisme de groupes abstraits 75 * St4 — 73 * Sta, qui donne lieu & un morphisme
de groupes de Kac-Moody, d’apres leurs relations de définition :

p:G= @/)(K) — G :=Gpa (K).

min

Ce morphisme échange les sous-groupes de Borel standard de signe fixé, et les
éléments — notés s en (8.3.3) — relevant le groupe de Weyl modulo le sous-groupe
de Cartan standard (en respectant les indices de S). Notons B le sous-groupe de
Borel standard de signe € de G, B, celui de G. On a échange des doubles classes de
Bruhat pour chaque signe, si bien que le noyau de ¢ est dans le sous-groupe de Cartan
standard 7" de G. En effet :

Kerp C o ' (B4)Ng '(B-) =By NB_ =T.
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Par unicité d’écriture dans les doubles classes pour chacun des deux groupes (1.2.3),
I’ensemble des chambres a distance w € W de la chambre standard positive est en bi-
jection avec U,w. Puisque U, s’intersecte trivialement avec T' (corollaire (1.5.3)(ii)),
¢ induit une bijection G/By — G/B. . En faisant la méme remarque pour le signe
—, on voit que les ensembles sous-jacents aux immeubles sont en bijection, et le respect
des s-adjacences (respectivement de la codistance) provient du respect des décompo-
sitions de Bruhat (respectivement de la décomposition de Birkhof). O

8.4.2. Unicité sur les corps. — Avant de citer les deux versions du théoreme
d’unicité des foncteurs de Tits sur les corps, introduisons quelques notations. Pour
tout anneau R, £l, (R) désignera le sous-groupe de _C'//;(R) engendré par les U (R) pour
s dans S, ${_(R) le sous-groupe engendré par les ${_(R). Enfin, z, (respectivement
x_) est le morphisme fonctoriel G, — SLg qui attache & tout élément r d’un anneau

1 1
R la matrice (0 :) (respectivement (—r (1)) ).

Théoréme — Soit F = (gD, (905)565777) un systéme satisfaisant les cing premiers
aziomes de la série (KMG) pour une donnée radicielle de Kac-Moody D. Alors :

(i) Il existe une unique transformation naturelle  : @3 — Gp du foncteur de Tits
constructif vers Gp, telle que le morphisme fonctoriel Ty — é\{) composé avec T est n
et le morphisme fonctoriel composé G, — ULs — é\{) — Gp vaut s 0 T4 .

(i) Si K est un corps, n(K) est un isomorphisme ¢ moins qu’il existe un indice s
de S pour lequel ¢ (SL2(K)) est dans 7r(i~l+ (K)) ou dans W(ﬁ, (K)).

Référence. — [Tit87], théoréme 1 p.553. O

Si on veut a coup str un isomorphisme sur les corps, il faut exiger la totalité des
axiomes qu’on a formulés.

Théoreme — Soit F = (gD, ((ps)ses,n) un systeme satisfaisant tous les axiomes de
la série (KMG) pour une donnée radicielle de Kac-Moody D. Alors :

(i) Pour tout anneau R, on a les inclusions 7T(£~l+(R)) C U4 (R) et ﬂ'(iNl_ (R)) C
U_(R).

(ii) Pour tout corps K, Uapplication w(K) est un isomorphisme.

Référence. — [Tit87], théoréeme 1’ p.553. O

Remarque — D’aprés J. Tits ([Tit87], point b) p.554), il existe un foncteur F sa-
tisfaisant tous les axiomes (KMG); pour le construire, la Z-forme de l'algebre enve-
loppante du chapitre 9 ne suffit pas. En particulier, pour (KMG2), il faut utiliser des
modules a plus haut poids. Il résulte donc du théoréeme précédent que é; vérifie tous
les axiomes au moins sur les corps.
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8.4.3. Caracteres et cocaractéres. — Nous terminons la présentation des
groupes de Kac-Moody par une remarque élémentaire qui permet d’interpréter les
réseaux de la donnée radicielle de Kac-Moody D en termes de caracteres et de
cocaracteres.
Définition
(i) On note X*(T)aps le groupe de caractéres de T, i.e., le groupe des homomor-
phismes de groupes abstraits de T dans le groupe multiplicatif K*.
(ii) On note X, (T )abs le groupe des cocaractéres de T, i.e., le groupe des homo-
morphismes de groupes abstraits du groupe multiplicatif K* dans T
X*(T)abs est bien stir un groupe pour la multiplication point par point :
Ve,d € X (T)abs, VEET (c-)(t) = c(t)d (1).
X.«(T)aps est un groupe pour la composition & égal parameétre :
VA € Xo(T)anes VE €KX (N - 1) (k) = X (k)" (k).
Ceci étant dit, on a le petit résultat suivant.
Lemme — On suppose le corps K infini, alors :
(i) Le groupe additif A de D s’injecte naturellement dans X*(T)aps.
(ii) Le groupe additif A¥ de D s’injecte naturellement dans X, (T )abs-
Remarques

(1) Pour un corps quelconque, on a toujours des homomorphismes, mais ils ne
peuvent étre injectifs pour une simple raison de cardinalité.

(2) Ces deux homomorphisme sont N-équivariants, d’apreés la deuxiéme relation
de (8.3.3).

Justification. — Le sous-groupe de Cartan standard est défini par :
T := Homg_a1g (K[A], K),
c’est-a-dire qu’on peut voir un élément ¢ de T" comme une application
t:K[A] — K
ox — t(dx),

ot {dx}rea est la base naturelle de la K-algébre du groupe A. On a nécessairement
t(dx) € K* pour tout A dans A et tout ¢ dans T', puisque

t((S)\) -ﬁ((s_,\) = t((S)\ “0_y) = t(l) = 1k.

(On vient presque de redémontrer l'identité fonctorielle Homg_a1s(Z[A]l, =) =
Homg, (A, —) o G,, bien connue). Enfin, rappelons qu’a tout élément A\¥ de AV, et &
tout k de K*, on attache Pélément k* de T défini par : k*" (6y) = kO,
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Preuve de (i). Pour chaque élément A, considérons 'application
AT — K~
t— A(t) == t(dy).

C’est un caractére car A(tt') = (t')(0x) = t(0x) - t'(0x) = At) - A(¥)
I'application X — A est compatible aux lois de groupes : A + pu(t) = t(dx+pn) = t(dx) -
t(p) = A(t) - w(t) = (Ap)(t). D’olt un morphisme : A — mes.

Supposons_ maintenant que I’élément A fournisse un caractere A trivial. On a donc
pour tout t de T, A(t) = t(6x) = 1. En testant sur les éléments k/\v, il vient que pour
tout A et pour tout k € K, on a k**") =1, et donc pour tout A¥, (A | A) vaut 0.
Ceci implique que \ est trivial dans A.

Preuve de (ii). Il s’agit du méme type de vérification, le tout étant de donner
I’application d’identification. A chaque élément AV de AV, on attache le cocaractere

. En outre,

{k’\v}ker. On obtient ainsi un morphisme de groupes injectif
A — X (T)abs
A {k/\v}keKX
qui fournit le plongement désiré. O

Définition. — Un caractére (respectivement cocaractére) algébrique du sous-groupe de
Cartan standard T' de G est un caracteére (respectivement cocaractére) provenant du
réseau A (respectivement AY).

Cette notion permet de décrire le centre d’un groupe de Kac-Moody.

Lemme — Le centre du groupe G = %(K) est lintersection des noyauz de caractéres
algébriques d’'un sous-groupe de Cartan de G.

Démonstration. — Si g est dans Z(G), il centralise donc normalise chacun des deux
sous-groupes de Borel positif et négatif. Puisque ces groupes sont égaux a leur nor-
malisateur (propriété classique des systeémes de Tits), g est dans By N B_ qui vaut T'.
Le fait d’étre dans tous les noyaux de caractéres s’'impose alors d’apres les relations
entretenues entre les sous-groupes radiciels et le sous-groupe de Cartan. La réciproque
est justifiée par le fait que le tore est commutatif et que G est engendré par le tore et
les sous-groupes radiciels. O

8.4.4. Comportement vis-a-vis des extensions de corps. — Si E/K est une
extension de corps, par définition du foncteur de Tits constructif Gp, on a I'inclusion

Go(K) C Gp(E).

Convention — On se place dans le cas ou la donnée radicielle de Kac-Moody D est
fixée, et ol le corps de base varie parmi les extensions d’un corps fixé K. Pour chaque
extension de corps E/K, on adoptera alors les conventions suivantes.
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(i) G(E) désigne le groupe _C'/;;(E) Si H est un sous-groupe remarquable (c’est-a-
dire défini en (8.3.4)) de G(E), I’écriture H(E) indique que ce sous-groupe est défini
a partir du corps E.

(ii) Z.(E) est 'immeuble de signe € du groupe G(E). J(E) en est le jumelage.

(iii) L’absence de parenthése pour indiquer un corps signifie que les groupes sont
obtenus & partir d’une cloture algébrique K de K.

On a alors le résultat facile suivant.

Lemme — Soit E/K une extension de corps.

(i) La décomposition de Bruhat associée au sous-groupe de Borel standard de signe
€ B.(K) de G(K) est la trace sur G(K) de la décomposition de Bruhat associée au
sous-groupe de Borel standard de signe € B.(E) de G(E). En particulier, tout sous-
groupe parabolique standard de signe et type firés de G(K) est trace sur G(K) du
sous-groupe parabolique de G(E) de mémes signe et type.

(ii) La décomposition de Birkhoff standard de G(K) est la trace sur G(K) de la
décomposition de Birkhoff standard de G(E).

(iii) Le tore standard T(K) de G(K) est la trace du tore standard T(E) sur G(K).

(iv) Pour tout signe €, on a U.(K) = G(K) N U(E).

(v) Un groupe radiciel de G(K) est la trace sur G(K) d’un groupe radiciel de G(E).

Démonstration. — Commengons par remarquer que pour tout s de S, Vélément s
défini en (8.3.3) est dans G(K). Ainsi, le groupe W que ces éléments engendrent est
inclus dans G(K) et releve modulo T'(K) (respectivement T'(E)) le groupe de Weyl de
G(K) (respectivement G(E)). Ces groupes de Weyl sont naturellement isomorphes.

Preuve de (i). Pour tout @w de W, on a w € G(K) et B.(K) C B.(E).

D’ott B.(K)wB.(K) C B(E)wB.(E) N G(K) pour tout w. Par décomposition de
Bruhat pour G(K), on en fait égalité.

(ii) se prouve comme (i).

Preuve de (iii). D’apres (8.4.1) et (3.5.4), on a

T(K) = BC(K) N Bfe(K) = (BE(]E) n G(K)) n (Bfe(E) n G(K))
= (B.(E) N B_(E)) N G(K) = T(E) N G(K).

Preuve de (iv). Déja G(K)NU(E) = U.(E) N B(E) N G(K) = U(E) N B(K). Si g
est dans cette intersection, on peut I'écrire g = tu, avec ¢ dans T'(K) et u dans U, (K).
Alors gu™! est dans T(K) N U(E) C T(E) N U.(E). Cette derniére intersection est
triviale par (8.4.1) et (3.5.4), et finalement g = u.

Preuve de (v). 1l suffit de traiter le cas d’une racine simple, le cas général s’en
déduisant par conjugaison par un @ dans G(K). On a d’apreés (1.5.4) :

Us(E) NG(K) = (U+(E) N5 'U_(E)3) N G(K)

— (U4 (B) N G(K)) N (32U (B)F N G(K))
=U(K)Ns HU_(E)NG(K))5 = Uy (K) N5 'U_(K)35 = Ug(K),

et on peut faire le méme raisonnement en opposant les signes. O
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CHAPITRE 9

REPRESENTATION ADJOINTE
DES FONCTEURS DE TITS

La représentation adjointe va servir de substitut a une structure algébrique globale
sur les foncteurs de Tits. Ce n’est pas tres étonnant puisque dans le cas classique, les
représentations ont historiquement constitué le moyen de munir les groupes de Che-
valley d’une structure de schéma en groupes algébrique ([Che61]). Vu la définition
par amalgame des foncteurs de Tits constructifs, on doit revenir pour construire cette
représentation a une interprétation plus concrete de certains passages de la construc-
tion des foncteurs g?}. On introduit notamment des groupes de sommes formelles. On
obtient ainsi une représentation linéaire fonctorielle, qui une fois évaluée sur le corps
des nombres complexes, fait le lien entre les constructions de J. Tits ([Tit87] par
exemple) et de V. Kac et D. Peterson ([Kac-Pet84] par exemple).

Aucun usage de combinatoire des groupes, et notamment de (8.4.1), n’est fait avant
la derniére sous-section (9.6.2). Pour tout anneau R, R-alg désignera la « catégorie »
des R-algebres.

9.1. Ordres grignotants sur les parties N-nilpotentes. Complétion

Cette section ne fait que rappeler quelques notations, et introduit une notion
d’ordre sur des parties N-nilpotentes de racines, commode pour la combinatoire des
groupes unipotents que I’'on va construire. On fixe une donnée radicielle de Kac-Moody
D= (S, A A, (cs)sess (hs)565)7 a laquelle est associée ’algebre de Kac-Moody gp dé-
finie par générateurs et relations (7.3.1).

9.1.1. Algebres de Lie. Algebres enveloppantes. Z-formes. — Le seul but
ici est de rappeler quelques notations éventuellement déja utilisées (7.4.3). L’algebre
enveloppante Ugp posséde une Z-forme Up mise en évidence en (7.4.3). On note
Lp = Up N gp la Z-algebre de Lie obtenue par intersection de la Z-forme avec
l’algebre de Kac-Moody. Si 9 est une partie de racines, on note gy, := ®cew e Si Y
est N-close, gy est une sous-algebre de Lie de gp. On définit alors le sous-anneau Uy, de
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Up par Uy, 1= UpNUgy. On désigne par (L{o)K I’anneau engendré par les éléments (’\nv)
pour AV un élément de AV le Z-dual de A et n un entier, et on a (Z/lo)K =UpNUYp.

9.1.2. Ordres grignotants sur les parties N-nilpotentes de racines. — Les
ordres grignotants vont permettre de prouver 'existence d’écritures adéquates dans
les groupes unipotents que 1’on va définir.

Définition. — Soit ¢ une partie N-close de racines. On dit qu'un ordre total ¢ =
{c1;...;¢cm} sur ¢ est grignotant 'il vérifie la propriété

cr=ci+cg=k< inf{i,j}.
On a alors le résultat facile et tres utile suivant.
Lemme — Toute partie N-nilpotente de racines admet un ordre grignotant.

Justification. — Soit ¥ une telle partie. En appliquant un élément du groupe de Weyl
convenable, on se rameéne au cas ou 1 est formée de racines positives. Dans ce cas,
on dispose d’'une notion de hauteur, et il suffit de ranger les racines de v par ordre
décroissant pour cette quantité, les racines de méme hauteur étant rangées dans un
ordre arbitraire. O

Remarque — L’interprétation géométrique est la méme que dans le cas des systemes
de racines affines (ou ce type d’ordre a été initialement défini), & savoir que pour
tout j, la demi-droite R c; est une génératrice extrémale du cone positif convexe
engendré par les racines inférieures ou égales (i.e., n’est pas dans le cone engendré
par les racines strictement inférieures).

9.1.3. Complétions et extensions des scalaires. — Notons Q := @, g Nas.
Alors Ug est graduée par @) et son complété ng: pour cette graduation (et 'ordre
défini par la hauteur sur Q) est la C-algébre formée des sommes formelles 3, ta
avec Ug € (Ug+)a pour a dans Ay. Ua, est un sous-anneau de Ug qui hérite une
graduation de celle de Ug4. Son complété est I’anneau Z/l/A\+ des sommes formelles
ZaeQ+ Ug AVEC Uy € (UA+)a pour a dans A,.

Si 1) est une partie N-nilpotente de racines, on note U, 1’anneau formé des sommes
formelles ZaeQ+ Ug AVEC Ug € (Uw)a pour a dans 9. Siw € W est tel que wiy C AT,
alors w*Zj{:/, est I’adhérence de w*U,, dans LTA?.

Si ¢ est une partie N-close de racines, et si R est un anneau, on note (Llw)R
(respectivement (Zj{:/,) ) la R-algebre Uy, ®z R (respectivement (ZZ,)@ZR) ; le produit
tensoriel complété @z est pris relativement & la filtration naturelle de L/{; en sous-Z-
modules libres.

Si ¢ : R — R’ est une fleche de Z—alg, on identifie naturellement (L[w) !

(Uw)R ®r I, et (@)R/ a (@)R(@RR/'

ASTERISQUE
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9.2. Groupes de sommes formelles

Dans cette section, on va définir pour chaque partie N-nilpotente ¢ de racines un
foncteur en groupes il défini sur la catégorie des anneaux. Il se construit comme
groupe multiplicatif de sommes formelles engendré par des exponentielles. Tout le
travail consiste a dévisser ces foncteurs en groupes pour montrer qu’il s’agit de fonc-
teurs des points de schémas en groupes de type fini sur Z (précisément des schémas
obtenus par descente de C a Z par J. Tits, pour prouver I’analogue du résultat d’in-
tégralité de Chevalley). Avant de commencer, on fait une fois pour toutes un choix
de vecteur e, (c’est-a-dire de signe) dans la double base E. de chaque racine réelle c.

9.2.1. Les foncteurs en groupes {l;,. — On oublie temporairement que la nota-
tion U, désigne déja des foncteurs-groupes, d’apres (8.3.1). On va introduire d’autres
foncteurs-groupes notés de la méme facgon, et on identifiera les deux définitions en
(9.3.3).

Définition. — 1 désigne une partie N-nilpotente de racines.

(i) On note hy(Z) le sous-groupe de (Zjl;)X engendré par les sommes formelles
exp(re.) pour r dans Z et ¢ racine de .

(i) Etant donné un anneau R, on note iy (R) le sous-groupe de (L/{;)IX2 engendré
par les sommes formelles exp(re.) = ZZOZO " ® e[cn], pour r dans R et c racine de .

(iii) De cette fagon, on définit un foncteur en groupes R — Uy, (R) sur la catégorie
Z—alg des anneaux, qu’on note fhy. Si ¢ : R — R’ est une fleche de Z—alg, la fleche
1y () est la fleche induite par 'extension des scalaires relativement & ¢ entre (Z//{;)IX2
et (Zjlq\/,)ﬁ,, elle envoie exp(re.) = > 0 ° (1" ® el sur Yo ()" ® el pour tout r
de R.

9.2.2. Calculs a la Steinberg. — Voici un célebre calcul de commutateur, pré-
senté dans une version formelle, mais qui sera spécialisé a 1'usage. Il généralise le
résultat énoncé en (8.1.2). Par rapport a la situation classique, les modifications ap-
portées pour le cas Kac-Moody sont mineures.

Lemme — Soit {a;b} une paire prénilpotente de racines réelles distinctes. On fize
un ordre quelconque sur [a;bly = (Na + Nb) N A, et on note

N :={(i,j) € (N={0})* | ia + jb € Ja; b[n},

qui est ainsi ordonné. Alors, il existe des entiers C;’jb ne dépendant que de a,b et de
Vordre choisi, tels que dans Ujq, [[t, u]] on ait

[exp(teq), exp(uep)] = H eXp(tiuijjbewﬂb),
(4,5)EN
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le produit se faisant dans lordre préassigné. En outre, l'entier C est indépendant
de Uordre et vaut la constante de structure Cqp de la Z-algébre de Lie Liqy), définie
par [eq, ep] = Cap €atb-

Démonstration

(1) On va se servir de deux graduations de Ujqy, [[t, u]].

La premiére — que nous appellerons graduation globale — attribue & ¢ (respective-
ment u) le degré —a (respectivement —b) et a e, le degré ¢ pour toute racine [a; by :
on obtient une graduation par les racines de (Na 4+ Nb) N Are.

La seconde est tout simplement la graduation comme somme formelle en ¢ et u;
nous parlerons a son sujet de degré en t,u.

Pour ¢ = (¢ij)(;,j)en, on note la somme formelle :

fe(t,u) := [exp(teq), exp(uep)] - ( 11 eXP(*Cijtinemﬂb)),
(i,))EN

le produit se faisant dans I'ordre inverse de celui de I’énoncé. On va utiliser également
les identités suivantes.

t% exp(te.) =t -ecexp(te.) (dérivation),
exp(ue.) - (teq) = (exp(adue) - (teq)) - exp(ue:) (commutation),
exp(adue.) - (teq) = teq + tuCe geqsc + tu2CCdCC,C+ded+gc +

(exponentielle de I’adjointe).
Les C4 sont les constantes de structure évoquées dans I’énoncé. Cette derniere somme
est finie car d est une racine réelle, et donc ad e4 est une dérivation localement nilpo-
tente.
(2) Le résultat dit essentiellement quil existe ¢ = (cij)ujen € ZY tel que
fe(t,u) = 1. Pour cela, il suffit de trouver ¢ = (¢i5),j)en € Z" tel que

d
t— c t; =Y,
= felt,u) =0
car on aura
fe(t,u) = fe(0,u) = 1.

Partons donc de ¢ = (cij)(i,j)en € ZN.Ona:

d
tafg(t’ U) = teafg(ta u)

+ exp(t : ea) 'eXp(ueb) : (*tea) ~exp(7tea) : eXp(fueb) : H eXp(*cijtineiaJrjb)
(i,7)eEN
+ Z [exp(teq), exp(uep)] - H exp(fcijtiujeiaﬂb) . (7Cklk/tkul€ka+lb) e
(k,l)eN ia+jb>ka+1b
H exp(—cijt'u! eiatjb)-
ia+jb<ka+1b
ASTERISQUE
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(3) Examinons de plus prés la deuxieme famille de termes.

exp(te,) - exp(uep) - (—teq) - exp(—teq) - exp(—uep) - H exp(—cijt'u ot jp)

(i,)EN
= exp(tey) - (—teq — Cpatueqpr — - -+ ) - exp(uep) - exp(—te,) - exp(—uep)
: H exp(—cijt'u! €iatjb)
(i,5)EN

= (—te,—exp(adtey) - Cratueqp+R)-[exp(te,), exp(uep)]: H exp(fcijtiujemﬂb),
(i,5)eN

ol R est formé de termes de degré 0 pour la graduation globale, sans intervention de

¢, de degré k +1 > 2 en t,u. Finalement, le groupe de termes considéré donne

—teq - fe(t,u) — Chatueqrp - fe(t,u) + R - fo(t,u),

ou R’ vérifie les mémes conditions que R.

(4) Pour le dernier groupe de termes, on utilise les régles de commutation et de
I’exponentielle de I’adjointe pour placer les monomes 7Cklk/tkul€ka+lb a gauche des
produits. De cette fagon, on crée des termes secondaires de degré en t,u supérieurs.
On peut faire ainsi remonter tous les monémes (les derniers finissent par commuter
puisque les chaines de racines sont finies). Cette manipulation ne produit pas de terme
de degré en t,u inférieur & celui de tu; par conséquent, dans t% fe(t,u), le terme de
plus petit degré en ¢, u est (—Chq — c11)tueq+p. Ceci impose pour avoir t%fg(t, u) =0
de poser O = —Cyy = Cup.

(5) De maniére générale, on obtient une écriture :

d
t%fg(tvu) =A. fg(t,u),
avec A dans Lp([t, u]] homogene de degré 0 pour la graduation globale, soit

A= Z (—crt + Pra(cij)) i uleparn.
ki>1

Les calculs se faisant entre vecteurs de la Z-forme, les coefficients des polynémes sont
entiers. Par homogénéité globale, les seuls coefficients non nuls dans Pj; concernent
les cas 7 4 j < k + . Ceci permet de calculer par récurrence les ¢;; par des formules
polynomiales a coefficients entiers, a partir d’une valeur initiale entiere. D’ou la famille

ceZN. O

9.2.3. Ecritures uniques. — Un fait remarquable concernant les groupes obtenus
est que tout élément peut s’écrire comme produit d’exponentielles ou chaque racine
apparailt exactement une fois et dans un ordre préassigné une fois pour toutes. Cette
écriture est unique.
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Lemme — Soient ¥ wune partie N-nilpotente de racines, R un anneau et p =
{c1;...5¢m} un ordre quelconque sur 1. Alors Uapplication produit :

m

[T4 (R) — sty (R)

i=1
m
(eXp(TieCi))Kigm — Hexp(rieci)
i=1

est une bijection. On obtient ainsi une bijection de R™ sur iy (R).

Démonstration

(1) On fixe un ordre grignotant ¢ = {c1;...;¢m}, et on note ¢; = {c1;...;¢;}
pour j compris entre 1 et m. Enfin, pour 1 <1 < m, ;(R) désigne Uy, (R)

Vu lordre et les relations de commutation du lemme précédent, il apparait que
pour tous j et k entre 1 et m, on a

[uj (R)auk(R)] c uinf{j;k}fl(R)-
Par conséquent, la chaine d’inclusions
{1} € i (R) C Us(R) C -+ C thy—1(R) C Uy(R),

est une série centrale dans 4, (R). En outre pour tout j < m, 4;(R) = 4;_1(R) -
U¢;(R). On est donc dans les conditions d’application du lemme de Tits (8.3.1). Il
vient dans un premier temps que les applications produit associées a chaque ordre
sont surjectives.

(2) D’apres ce méme lemme, il suffit de voir I'injectivité sur un ordre quelconque.

Grace a un élément de W, on peut raisonner dans (L{Aw) sur lequel on choisit un

R,
ordre cyclique A,, = {b1;...;b;}. Silapplication produit associée n’était pas injective,

on aurait pour deux m-uplets (r1;...;7rm,) et (r];...;570,)
exp(riec,) - - exp(raec,) - - exp(rmee,,) = exp(riec, ) - - exp(ryec,) - - - exp(rp,ec,, ).

Mais, par (7.4.4) on a
!
qu = ®ub-n
i=1

donc pour une troncation suffisamment large du produit des exponentielles, on obtient
r; = 7, pour tous les parametres. O

9.2.4. Expressions formelles du produit et du passage a l’inverse. — Le
but est de mettre en évidence une structure de Z-schéma sur les foncteurs construits
en termes de sommes formelles. Avec le résultat précédent, on dispose au mieux d’une
structure de variété. Il faut regarder de plus pres la multiplication et le passage a
I'inverse pour mettre en évidence leur algébricité.

ASTERISQUE
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Lemme — Soit ¥ = {c1;...;cm} une partie N-nilpotente de racines sur laquelle on
a fixé un ordre grignotant. Alors :

(i) Il existe des polyndmes a coefficients entiers {Pi(t1, ..., tm, U, .., Um) F<i<m
tels que Uon ait dans Up([t1, ... tm, U1, ..., Um]] -

m m m
H exp(tiee,) - H exp(u;ee,) = Hexp(Pi(tl, b UL, U e ).
i=1 i=1 i=1

(i) Il existe des polynémes a coefficients entiers {Q;(t1,. .., tm) 1<icm tels que
Von ait dans Uyl[t1, ., tm]] -

(f[l exp(tieci)) - = f[leXp(Qi(tl, e tm)ec)-

Démonstration

(1) On peut faire la remarque préliminaire suivante : vu l’ordre choisi et les relations
de commutations et si zx, z; sont des variables formelles, [exp(ziec, ), exp(ziec, )] est un
produit d’exponentielles d’indices strictement inférieurs & inf{k;[} et de parametres
des monomes entiers en zg, 2.

(2) Pour m € N, on définit I’assertion (A,,) :

« Pour tout ordre grignotant 1 = {c1;...;¢m} sur une partie N-nilpotente 1,

pour tout entier N de N,

pour toute application j : {1;...; N} — {1;...;m},

pour tout produst I := vazl exp(tiec,;, ),

il existe des polynomes entiers {P;(t1,...,tN)}1<icm tels que Uon ait dans
Uw[[tl, e ,tN]] N
m
II= Hexp(Pi(tl, ey tN)eci) ",
1=1

On va prouver que (Ay,) est vraie pour tout m par récurrence sur m. (Ap) lest
trivialement (le polynome est la somme des variables formelles). Pour montrer que
(A;,) implique (A1), on considére le produit

M
My = Hexp(tiecj(i)) (M e N).
i=1
En appliquant la relation du commutateur, on peut décaler vers la droite toutes les ex-
ponentielles d’indice m+ 1, quitte a faire apparaitre comme facteurs des exponentielles
d’indices strictement inférieurs. En itérant le procédé, on obtient 1’écriture

Hm-i-l = Hm - €Xp ((Zj(i)_erl ti)ech+1)’

avec II,,, produit de la forme évoquée dans lassertion (A,,). Or, I'ensemble
{c¢1;...;¢m} est N-nilpotent et 'ordre induit par celui de v est grignotant. On
est donc dans les hypotheses de (A,,), on peut réécrire I, pour prouver (A,,4+1).

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



212 CHAPITRE 9. REPRESENTATION ADJOINTE DES FONCTEURS DE TITS

(3) Ceci prouve (i) et aussi (ii) en écrivant
m —1 m

<H exp(tieci)) = Hexp(—tm,iecmﬁ). O
i=1 i=1

9.2.5. i comme Z-schéma en groupes. — Il est a présent possible de mettre
en évidence la structure de Z-schéma des foncteurs .

Proposition — Soit ¢ une partie N-nilpotente de racines. Le foncteur en groupes iy,
est le foncteur des points d’un schéma en groupes affine sur 7Z, lisse et conneze,
d’algébre de Hopf Az de type fini sur Z, et d’algebre de Lie la sous-algébre entiére Ly
de la Z-forme Up.

Remarque — En particulier, £L;(C) est un groupe algébrique lisse, connexe, d’algébre
de Lie gy ; c’est donc le groupe Uy de (8.3.1).

Démonstration. — On choisit un ordre grignotant ) = {c1;...;¢m}-
(1) On définit Az comme anneau par :

Az =2Z[I, ..., Tn] = Q Z[T}].
i=1

Convenons des identifications Az @ Az, 2 Z[T1, ..., T, Ur,...,. Upl et 1@ T, @1 <
T;. On va munir Az d’une structure d’algebre de Hopf par les formules suivantes :

Les P; et (Q; sont les polyndémes que I’on obtient par le lemme précédent avec ’ordre
qu’on s’est fixé. On veut montrer que A : Ay — Az ® Az et S : Ay — Az sont la
comultiplication et ’antipode de la structure qu’on cherche. Pour 'instant, en posant
symboliquement f~! := f o S (respectivement f - g := (f ® g) o A) pour f,g dans
Homy_ 414 (Az, R), on obtient une application Homyz_ a1, (Az, R)? — Homz_a1.(Az, R)
(respectivement une loi interne dans Homg .1 (Az, R)).

(2) Soit R un anneau. On a

Homz_alg (AZ, R) = R™
fr— (gp(Tl), BN f(Tm))
En composant avec

R™ == iUy (R)

m
(r1, ..oy rm) — Hexp(rieci),
i=1
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on obtient une bijection

TR : HOmZ,alg(Az, R) ; ﬂqp(R)
o r— [[exp(F(T)ee,).
i=1

Ceci définit une collection de bijections (Tr)rez—alg- Si ¢ : R — R’ est une fléche de
Z — alg, on voit facilement que :

ﬂqp(@) OTR = 7';% o Homzfalg(AZa 50)7

ce qui prouve que la collection (Tr) rez—alg €st un isomorphisme de foncteurs de Z—alg
vers la catégorie des ensembles.
(3) Soient f, g dans Homy_,1e(Az, R). D’une part :

m(f) - Tr(9) = (ﬁexp(ﬂn))ecJ - (f[ exp(9(Th))ec ),

ce qui vaut par le lemme (9.2.4) :

HGXP(Pi(f(Tl), ces F(T), g(Th), . .. ,g(Tm))eci).

D’autre part, pour ¢ € {1;...;m} :

(f - 9)(T) = (f @ )A(T3) = Pi(f(T1), -, [(Tin), 9(T1), - -, 9(Tim)).-

Donc par définition de 75 :

r(f-g) = Hexp((f -9)(Ti)ec,)

=TT exp(P(F(T0), s F(T) 9(T0), - (T, ).
i=1

On en conclut que 7g(f-g) = Tr(f) Tr(g). De la méme facon, on voit que 7r(f)~! =
Tr(f~1). Donc, pour tout anneau R, Homyz_.4(Az, R) est un groupe; Az est bien
une algebre de Hopf pour I'antipode et la comultiplication proposées. il s’identifie
donc & Homy_,1(Az, —) qui est le foncteur des points de Spec Az.

(4) On peut donc utiliser les nombres duaux de Cartier pour calculer 'algébre de
Lie de $4y. Si Z[e] = Z[X]/X?, et si on note ¢, : Z[e] — Z I’application de réduction
modulo €, alors :

Lie tf, = Ker (ﬂw (pe )) ,

d’aprés [Dem-Gab70], (I1.4.1.2) ou [Wat79], théoréme (12.2) p.93. On cherche donc
le sous-groupe de (L[w)z[e] des produits d’exponentielles (& parameétres dans Z[e]) qui
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valent 1 modulo €. Ceci impose en fait aux parametres d’étre dans eZ. En effet, partons
d’un élément de Ly (Z[e]) :

m m
In= H exp((a; + bie)ee,) = H exp(aie, ) - exp(bieee;).
i=1 i=1
D’apres la formule du commutateur de Steinberg (9.2.2) et la relation €2 = 0, le groupe
engendré par les exponentielles & parametres entiers normalise le groupe engendré par
les exponentielles a parametres des multiples entiers de e. Donc, il existe un produit
d’exponentielles a parametres des multiples entiers de € tel que :

m
= H exp(aiee,) - I’
i=1

II' vaut 1 modulo €, donc II vaut 1 modulo € si et seulement si []!", exp(a;e,)
vaut 1, i.e. si les parametres entiers a; sont nuls, d’apres (9.2.3). En outre, pour
¢ et d des racines de [a;b]y et r, ' des entiers, on a : exp(ree.) = 1 + ree. et
exp(ree.) - exp(r’eeq) = 1 + e(re. + r'eq). Par conséquent, on obtient I'isomorphisme
de Z-modules :

£¢ = Lieﬂw

r+——1+ex

La détermination du crochet se fait également de maniere fonctorielle, par
[Dem-Gab70], 1T (4.4.2) ou [Wat79], p.94. Si on pose Z[u,v] := Z[X,Y]/(X? Y?),
alors le crochet de 1 + ex et de 1 + ey s’identifie par 'isomorphisme précédent au
terme en uv dans le commutateur [1 4+ ux, 1 4 vy], calculé dans (@)Z[u,v]' D’apres le
calcul de Steinberg (9.2.2) et la reconnaissance du coefficient C% comme constante
de structure de Ly, on voit que les crochets sont respectés par 'isomorphisme. O

9.3. Interprétation du résultat d’intégralité de Chevalley-Tits

Il est désormais possible d’interpréter le résultat d’intégralité obtenu par J. Tits,
pour montrer que les groupes qu’il obtient par descente de C a Z au moyen de ’algebre
des distributions sont les schémas obtenus a la fin de la section qui précede.

9.3.1. Algebre des distributions. — La référence pour le calcul différentiel sur

les groupes algébriques est [Dem-Gab70], IT 4. Notons A lalgébre d’un schéma en

groupes G (de type fini sur un anneau k) et I I'idéal d’augmentation. A (respective-

ment S, €) est la comultiplication (respectivement 1’antipode, la coiinité) de 1’algebre

de Hopf A. Par définition, 'algebre des distributions sur G (supportées a l'origine) est
Dist. G :== | (4/I"™)".

n>=0

ASTERISQUE



9.3. INTERPRETATION DU RESULTAT D’INTEGRALITE DE CHEVALLEY-TITS 215

La convolution ¢ * ¢’ de deux distributions 4§, 4" est donnée par la formule
dx8 = (6@5)A,

qui fait de Dist G une algebre associative, unitaire (d’unité ¢), munie de la filtration
suggérée par la définition, mais non commutative en générale. Lie G est une sous-
algébre de Lie de Dist, G. Par la propriété universelle de U(Lie G), on obtient un
morphisme de k-algebres :

¢ : Diste G — U(Lie G).
Le résultat suivant dii & Cartier, est trés classique ([Dem-Gab70], (I1.6.1)).

Théoréme — Si k est un corps de caractéristique 0, alors G est lisse (dimG =
dimLieG), et ¢ est un isomorphisme. O

Le résultat qui nous intéresse est un calcul qui intervient dans la preuve du théoreme
de Cartier. Supposons pour l'instant que k£ est un corps quelconque. Ona A=k ® [
(¢ est la réduction modulo I), et puisque A est de type fini sur k, I/I? est un k-
espace vectoriel de dimension finie. On fait le choix d'une base : I/I? = ®£1 kx;,
ce qui fournit automatiquement la base duale p; de LieG (qui peut étre vue comme
(I/1%)*). En composant & droite par I'application 7 : A — I/I? qui envoie k - 1
sur 0 et qui projette I sur I/I? on obtient une famille (ji; := p; o 7)1<icm de
distributions nulles sur I2. Les opérateurs différentiels invariants & gauche associés
sont les D; := (Id ®;)A, qui sont en 'occurrence des dérivations ([Wat79], section
(12.1) p.92 ou [Dem-Gab70], I (4.6)). Voici le calcul qui amorce une preuve du
théoreme de Cartier et que pour notre part nous voyons comme outil de descente de
CacZ.

Lemme — FEtant donné le choix des x; comme base de 1/12, on note encore x; des re-
présentants dans I. Pour tout mondme xq := 1" --- 433 indexé par a = (a1,...,am)

et tout opérateur Dy := sz\il DY indexé par b = (by,...,bn), avec 3, a; > > b5
on a:

Dy(2z,) =0 (mod I),

a moins que a = b, auquel cas :
M
Dy(z,) = Hai! (mod I).
i=1

Démonstration. — Remarquons d’abord que la regle de Leibniz implique que pour
toute dérivation D et tout entier n positif, on a D(I") C I"~L. 1l s’ensuit que deés
que y = z (mod I"™), alors D(y) = D(z) (mod I"~1). Notons aussi qu'on a tout fait
pour que Dj(x;) = 0;; (mod I). Partons d'un multi-indice @ = (a1,...,anm), avec
n =Y. a;, auquel on associe le monéme z{* - - -z}’ qu’on note P(z) pour faire court.

Ona D;(P(z)) =3, g—;j(x)Di (z;). Cette expression est dans 1"~ et vaut g—;;(x)
modulo I™. En appliquant successivement les dérivations qui composent Dy, on en
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déduit que la seule possibilité d’obtenir une quantité non nulle modulo I, est que a = b.

ay M
Dans ce cas, on a un seul terme non nul modulo I qui est ( =% (52 P 0O
6X1 BXJVI

Ce calcul montre que si k est de caractéristique 0, Dist, G admet alors pour base
sur k les puissances divisées d’'une base de Lie G. Dans ce qui va suivre, nous allons
spécialiser ces définitions au groupe algébrique complexe H,,(C), dont la variété sous-
jacente est un espace affine de dimension # v, ce qui rend complétement explicite
Iisomorphisme Dist, £k, (C) — Ugy,, car on connait A, I et tous les modules I™.

9.3.2. Condition d’intégralité. — Nous allons maintenant suivre la descente ef-
fectuée par J. Tits ([Tit87], section (4.8)), de C & Z du groupe algébrique complexe
intégrant gy, en la rendant plus concrete puisque nous avons maintenant une descrip-
tion de ce groupe sous la forme L (C) (9.2.5). On fixe un ordre quelconque sur ¢. On
sait que A est l'algebre @), ;c,, C[Ti] (ot m = #1)) quon identifie aux polynomes
C[T1,...,Tx] en envoyant le tenseur simple 1 ® -+ - ® 1®@T; ® 1--- ® 1 sur T;. De
la sorte, on voit que I est l'idéal des polynémes nuls en 0, et que I™*! est formé
des polynomes dont tous les monomes sont de degré global au moins égal a n + 1.
Les quotients A/I"*! s’identifient aux polynomes de degré global inférieur ou égal &
n. En particulier, Lie i, (C) admet pour base sur C, la famille des formes linéaires
(i )1<i<m o p; attache 1 & T; et 0 aux autres mondmes. La puissance divisée d’ordre
n de p; est dans le cas d’un espace affine
1,0 \n
i o7;)

Par ailleurs, en composant & gauche par I'isomorphisme Ug,, — U(Lieily), on

T;=0

obtient un isomorphisme Ug,, — Dist, {4, (C) qui envoie el sur L(3%) " I1.=o0 :
c’est la description des distributions dans le cas qui nous intéresse, en termes de
sous-anneaux de la Z-forme Up. Dot :

Lemme — La condition d’intégralité sur les fonctions f € A définie de la facon
sutvante :

Véecly 0-f€el,
se lit aussi :

« f est a coefficients entiers dans la base des monomes en'Tl; : f € ®1<i<m Z[T;]. »
O

9.3.3. Identification des schémas il,;,. — J. Tits définit les foncteurs il; comme
foncteurs des points de Spec Az ou Ay est 'ensemble des fonctions de A qui vérifient
la condition d’intégralité. On a en fait :

Proposition — La définition de Ly par la condition d’intégralité et celle comme fonc-
teur en groupes de sommes formelles (9.2.1) coincident. Ainsi, les foncteurs H, de
(8.3.1) et (9.2.5) coincident.
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Démonstration. — Par le lemme précédent, les anneaux de fonctions Az coincident.
J. Tits définit la comultiplication (respectivement ’antipode) comme restriction & Ay
de la comultiplication (respectivement de 1’antipode) complexe. La comultiplication
de A est I'application obtenue par extension des scalaires relativement a Z C C a
partir de la comultiplication de Az. Si on se restreint de nouveau a Az, on retrouve
la comultiplication initiale, & valeurs dans Az ® Az, définie en termes de sommes for-
melles. On fait le méme raisonnement pour I’antipode pour constater que les structures
coincident. O

En conséquence, on notera u,,(r) ou encore us(r) 'image de exp(res) dans ’amal-
game qui définit le foncteur de Steinberg St(R) pour tout anneau R et tout élément
r de R.

9.4. Représentation du groupe QA&(Z)

On dispose désormais d’une approche concrete des groupes radiciels qui fournissent
par amalgame le foncteur de Steinberg. L’idée est de représenter ces sous-groupes
séparément dans un premier temps, puis de passer a la limite. Ensuite, il s’agira de
représenter le tore et de vérifier les relations qui le mettent en cause. La mise en
évidence de la fonctorialité de la représentation adjointe a été reportée a une section
ultérieure pour alléger la rédaction.

9.4.1. Représentation des groupes radiciels U, (Z). — Partons d'une paire
prénilpotente de racines réelles {a;b}. Pour définir une représentation de U4, (Z),
on considere la représentation ad : Ugp — End(Ugp), que l'on restreint & la source a
U (8[a;p),,) POur obtenir adjq), : U(@[a5),) — End(Ugp). Par ailleurs, la formule :

adz)” = oot xt
%'UZZ(_UZW'U'E’
=0

valable pour tous u dans Ugp et = dans gp, montre que la restriction de l'action
par adgp), & Ujay), stabilise Up en respectant la filtration héritée de celle de lal-
gébre enveloppante Ugp. En notant Endgay (Up) (respectivement Autay(Up)) les en-
domorphismes (respectivement les automorphismes) d’anneau de Up qui respectent
sa filtration et son idéal L{; , on obtient un morphisme d’anneaux :

ad[a;b]NZ : U[a;b]N — Endﬁlt(UD)
n
el —, {adee)”,
n!
Les racines ¢ de [a;b]y sont réelles, donc les ad e. sont localement N-nilpotents. On
peut donc étendre le morphisme a la source en :

—

ad[a;b]mz :% — Endﬁlt (UD)
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En se restreignant aux inversibles, on obtient enfin un morphismes de groupes :
- T\ X
(adjap),2) * Uiaier,)” — Autgi(Up).

Une derniere restriction au sous-groupe Uy, (Z) C (%)X permet d’obtenir
une représentation de groupes qu'on note Ad[,.p),,z- Finalement :

Lemme — Etant donnée une paire prénilpotente de racines réelles {a; b}, il existe un
morphisme de groupes

Adja;p),z * Wap) (Z) — Autgy (Up),

entiérement caractérisé par le fait qu’il attache a exp(re.) Uautomorphisme
exp(rade.) pour tous r dans Z et ¢ dans [a; b]y. O

9.4.2. Représentation de St(Z). — Nous conservons la paire de racines précé-
dente. Pour ¢ dans [a; b]y, il est évident que 1’application :

Ad.z: U.(Z) — Auta(Up)
exp(rec) — exp(r ad €C>

est un morphisme de groupes qui est la composée de l'inclusion U.(Z) C Uy, (Z)
et de la représentation Ad|4,), z- On obtient donc un morphisme du systeme inductif
qui définit St(Z) dans Adjay),,z, par conséquent le résultat suivant en passant a la
limite :

Lemme — Il existe un morphisme de groupes
Ad : St(Z) — Autga(Up)
entierement caractérisé par Ad(u.(r)) = exp(r ade.) pour toute racine réelle ¢ et tout

r entier. O

9.4.3. Autres relations de définition de @(Z). — Il n’a pas encore été question

de la partie torique du groupe Gp(Z). 1l est évident qu’en posant pour tout élément
torique h € Homg_a15(Z[A],Z) =T (Z) :

Ad(h) - eq :=(cq | hYeq et Ad(h)|( = id(

MU)K MU)K,
on définit un morphisme de groupes
T(Z) - Autﬁlt (Z/fD),

qu’on désigne également par Ad. On désigne aussi par Ad le morphisme représentant
le produit libre de St(Z) et de T(Z) :

Ad : St(Z) * T(Z) — Autar(Up).

En fait, comme attendu, on a :
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Proposition — 1 existe un morphisme de groupes
Ad : _C’;(Z) — Autgyg (UD),

qut est entierement caractérisé par :

pour tout s dans S, pour tout élément r de Z,

pour tout h de Homyz_a14(Z[A],Z),

pour toute racine réelle a,
Ad(uq,(r)) est Uautomorphisme unipotent exp(ades), et Adg(h) est l'automorphisme
diagonal fizant AV et attachant (cq | h)eq d eq.

Démonstration. — Nous ferons la méme vérification pour un anneau de base quel-
conque dans la preuve du lemme (9.5.2). O

9.5. Fonctorialité de la représentation adjointe

Nous avons prouvé pour I'instant ’existence d’un morphisme de groupes
Ad: QD (Z) — Autﬁlt (UD)

On peut voir en fait Autay (Up) comme ’évaluation en Z d’un foncteur en groupes
sur la catégorie des anneaux qu’on désignera abusivement par la méme notation
Autgy(Up). 11 faut donc maintenant relever la représentation Ad en une transfor-
mation naturelle du méme nom. C’est un travail qui ne présente pas de difficulté
spéciale, mais qui a été repoussé dans une section a part pour éviter d’alourdir d’une
vérification supplémentaire les raisonnements pas-a-pas précédents.

9.5.1. Le foncteur Autg;;(Up). — Ce foncteur se définit de la fagon suivante : a
tout anneau R, on associe le groupe Autg(Up)r des R-automorphismes de la R-
algébre Up ®z R qui respectent sa filtration (qui provient de celle de Up) et son idéal
U ®z R. On se donne ¢ : R — R’ une fleche de Z — alg, qui permet de voir R’
comme une R-algebre. Si f est un automorphisme de Up ®z R, Autgai(Up)(p) - f est
Pautomorphisme de (Up ®z R) ®r R’ = Up ®z R’ défini par extension des scalaire
relativement & ¢, qu’on note pour faire court o, f. Si ¢ : " — R” est une autre fleche
de Z —alg,on a: (¢pop)f = du(wsf), ce qui se lit pour tout automorphisme f de
Up ®z R :

At (Up)(p o @) - f = Autare(Up)(¢) (Autaw(Up)(p) - f)
= (Autg (Up)(¢) o Aute (Up)(¢)) - -
Autrement dit :
Autgye (Up) (¢ 0 ©) = Autge (Up) (@) o Autgy (Up) ().

Donc, Autg(Up) est bien un foncteur en groupes.
On peut faire le méme travail a partir de Endgy(Up), et définir un foncteur de la
catégorie des anneaux vers elle-méme. De cette facon, pour une fleche ¢ : R — R’
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de Z — alg et pour un endomorphisme f = r ® fz avec fz € Endai(Up) et r € R,
on a: p.f = ¢o(r) ® fz. Nous pouvons maintenant préciser ce que nous entendons
par mise en évidence de la fonctorialité de Ad. Il s’agit de relever le morphisme
Ad: _C’,;;(Z) — Autai(Up) en une transformation naturelle de foncteurs, c’est-a-dire
de construire une famille de fleches

(AdR : %(R) — Autgyg (UD)R) ReZ—alg,

indexée par les anneaux et telle que pour toute flecche ¢ : R — R’ le diagramme
suivant commute :

_ Ad
Gp(R) —— , Autgy (Up)r

Q;(so)l JAHtﬁlt Up) ()
Adpg

@;(R’) —— Autg(Up)rr

9.5.2. Construction des morphismes Adg. — Il suffit de reprendre la construc-
tion de Ady en faisant une extension des scalaires de Z & R & chaque étape. Soit {a; b}
une paire prénilpotente de racines. Le morphisme d’anneaux :

ad[a;b]N,Z : u[a;b]N — Endﬁlt (uD)

fournit naturellement un morphisme de R-algebres :

adjp)y,r © Uap)) p — Endar(Up)r
(ade.)”

6[6"]®7’HT®7*"

si bien qu’il existe un morphisme de groupes
(ad[a;b]N)E : (u[a;b]N); - AUtﬁlt (UD)R
qui, restreint aux exponentielles, donne
(Ada),) g = Hiasp) (R) — Autgne(Up) r-

Ces morphismes étant compatibles aux inclusions U.(R) C Uy, (R), on obtient par
passage & la limite un morphisme St(R) — Autgi(Up)g. D’autre part, grace a la
formule :

V h € Homp_as(R[A], R) Adgr(h)(ec @ 1) = (cq | h)e, @1,

et en imposant en outre de fixer point par point les vecteurs de (L{O) R on définit une
représentation :
T(R) — Autge (UD)R,
et donc une fleche :
St(R) * T(R) — Autﬁlt (UD)R'
Il s’agit ensuite de voir que les relations de (8.3.3) qui définissent Gp & partir de
St 7, operent trivialement par ce morphisme.
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Proposition — Pour tout anneau R, il existe un morphisme :
AdR . %(R) — Autﬁlt(L{D)R

caractérisé par :

Adg(uq(r)) = explade, @ 1) = Z (adeq)” ®@r",

n!
n=0

Adgr(T(R)) fize (Z/lO)R et Adpr(h)(eq®71) = {ca | h)(eq @),

pour tout h dans Hompg_a1z(R[A], R), pour toute racine réelle a et tout r dans R.

Démonstration
(1) Relation tore-groupes radiciels
Soient s dans S, a une racine réelle, r un élément de R, et h dans 7 (R). Alors :

Ad(h - ua, (r) - h™") (ea) = Ad(h - ta, (1)) ((ca | ) ~"ea)

o0

= ad() (Y e | 1) BLE )

n!
n=0
oo

an|h 1ncs|h> <Ca|h>

(adeg)™

€q.
n!

Cette expression est par définition Ad(uq, ({cs | h)7))(€q). Donnons-nous maintenant
A¥ dans A, et vérifions que Ad(h - uq,(r) - h™') et Ad(ua,({cs | h)r)) coincident
sur AV. On a :
Ad(h-uq, (r) - A7) () = Ad(h - ua, (1)) (XY) = Ad(h)(AY + (cs | A7)es)
= A"+ (es | M) es | hyes,
ce qui vaut exactement Ad(uq, ({cs | A)7)) A
(2) Relation normalisateur du tore-tore
Rappelons que pour r dans R* et s dans S, on définit
8(r) = ns(r) = ta, (r) - u—q, (r™") - ug, (r),
que § = ng est par définition ns(1), et que W opere sur 7 (R) = Homp_a(R[A], R)

via son action sur A. Remarquons en outre que par définition en (7.4.1),

Ad(n,) = exp(ad(es)) - exp(ad(fs)) - exp(ad(es))

est 'automorphisme s* qui releve s. Donnons-nous enfin h dans 7 (R). Il suffit de
comparer Ad(ns -h-n;t) et Ad(s- h); en effet, la relation impliquant ns(r) résultera
alors du point (3) ci-dessous.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



222 CHAPITRE 9. REPRESENTATION ADJOINTE DES FONCTEURS DE TITS

Déja, il est clair que ces deux automorphismes fixent AY. Il suffit donc de les
comparer sur les vecteurs e, pour toute racine réelle a.

Ad(ns - h-n; ") (ea) = (Ad(ns) o Ad(h)) (eg-1..) = Ad(ng) ((s7' - ca | h) £ es-1.4)
= (57 ey | h) Ad(ng)(Feg-1.4) = (57 cq | h) £ +e, = (s - cq | Req,
ce qui est précisément Ad(s-h)e,. Les signes + refletent le fait que les automorphismes
w* échangent des doubles bases de vecteurs opposés. L’indétermination sur les signes
est compensée puisqu’on fait intervenir un tel automorphisme et son inverse.
(3) Relation normalisateur du tore-normalisateur du tore

Soit r un élément inversible de R. Soient s un élément de S et a une racine réelle.
Alors :

Ad( Z m ( adeS (Z adfS Z i ( adeS ea)))

m=0 >0 k=0

» ades)™ (ad fs)! (adey)®
:Zr( 2. ( m!) ‘( Il L k!) (e“))‘

p=0 k+m—Il=p

D htm—i=p (ades)m.(adlfs)l.(ad]js)k (eq) est le terme de degré a + pas de Ad(ns) - eq,.

m!
Il est donc non nul seulement si a + pas = s - a, autrement dit si p = —{cq | hs).
Finalement, Ad(ns(r))(eq) = r~{Ih) Ad(n,) - €,. Enfin, si AY est un élément de A",
ona:

ades)™ (a U (ad eg)®
Ad(ns(r))-)\v:er( Z (ades) .(dfs).(d :) ()\V)).

m! Iy k!
p=0 k+m—Il=p

m!
donc non nul seulement si pas = 0, donc

Ad(ns(r)) - A = Ad(n,) - A = (Ad(n,) o Ad(r~"=)) - A".

D htm—i=p (ad ea)® (adl{S)L : (adljs)k (XY) est le terme de degré pas de Ad(ng)(A\Y). Il est

La derniere égalité a lieu puisque par définition de Ad, Ad (T(R)) fixe AV.

(4) Relation normalisateur du tore-groupes radiciels

Le dernier type de relation & vérifier est Ad(n, - uq(r) - n;') = Ad(s*uq(r)) pour
toute racine réelle a et tout entier r. C’est tautologique par la remarque déja faite :
Ad(ns) = s*. O

9.5.3. Fonctorialité. — On fixe maintenant une fleche ¢ : R — R/, et on veut
vérifier la commutativité du diagramme de 9.5.2. Il suffit pour cela de vérifier la
commutativité du diagramme sur les générateurs de Gp(R), & savoir les uq, (1), u_q, (r)
et h, pour s dans S, r dans R et h dans Homp_as(R[A], R). Commencons par les
éléments unipotents. On a :

(Adiw oG (9)) v, (r) = Adre (wa, (6(1) ) = 3 ()" L

n!
n=0
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Cette application est I'extension relativement & ¢ de Adg (uq, (1)), c’est-a-dire :

(Autgr (Up) () o Adr) (ta, (7).

On obtient ainsi la commutativité sur les uq, (r) et mutatis mutandis sur les u_g, (7).
Passons maintenant aux h dans Hompg_a1e(R[A], R). Gp(¢) - h est le morphisme

R'[A] — R’
Ar— (A [ ).

Donc (Adg/ o_C’,/;(go)) (h) est 'automorphisme défini par

((Adw oGn(#)) () (€a) = (ca | o) - hea = 9 ({ca | B))ea
pour toute racine réelle a, et qui fixe (Llo) g Par ailleurs, Adg(h) est défini par :
Adg(h)eq = {cq | h)eq

et Adr(h) fixe (L{O)R.
(Autg (Up)(p) o Adg) - b est Pautomorphisme déduit de Adg(h) par extension des

scalaires relativement a ¢. C’est ’automorphisme diagonal qui fixe (Z/lo) o €t tel que
pour toute racine réelle a, ((Autﬁlt(UD)((p) o AdR)(h))(ea) = p((ca | h))(eq). Ceci

acheve la vérification sur les éléments h de 7 (R). On vient de prouver :
Théoreme — Il existe une transformation naturelle
Ad: éq/) — Autgyg (UD),

caractérisée par :

Adg(uq(r)) = exp(ade, @ ) = Z (adeq)” ®r",

n!
n=0

Adgr(T(R)) fize (UO)R et Adr(h)(eq®@71) ={ca | h)(eqa @T),

pour tout anneau R, pour tout h dans Homp_as(R[A], R), pour toute racine réelle a
et tout r dans R. O

Par analogie avec la situation classique, on parlera donc de représentation adjointe.

Définition. — La transformation naturelle Ad est appelée la représentation adjointe
du foncteur de Tits Gp.

9.6. Noyau et image de la représentation adjointe sur les corps

On finit la définition et I’étude de la représentation adjointe par une courte section,
qui montre essentiellement que sur les corps, le noyau de la représentation adjointe
est le centre du groupe de Kac-Moody.
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9.6.1. Lemme de fidélité. — Le résultat suivant n’utilise que les relations de
définition de Gp et Ad, et permet de prouver des axiomes combinatoires en (8.4.1).

Lemme — Soient G = gA{;(K) un groupe de Kac-Moody défini sur le corps K, et Adg
la représentation de groupe associée.

(i) Pour toute racine a et tout sous-espace vectoriel V. AdU,-stable et contenant
€—a,

Ker(Adg oexp,, |v) = {1}

et limage de cette représentation est un sous-groupe unipotent a un parameétre de
GL(V). En particulier, la restriction de Adg d chaque groupe radiciel est injective et
exp,, : K — U, est un isomorphisme.

(ii) Pour toute racine positive a, on a

Ufa N B+ = {1} et U7QB+ N Ker(AdK) = B+ n Ker(AdK).
L’assertion obtenue en opposant les signes est bien sur vraie également.

Démonstration
Preuve de (i). Cela découle de la formule

Vke K Ad(ua(kz)) ce_q =€_q+ klea, e_a] + va,

ol v, = k2(§6_a — €46—_q€q + e_aé) est le terme de QQ-degré a de l'expression.

Preuve de (ii). On part d’un élément g de U_, N By et d’un vecteur v de (Lp)x
pour b dans A U {0}. Alors, Adg - v — v est dans @D.cp_nanen (o3 (Lc)x et dans
D.co N (L.)xk, suivant le groupe dans lequel on voit g. Cette intersection est contenue
dans

D (L-a)xN D (Lotd)k,
deQ~{0} deQy

qui est triviale. Ainsi, pour tout v homogene Adg - v = v, et finalement g est dans
Ker(Adg) NU_, = {1} par (i). Ceci prouve la premiere assertion.

Pour la seconde, on se donne u_, dans U_, et by dans By tels que u_,by est
dans Ker(Adg). On reprend alors la premiére partie du raisonnement qui précéde. On
regarde Adu”! - v = Adb, - v. Par la Q-graduation, Adu"} - v = v, u_, est dans

—a —a

Ker(Adk), soit u_, = 1 par (i). O

9.6.2. Noyau et image de la représentation adjointe. — En revanche, la dé-
termination du noyau sans restriction de source utilise (8.4.1).

Proposition — Soit G un groupe de Kac-Moody G = @/)(K) pour un corps K et une
donnée radicielle de Kac-Moody D. Alors, le noyau de la représentation adjointe Adgk
est le centre de G (qui est aussi lintersection des noyauz des caractéres algébriques
N.ca Kerc) et son image est un sous-groupe du groupe de Kac-Moody adjoint attaché a
la donnée radicielle de Kac-Moody ad(D) (7.1.2), avec égalité si K est algébriquement
clos.
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Démonstration
(1) Réduction aux composantes connezes
Pour chaque composante connexe J de S, on définit le sous-groupe :

Gy = (U | a € A™(J)).

Par les relations de définition de St(K), pour deux parties distinctes J et K de
ITy(S), les éléments de G; commutent & ceux de Gk. En outre, la définition de la
représentation adjointe Adg fait voir aussi que G ; opére trivialement sur les vecteurs
es, fs pour s dans K, et leurs puissances divisées. Enfin, tout élément g de G peut
s’écrire g =t - HJGHO(S) gy avec t dans T, et g; dans G ;. Si maintenant on suppose
que g est dans le noyau de Adg, alors, d’apres ce qu’on vient de remarquer, pour toute
J de IIy(S), tg; est dans Ker(Adk |rq,).

(2) Cas indécomposable

Comme en (8.4.1), on peut voir que (TGJ, (Ua)aeArc(J),T) est une donnée radi-
cielle jumelée de groupe de Weyl W irréductible. On raisonne pour I'instant dans le
systeme de Tits (I'Gy, By 4+ :=TUj1,Ny,J) ou Ny releve modulo T le groupe W;.
Par [Bou81] (IV.2.7), lemme 2 p.30, on voit que Byt Ker(Adxk |7¢,) vaut TG ou
By . On va montrer que ce sous-groupe est nécessairement B, ce qui montrera
que Ker(Adk |rq,) est dans By 4.

Faisons donc I’hypothese By 4 - Ker(Adk |r¢,) = TG. Soit s dans J. Alors :

U-a,Bj+ = (U-q,Bs+) N (Ker(Adk |1, ))

d’ot U_,,Bj+ C By par (9.6.1)(ii), ou encore U_,, C By4. Alors U_,, =
U_a, N Byj+ = {1} par (9.6.1)(ii), ce qui contredit (9.6.1)(i). Nécessairement
Ker(Adk |ra,) C By+. Le méme raisonnement pour le signe — montre par intersec-
tion que le noyau étudié est dans 7.

(3) Conclusion. Image

Le point précédent fait voir que pour toute J de IIp(S), on a tg; € T, et donc
que g est dans T. Finalement, Ker(Adg) est inclus dans T'. Sa description comme
intersection de noyaux de caracteres est alors immédiate. Pour ce qui est de I'image
de Adk, le groupe Adg(T') est un quotient de 7', abstraitement isomorphe & un sous-
groupe du tore dont le groupe des caracteres est le sous-Z-module A*? de A engendré
par les caracteres c,, s € S. Il y a égalité si K est algébriquement clos. Adg (G) est ainsi
isomorphe a un sous-groupe de la valeur sur K du foncteur de Tits attaché a la donnée
radicielle de Kac-Moody adjointe ad(D) (7.1.2), avec égalité si K est algébriquement
clos. O
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CHAPITRE 10

GROUPES DE KAC-MOODY DEPLOYES
EN CARACTERISTIQUE QUELCONQUE

L’objet de ce chapitre est de présenter quelques propriétés importantes des groupes
de Kac-Moody déployés, c’est-a-dire des valeurs des foncteurs de Tits sur les corps.
Apres des préliminaires concernant les « sous-tores » ou la géométrie des apparte-
ments jumelés, on présente des familles de sous-groupes intéressants, en procédant
du général au particulier. La premiere famille est celle des petits sous-groupes, aussi
bien caractérisés par I'action du groupe de Kac-Moody sur I'immeuble jumelé que
par action adjointe. La seconde famille fournit une classe assez large de sous-groupes
qui admettent une structure algébrique, a quotient torique pres. Enfin, on proposera
une nouvelle définition des sous-groupes de Cartan, plus intrinseque, en montrant sa
compatibilité a la terminologie initiale. Une source d’inspiration pour ce chapitre est
Particle [Kac-Pet87], & ceci prés qu’on a tout fait pour évacuer la fonction distance
convexe sur le cone de Tits, afin de la remplacer par des considérations de courbure
négative. Enfin, la démonstration de 'existence des groupes réductifs dans [Spr80]
(chapitre 12) est a 'origine de la mise en place de la structure algébrique d’un fixateur
de partie équilibrée, effectuée dans la section (10.3).

10.1. Immeubles de Kac-Moody

Nous nous donnons une donnée radicielle de Kac-Moody
D= (57 Aa Aa (CS)SES) (hs)sES)a

un corps K sur lequel nous évaluons le foncteur de Tits « constructif » é;. On note
G:= g;(K) le groupe obtenu. On sait que le fait de choisir un corps K comme anneau
de base permet d’obtenir une structure de donnée radicielle jumelée directement issue
des générateurs du foncteur de Tits (8.4.1). Mais puisqu’on a une idée plus précise
du groupe, il est naturel d’attendre un enrichissement de la famille des objets géo-
métriques intéressants dans la réalisation conique |J|co. C’est le cas, étant donné par
exemple qu’on va pouvoir lire la situation des sous-groupes diagonalisables (connexes)
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et donner une interprétation des racines géométriques plus étroitement liée aux sous-
groupes unipotents a un parametre et au caractere associé. Nous allons procéder a
divers aménagements, qui sont plus lisibles si on les fait en deux temps, une premiere
étape consistant a travailler avec des espaces vectoriels sur le corps Q.

A et T désignent les appartement jumelé et sous-groupes de Cartan standard as-
sociés a la définition de G.

10.1.1. Aménagement de ’appartement jumelé sur le corps des nombres
rationnels. — On suppose dans cette sous-section et la suivante que le corps K est

Nous partons d’une donnée radicielle de Kac-Moody D = (S, A A, (¢cs)ses, (hs)SES)-
Le probleme éventuel est que la famille des racines simples de D n’est pas nécessai-
rement Z-libre dans A. Par conséquent, le cone positif associé dans AY ®z R peut
étre vide. Pour éviter cet inconvénient, nous allons procéder & un aménagement de
A, tout d’abord sur Q.

On considére le Q-espace vectoriel Ag := A ®z Q et son sous-espace Q(D) =
Zse 5 Qcs. On fait le choix d’un supplémentaire Fgy de ce sous-espace dans Ag.

AQ = FQ D Z Qcs.
seS

Considérons enfin le Q-espace vectoriel de base les symboles as pour s dans S, et
la fleche canonique 7 := c®z Q : @, 4 Qas = Q ®7 Q — >~ 4 Qcs, tensorisée par
Q de lapplication caractére (7.1.5). On a 7(Q) C A.

On note Vg le Q-espace vectoriel Vg := @,.gQas @ Fg et m : Vo — Ag le
prolongement de I'application précédente par 'identité sur Fg.

C’est dans le dual V7 que nous allons définir un nouveau cone que nous appelons
par abus momentané cone de Tits. On note W le groupe d’automorphismes linéaires
de Vg engendré par les transformations 75 : A — A — (hs | m(A))as pour s parcourant
S. Le groupe W est naturellement isomorphe au groupe de Weyl W4 de la matrice
de Cartan généralisée A. 11 suffit de faire référence aux mémes résultats qu’en (7.1.4).
Ainsi, on peut reprendre toute la construction du cone de Tits en remplacant le corps
de base par Q et les espaces en dualité par Vg et Vg, tant qu’il n’est pas question de
topologie. Enfin, par définition de la structure algébrique sur 7' = Homg _ a1 (K[A], K),
A est le groupe des caracteres algébriques de T', et A est son groupe des cocaracteres.

Puisqu’on a @@ C Vg, on peut voir A™ comme une partie de Vg. Enfin, on note

™Ay =N ®Q— 1§
I’application transposée de 7.
Définition
(i) Dans le cas ou I’élément a de Vg est une racine de A™, on note dag ’hyperplan
de Vg qui vaut dag := Ker(a). dag est appelé le mur rationnel de a.
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(ii) Si S est un sous-tore de T, on note X, (S) son groupe de cocaracteres algé-
briques, et X, (S)g le tensorisé par Q de ce groupe. Le sous-espace rationnel L(S)
de S est par définition l'orthogonal (au sens de la dualité) dans Vg de I'image réci-
proque par w du sous-espace vectoriel sur Q des caracteres triviaux sur S. En notant
A(S):={ce A]cls =1}, on a donc

La raison pour laquelle on est revenu momentanément a Q plutdt que de conserver
R vient de la proposition suivante.

Proposition — On conserve les notations et les choix précédents, a savoir la donnée
radicielle de Kac-Moody D = (S,A,A, (cs)sess (hs)SES); qui permet via A de mettre
une structure de tore algébrique sur T, le supplémentaire Fy, la fleche m qu’on étend
en application du méme nom 7 : Vg — Ag. On suppose toujours K infini.

(i) Les sous-tores de T' sont en bijection croissante naturelle avec les sous-espaces
vectoriels de Vi inclus dans Uorthogonal |Z_|(7*) de Ker(m) au sens de la dualité.

(ii) Soit S un sous-tore de T de sous-espace rationnel associé L(S). Soit ¢ une
racine de A*®. Alors :

m(c) est trivial sur S si et seulement si le mur rationnel Ocg contient L(S).

(iii) Dans la méme situation, si a et b sont deux racines de A™, alors il existe
des puissances non triviales de w(a) et w(b) qui coincident sur S si et seulement si
aa(@ QL(S) = 8bQ QL(S)

Remarquons que deés lors qu’on a fait un produit tensoriel sur Q pour pouvoir
introduire un espace vectoriel supplémentaire, on a éliminé toute question de torsion,
ce qui explique que le dictionnaire de (i) ne prend en charge que les sous-groupes
diagonalisables connexes de T

Démonstration .
Preuve de (i). Soit S un sous-tore de T. On a S = (ﬂceA(S) Ker(c)) .

Par définition L(S) est [x~1(A(S))]*. Maintenant, si L est un sous-espace vecto-
riel de Vg, on lui associe un sous-tore S(L) de 7' de maniere analogue : S(L) :=

[e]
(ﬂcew(u)m\ Ker(C)) .

On obtient une application croissante S (respectivement L) qui va de lensemble
des sous-espaces de V{j contenus dans [Ker()]* vers I'ensemble des sous-tores de T'
(respectivement de ensemble des sous-tores de T' vers celui des sous-espaces de Va
contenus dans [Ker(7)]* = |Z_|(7*)).

Il est clair que les applications L et S respectent les codimensions, et que (L o
S)(L) C Let (SoL)(S)CS. Par conséquent, par dimension (respectivement et par
connexité), on a en fait des égalités a la place des deux derniéres inclusions.
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Preuve de (ii). Avec la notation A(S), on a
m(c)ls =1 <= 7(c) € A(S) < Ker(c) D L(S) <= dcg D L(S).

Preuve de (iii). Supposons que 7(a) et w(b) élevées aux puissances non nulles m et n
respectivement coincident. Avec les identifications qui précedent, on a Ker(ma—nb) D
L(S), et par conséquent :

Oag N L(S) = dag NKer(ma — nb) N L(S)
= 0bg N Ker(ma — nb) N L(S) = dbg N L(S).

Réciproquement, si dagNL(S) = dbgNL(S), alors a et b restreintes & L(.S) sont des
Q-formes de méme hyperplan. A ce titre, elles sont donc Q-proportionnelles. Il existe
donc m et n non nuls dans Z tels que Ker(ma—nb) D L(S), soit mm(a)—nm(b) € A(S).
En termes de caractéres, cela signifie la trivialité de m(a™/b™) sur S. O

10.1.2. Aménagement de ’appartement jumelé sur le corps des nombres
réels. — Le dictionnaire entre sous-tores et sous-espaces a lieu sur Q. Si on veut
continuer a faire des raisonnements topologiques dans les immeubles, il faut revenir
au corps de base R. On peut a nouveau faire référence aux mémes résultats qu’en
(7.1.4) pour munir le R-espace vectoriel Vg := Vi ®g R = (Fg ®@g R) © D5 Ras
d’une action de W, d’ou une chaine d’inclusions :

e DVpDQ DA™

Dans le dual de cet espace, on définit encore un cone de Tits Ealg, et on voit qu’'un
quotient de ce cone est le cone de Tits de la section (5.1). Précisément, comme en
(7.1.4) on a :

zalg/ QL = 6

L’ajout de ce R-espace vectoriel Q-+ implique que le cone de Tits ne peut plus
étre propre; cela dit, on peut dans ce cone élargi rendre compte de la situation des
sous-tores. Ces remarques justifient qu’on choisisse éalg U —éalg comme modele d’ap-
partement jumelé dans certains cas.

Définition
(i) éalg U —5alg est le modéle algébrique d’appartement jumelé standard pour G.
(ii) Un sous-espace vectoriel de V' := Vg ®q R est dit rationnel s’il est défini par
des formes linéaires de Vp.
(iii) Pour un sous-tore S de T, on note vects (S) la trace sur A & Ealg U fﬁalg de
Pespace vectoriel L(S) ®g R. On appelle vecta (S) 1 extension vectorielle de S dans A.
(iv) On dit qu'un sous-tore S de T est générique si L(S) rencontre Uintérieur Cuig
du céne de Tits Cayg. Alors, L(S) est engendré par vecty (S). On dit dans ce dernier
cas que S est générique au sens large.

On peut immédiatement faire les redites suivantes :
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Proposition — Soit S un sous-tore générique au sens large de T'.

(i) Il existe une bijection naturelle entre les sous-tores de T et les sous-espaces
rationnels de lespace ambiant Vg @g R dans lequel on construit lappartement jumelé
A attaché a T.

(ii) Pour une racine ¢ de A, w(c) est triviale sur S si et seulement si son mur
Oc := Jcg @ R contient lextension vectorielle de S.

(iii) Etant données deux racines a et b de A™, il existe des exposants m et n
non nuls tels que m(a)™ et w(b)™ coincident sur un sous-tore S si et seulement si
Oa Nvecty (S) = 0b N vecty(S). O

n

On peut aussi ajouter que le come de Tits relatif & la famille {as}scs de formes
linéaires sur Vg possede toutes les propriétés énoncées pour le cone de Tits défini et
étudié en (5.1) et (5.2).

10.1.3. Appartements jumelés comme lieux de points fixes. — Par définition
de ces objets en (8.3.4) et (5.3), G opére transitivement sur les sous-groupes de Cartan
de G et sur les appartements jumelés de la réalisation conique |J|co. Puisque N est
le stabilisateur de I'appartement jumelé standard A (2.6.2), on a clairement :

{Appartements jumelés} — G/N et {Sous-groupes de Cartan} — G/N¢(T),
d’oli une application
{Appartements jumelés} —» {Sous-groupes de Cartan},

d’apres l'inclusion N C Ng(T). Cette application est obtenue de maniére formelle. En
fait, puisque N est le normalisateur de A, il est clair que T est le fixateur de ’apparte-
ment jumelé standard. Par G-équivariance, on peut envisager un moyen plus concret
d’attacher un sous-groupe de Cartan a un appartement, précisément le passage au
fixateur. En outre, il est clair que la surjection précédente est un isomorphisme quand
N = Ng(T), ce qui est réalisé quand le corps K est assez gros pour la donnée radi-
cielle de Kac-Moody D (8.4.1). Sous cette hypothese, la réciproque de I'isomorphisme
obtenu est tout aussi concrete.

Proposition — Soit G un groupe de Kac-Moody obtenu par évaluation d’un foncteur
de Tits sur un corps K : G = @(K), de tore standard T et d’appartement jumelé
standard A. Si K est assez gros pour D, alors :
(i) Les seules chambres stables (ou fives) par T dans | T |co sont les chambres dans A.
(i) Le liew des points fizes sous Uaction de T dans |J|co est précisément A :

(|j|CO)T =A.

Démonstration. — e désigne un signe (+ ou —).

Preuve de (i). Soit gC. une chambre de |Z|co (g est un élément de G et C, est la
chambre standard de signe €). On sait qu’on peut écrire g = u,,n4,b pour un certain
w dans W, pour u,, dans U, NwU_.w™t, n, dans N relevant w modulo T et b dans

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



232 CHAPITRE 10. GROUPES DE KAC-MOODY DEPLOYES

B., d’apres la décomposition de Bruhat relativement & B, (1.2.3). On obtient donc
9Ce = uyny,Ce. On sait déja qu'il est équivalent de dire qu'une chambre est stable
ou fixe sous l'action de G. Supposons donc que gC. C (|Zc|co)” est une chambre fixe
sous T'. Alors pour tout ¢ dans 7T, ty Ny Ce = UgyNayCe.

Regardons de plus pres cette condition pour ¢t dans 7. On a u;ltuwnwaE = Ny Ce.
Comme ¢t fixe A, on peut aussi écrire

U, "ty Ce = (U, tuyt ™ Ntng,Ce = [ug®, tJny,Ce = 14, Ce,

w

ot les crochets désignent le commutateur de deux éléments. Ceci implique que [ug?!, ]
est dans le fixateur de n,,C, qui est nwBengt. Or, [ugy!,t] appartient & U NwU_ w™?,
donc ngtlug!, t]n, est dans U_. N B, = {1}. On en déduit que pour tout ¢ dans T,
le commutateur [uy',t] est trivial. Autrement dit u,, est dans le centralisateur dans
G de T'. Or, ce centralisateur est dans N (8.4.1) et I'intersection U, N N est triviale,
par (1.2.1)(RT3). On a donc : u,, = 1, soit gC = n,,C. C A.

Preuve de (ii). 1l suffit de montrer que si x est dans (|Z4|co)?, il est dans la partie
positive de 'appartement jumelé A, le cas négatif étant complétement analogue. Enfin,
|Z4|co étant la réunion de ses facettes ouvertes, il suffit de montrer que toute facette
positive fixe par T est dans A . Soit donc gF; C (|Z4|eco)T une telle facette. On écrit
g = UypNywb comme précédemment, et gF7 = wuynq, F7. Considérons dans la partie
N-nilpotente de racines A,,-1 = A NwA™, la partie

Aw—l(F]> = {C €Ay | w_l(ﬁc) D F[}.
A1 (F7) est Pensemble des racines ¢ pour lesquelles on a les inclusions U, C U; et
nytUcny, C P(Fr) NU-. Pour des ordres quelconques sur A, (Fr) et Ay ~ Ay (F),
on peut écrire par (9.2.3) :
o T @) (I w)
ceA 1A, —1(F1) ceA, —1(Fr)

1

d’ott une écriture (unique) u,, = vv’ correspondante, qui est telle que n_‘vn,, est

dans U(—F7), et qui permet une nouvelle simplification :
UMy Fr = vnw(nl_ulvnw)FI = vn, Fr.

Il suffit alors de montrer que v = 1. Si tel n’était pas le cas, d’apres 'hypothese
« K assez gros », il existerait ¢t dans T tel que [v™1,#] # 1. En utilisant 'hypothese
v Fr C (|Z4]eo)T, on aurait tvn, Fr = vn,Fr, d'ott [v=1, t].n, Fr = ny, Fr. Autre-
ment dit [v~1!,¢] serait dans n, P(Fr)ng,' ~ {1}, ce qui donnerait :
nptlv L, e € (P(FI) N U(—F,)) < {1},

impossible par décomposition de Lévi de P(—F7). O

On aurait pu traiter immédiatement le second cas qui comprend le premier, mais
celui-ci procure un énoncé utilisable en termes de systemes de chambres abstraits.
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10.1.4. Fonctorialité de ’immeuble en fonction du corps. — On se place dans
la méme situation qu’en (8.4.4), d’ott 'adoption des conventions de cette sous-section.
E/K est une extension de corps. G(K) opeére sur I'immeuble Z.(E) via linclusion
G(K) C G(E). Avec ces conventions, on peut formuler le résultat suivant.

Lemme — Soit E/K une extension de corps.
(i) Il existe pour chaque signe un morphisme d’immeubles strict naturel, injectif et
G(K)-équivariant
Lt T.(K) — Z.(E).

En outre, les applications L+£ et L_% respectent les codistances des jumelages J(K)
et J(B). Les applications ainsi définies font voir un immeuble comme sous-immeuble
de lautre. On convient d’identifier Z.(K) a son image dans Z.(E).

(i) Les appartements admissibles du sous-immeuble I.(K) de Z.(E) sont des appar-
tements admissibles de I.(E). Ce sont les G(K)-transformés de Uappartement stan-
dard A.

Démonstration

Preuve de (i). On définit ¢ & par gB.(K) — gB.(E).

C’est ensemblistement possible car g est dans G(K) qui est inclus dans G(E), et
parce quon a B.(K) C B.(E) (8.4.4). Ces inclusions font d’ailleurs voir l'injectivité
des applications qui nous intéressent.

Les systéemes de Tits de signe fixé € relativement aux sous-groupes de Borel standard
de G(K) et G(E) ont des groupes de Weyl isomorphes. La partie génératrice standard
S de W est relevée modulo T'(E) par des éléments § dans G(K). Ainsi, pour tout s
de S, la relation de s-adjacence de Z,(K) est la relation de s-adjacence sur ¢.&(Z,(K))
induite par celle de Z.(E). Pour ce qui est de la codistance, il suffit d’utiliser son
interprétation en termes de décomposition de Birkhoff et (8.4.4)(ii).

Preuve de (ii). (.5 établit un isomorphisme naturel entre 'appartement standard
de Z.(K) et celui de Z.(E), par sB.(K) — sB.(E). Ensuite, il suffit de remarquer que
les appartements admissibles de Z.(K) sont les G(K)-transformés de 'appartement
standard, et d’invoquer I’équivariance de la fleche ¢ck. O

En revanche, les immeubles different au niveau des chambres dans un résidu de cloi-
son donné. Considérons le cas de la chambre standard, les autres résidus se déduisant
de ceux de B.(K) par G(K). On fixe s dans S. D’apres la propriété de Moufang pour
Z.(K) (2.5.4), les chambres de Z.(K) s-adjacentes & B¢(K) sont les chambres usB.(K),
avec u dans Uy (K). Elles sont en bijection avec K. D’apres cette méme propriété pour
le gros immeuble, les chambres de Z.(E) s-adjacentes & B.(E) = t.%(B(K)) sont les
chambres v$B(E), avec v dans Us(E). Elles sont en bijection avec E et comptent
parmi elles les chambres de Z, (K) s-adjacentes a B, (K).

Il reste a passer aux considérations géométriques.
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Lemme — Soit E/K une extension de corps. Soit (X, (Xs)ses)) une structure-
miroir. Alors la réalisation géométrique X (1.%) de 1.k établit un homéomorphisme
de X (Z.(K)) sur son image dans X (Z.(E)).

Démonstration. — On sait déja que X (1) est continue. Elle est injective. En effet :
X (1) [9Be(K), 2] = X (1) [nB(K), y] <= [gB(E), z] = [hB(E), 9]
< a=yet g 'h € B(E)Wy(,)Be(E)

Or, B(E)W j(2) B(E)NG(K) = Be(K)W () Be(K) (8.4.4), par conséquent la derniere
assertion équivaut a [¢B.(K), z] = [hB.(K), y].
Pour voir que X (1) est fermée, on procéde comme pour (4.2.3)(i) O

On peut maintenant commencer & étudier des familles de sous-groupes de plus en
plus proches de 'exemple familier des groupes algébriques.

10.2. Petits sous-groupes des groupes de Kac-Moody

Dans cette section, il est question de la classe des petits sous-groupes, a savoir des
sous-groupes sur lesquels on va pouvoir utiliser des résultats de géométrie algébrique.
On va aussi pour la premiere fois avancer un argument de courbure négative, méme
si la réalisation métrique d’un immeuble sera implicite dans les énoncés. On prouve
I’équivalence de trois approches possibles des petits sous-groupes dans le cas d’'un
groupe de Kac-Moody. Dans le cas abstrait d’'un groupe & donnée radicielle jumelée,
seuls deux de ces critéres prennent un sens (puisque le troisieme implique 1’algebre de
Lie du groupe). Ils sont reliés par le théoréme de point fixe de Bruhat-Tits (4.6.2).

Dans toute cette section, on conserve le groupe G obtenu par l’évaluation d’un
foncteur de Tits g?} sur un corps K, pour une donnée radicielle de Kac-Moody D =
(S, A A, (¢cs)ses, (hs)SES)- A et T désignent les appartement jumelé et sous-groupes
de Cartan standard associés a la définition de G.

10.2.1. Doubles classes et représentation adjointe. — Le résultat qui suit est
un premier lien entre deux propriétés de finitude, I'une vis-a-vis de la décomposition
en doubles classes de Bruhat, 'autre vis-a-vis de la représentation adjointe.

Au vocabulaire pres, c’est un résultat de Kac et Peterson ([Kac-Pet87], théoréme 1
p.121). Commencgons par quelques définitions.

Définition. — Soit H un sous-groupe du groupe de Kac-Moody G.

(i) H est dit Ad-localement fini si pour tout vecteur v de (Up )k, 'espace vectoriel
vect(Ad H - v) engendré par Ad H - v, est de dimension finie sur K.

(ii) H est dit Ad-diagonalisable s’il existe une base de (Up)k dans laquelle 'action
de H via Ad est diagonale.
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Lemme — Soit {g;};>0 une suite infinie d’éléments de G. On écrit chaque élément
suivant sa décomposition de Bruhat g; = u;n;t;v;, avec uj dans U, n; dans N et
b; = tjv; dans TUx = By. On suppose que deux indices distincts j et k fournissent
toujours deux classes w; = n; T et wy = ni1 distinctes dans W. Alors, il existe un Q-
degré a et un vecteur v de (Ua)K tels que l’espace vectoriel engendré par U]}O Adg;-v
soit de dimension infinie.

Démonstration. — Vu la symétrie des hypotheses, on se contente de prouver le résul-

tat pour la BN-paire positive. Pour un vecteur v de (UD)K, on note P, := U]}O Adg;-

v, et on suppose que la conclusion n’est pas vérifiée. On prendra tous les supports

relativement a une base des puissances divisées des générateurs canoniques de Up.
(1) On peut déja écrire :

YaeQ, Vv e (Ua) dimg (vect P,) < 0.

K

Ceci impose que pour tout a de @ et pour tout v de (Z/la)K, le cardinal du support de
P, est fini :

Vae @, Vv e (Ua) # Supp(vect P,) < 0.

K

On note h(v) la hauteur minimale qui apparait dans Supp(vect P,). On a donc
pour tout z de vect(P,), ht(z) = h(v).

(2) On se donne a dans @, et v dans (Us ), ~ {0}. On regarde d’abord Ad(n;b;)-v.
Cet élément se décompose en somme de termes (Q-homogenes parmi lesquels figure un
terme non nul de degré w;a. (Précisément, ce terme est {(c, | t;) Adn; - v). On note
h; la hauteur minimale des degrés de supp(Ad n;b; - v). On vient de voir que w;a est
dans cet ensemble, donc ht(w;a) > h;.

(3) On applique maintenant Adu; & Ad(n;b;) - v pour obtenir Ad g; - v. Adu; est
un automorphisme unipotent de (UD)K, qui opere comme l’identité plus un endomor-
phisme nilpotent qui augmente strictement les hauteurs. Donc tout terme de hauteur
h; dans Ad(n;b;) - v est non annulé par Adw;. Il existe ainsi des termes de hauteur
h; dans Adg; - v, ot h; > h(v) et finalement ht(wja) > h(v). C’est un minorant
indépendant de j.

(4) On voit donc que pour tout a de @, il existe m dans Z tel que pour tout 5 > 0,
on ait ht(wja) > m. En faisant le méme raisonnement pour le degré opposé —a, on
obtient :

Vae®, INeN, Vj>0 |ht(wja)] <N.

Ceci limite a un ensemble fini le nombre d’images possibles par les w; de la base
{as}ses @ contradiction avec le fait que {w;};>0 est infini. O

10.2.2. Criteres de petitesse. — Nous pouvons maintenant passer a la définition
des petits sous-groupes, qui se présente sous forme de trois critéres équivalents. Le
fait remarquable est que leur caractérisation peut s’énoncer — en théorie — aussi bien
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en termes d’action sur I'immeuble que de représentation adjointe, qui sont les deux
actions que nous avons retenues pour ’étude des groupes de Kac-Moody.

Théoréme / Définition — Soit H un sous-groupe du groupe de Kac-Moody G. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est Ad-localement fini

(ii) H intersecte un nombre fini de doubles classes de Bruhat positives et négatives

(iii) H est contenu dans lintersection des fizateurs de deux facettes sphériques de
signes opposés du jumelage associé a G.

Dans le cas ou il vérifie l'une de ces conditions, on dit que H est un petit sous-
groupe de G.

Il s’agit de la notion de sous-groupe borné et antiborné de Kac et Peterson
([Kac-Pet87], p.122 et p.127). Ne cherchant pas & faire référence & la borno-
logie d’'une BN-paire, nous avons préféré la terminologie plus ramassée de petit
sous-groupe.

10.2.3. Preuve des critéres. — L’implication (i) = (ii) est un corollaire immédiat
du lemme (10.2.1).

Preuve de (ii) = (iii). On suppose que H est dans un nombre fini de doubles classes
positives (et aussi dans un nombre fini de doubles classes négatives). Par le théoréme
de point fixe de Bruhat-Tits (4.6.2), H qui stabilise les immeubles positif et négatif
du jumelage associé & G (en y opérant par des groupes bornés d’isométries), admet
un point fixe z. dans la réalisation métrique de I'immeuble de signe €. z. appartient
a une unique facette ouverte F. qui est elle aussi fixe par définition de ’action de G
sur une réalisation géométrique. On obtient donc :

H C Fix(Fy UF.),

ou les facettes sont sphériques par construction méme de la réalisation métrique d’'un
immeuble. C’est I’assertion recherchée. (Par la décomposition de Birkhoff, ces facettes
peuvent étre vues comme parties d’'un méme appartement jumelé).

Preuve de (iii) = (i). On suppose H inclus dans le fixateur d’une facette sphérique
positive F, et d’'une facette sphérique négative F_. En conjuguant H — ce qui est
inoffensif du point de vue de la notion de sous-groupe Ad-localement fini, on se ramene
au cas ou Fy = Fy, F. = —wFj pour I, J des parties de type fini de S, w un
élément du groupe de Weyl W et ot A est 'appartement jumelé standard. On note
Q= F;UJ—wkF;y. On a donc :

H C Fix(Q).

On va utiliser la décomposition de Lévi de Fix(Q) relative a A : Fix(Q2) = M(Q) x
U((Q).
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Tous les groupes radiciels qui interviennent sont indexés par des racines réelles,
donc operent par des exponentielles de ad e.. Dans le cas d’une racine c réelle, ad e,
est localement nilpotente.

U(Q) est le produit interne dans un ordre quelconque des groupes radiciels U,,
pour les racines a de A qui séparent strictement F; et wF;. Donc pour un élément v
de (UD)K :

Ad UQ) - v=]]u(adec) v
ou U est le foncteur « algebre enveloppante » et le produit est pris dans un ordre
fixé sur les racines qui séparent strictement F; et wFy. L’espace vectoriel engendré
par cette partie est donc de dimension finie dans (Up)k. Considérons maintenant le
facteur de Lévi M (). Ce groupe posséde une décomposition de Bruhat en réunion
de doubles classes BowBgq pour w parcourant un groupe de Coxeter fini W (2) et
Bgq un groupe produit semi-direct de T" et d’un groupe de la méme forme que celle
précédemment décrite pour U(2), puisque A(2);+ est un ensemble N-nilpotent de

racines. Finalement, vect(Ad Fix(f2) - v) est de dimension finie pour tout vecteur v
de (UD)K- O

Pour les preuves des implications qui concernent la représentation adjointe, on
a utilisé la description explicite de l'action des éléments du groupe G. Rappelons
que équivalence entre (ii) et (iii) est vraie pour tout groupe possédant une BN-
paire jumelée, 'implication difficile résultant du théoreme de point fixe de Bruhat-
Tits, I'autre de la décomposition de Bruhat d’un sous-groupe parabolique sphérique
(indexée par un groupe de Coxeter fini).

10.3. Sous-groupes algébriques des groupes de Kac-Moody

Nous venons de voir que la courbure négative permettait de montrer qu'un sous-
groupe d’un groupe de Kac-Moody possédant une propriété de finitude a I’égard de
son action adjointe, était inclus dans le fixateur de deux facettes sphériques de signes
opposés. C’est une premiere étape vers 'usage de théoremes classiques sur les groupes
algébriques pour prouver leurs analogues en théorie de Kac-Moody. Il reste maintenant
a munir ces sous-groupes — les fixateurs de parties équilibrées — d’une structure de
groupe algébrique. C’est I'objet de cette section. A proprement parler, ce ne sont pas
directement les sous-groupes du groupe de Kac-Moody G qui posséderont une telle
structure, mais leur image par une fleche abstraite naturellement obtenue a partir
de la représentation adjointe de G, et a valeurs dans le groupe linéaire d’une sous-
algébre de Lie de dimension finie de lalgebre de Kac-Moody (attachée & la donnée
radicielle D).

G désigne le groupe de Kac-Moody obtenu en évaluant le foncteur de Tits _C'//; sur le
corps K. A et T désignent les appartement jumelé et sous-groupes de Cartan standard
associés a la définition de G.
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Rappelons (7.4.3) que Lp est la Z-algeébre de Lie obtenue par intersection de
I’algebre de Kac-Moody gp avec la Z-forme Up de 'algebre enveloppante de gp :
Lp :=gp NUp, et qu'on a une décomposition radicielle

£D:£0@(®£a)a

a€EA
avec Ly = AV. Lk désigne la K-algebre de Lie obtenue a partir de Lp par extension
des scalaires de Z a K.

Enfin, © désigne une partie équilibrée de |7 |co, contenue dans appartement jumelé
standard A.

10.3.1. La fleche abstraite Adg. — Commencons par définir quelques sous-
algebres de Lie et sous-espaces de Lk qui vont servir d’espaces de représentation.
Modulo les changements de notations, nous avons déja associé en (5.4.4) et (5.4.5) &
une partie comme €2 les ensembles finis de racines suivants :

A™(Q) = {a € A™ | 0a D Q},
AY(Q) :={ac A" |aDQ, da p N}, et
AQQ) :={a€eA™|aDQ} =A"(Q)UA"Q).
Définition
(i) p(Vx est la K-algebre de Lie p(Q)x := (AY @z K) @ Doca (La)k.
On la voit comme K-structure de p(Q) := (AY ©z K) & Doca (Lar
(i) m(Q)x est la K-algebre de Lie m(Q)x := (AY @z K) @ Docamo)(Lak-
On la voit comme K-structure de m(Q)z := (AY ®7K) @ Bocano) (La)r-
(iii) w(Q)k est la K-algebre de Lie  uw(Q)x = D enu(n)(La)k-
On la voit comme K-structure de u(Q)g := @aeAu(Q) (La)g-

Remarques

(1) Ces trois K-algebres de Lie de dimension finie définissent des K-structures sur
les groupes linéaires associés GL(p(2)g), GL(m(Q)z) et GL(u(Q)g).

(2) 11 est naturel de penser a p(2)z comme l'algebre de Lie de Fix(f2), bien que
cet objet n’ait pas de sens en l’absence de structure algébrique sur Fix(2).

(3) Vu la définition de la représentation adjointe de G et la décomposition de Lévi
de Fix(Q), il est clair que la restriction de Ad & Fix(Q) stabilise p(Q).

On va maintenant définir un K-espace vectoriel contenant les algebres de Lie ci-
dessus, et qui va permettre de définir les structures algébriques qui nous intéressent.

Lemme / Définition — Soit W (Q)z le plus petit sous-K-espace vectoriel Q-gradué de
Ly, stable sous Uaction adjointe de Fix(Q), contenant p(Q)x et dont le Q-support
contient —A"(Q2). Alors, W(Q)x est de dimension finie, son support est formé de
degrés combinaisons linéaires entiéres de racines de A(€2) et —A"(2). On note W (Q)x
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le K-espace vectoriel somme directe de AY Q7 K et des droites Q-homogénes indexées
par les racines du support de W(Q)g ; W(Q)k est une K-structure de W (Q)g.

Démonstration. — Cas particulier : la donnée radicielle de Kac-Moody D est libre.
Dans ce cas, Q-graduation et graduation par les poids coincident, et la somme

Veet( Y Ad(Fix(©))e.) +p(Q)z

ce—A*(Q)

est Q-graduée car stable sous l'action adjointe de Fix(Q2) et donc de T. D’apres
(10.2.2), le premier espace vectoriel est de dimension finie ; par conséquent, c’est tout
Pespace considéré qui est de dimension finie et stable sous I’action adjointe de Fix((2).
C’est donc W(Q)g, somme de droites @-homogenes. Cela justifie la derniere asser-
tion, celle concernant les degrés étant une conséquence directe du comportement de
la @Q-graduation vis-a-vis de l'action adjointe.

Cas d’une donnée radicielle de Kac-Moody D quelconque. On consideére alors la don-
née radicielle D amenagee en (7.3.2) afin de rendre les racines libres. Pour tout corps
E, g (E) contient Gp(E) comme sous-groupe distingué, et g (E) = Gp(E) - T(E),
ol T(E) est le tore attaché & D. Le fait de pouvoir considérer un groupe comme
sous-groupe de 'autre provient du méme type de raisonnement que celui du début
du second lemme (8.4.1); la normalisation provient de la description de I’action des
éléments toriques par conjugaison dans les groupes (8.3.3). En outre, d’aprés sa dé-
composition Q-graduée, la Z-algebre de Lie Lz contient Lp comme idéal ; et QAY;(IE)
opere par sa représentation adjointe sur (Eﬁ)uz
quence de la description de I’action des éléments toriques par crochet dans les algebres
de Kac-Moody (7.3.1), et de la définition de I’action adjointe. Par le lemme (8.4.1),
gD (K) possede le méme jumelage que Gp(K), et on note F;<(\Q) le groupe analogue
a Fix(Q). Par décomposition de Lévi, il contient Fix(€2) comme sous-groupe distin-
gué. D’apres le cas particuher du début, H/x(ﬁ) stabilise ’analogue mK de W(Q)x
pour D. Ainsi, FiX(Q) stabilise W( )z (Lp)g qui vaut W(Q)g, et finalement Fix(£2)
stabilise également ce dernier espace. Le reste des assertions se prouve comme dans

en stabilisant (ED)E. Ceci est consé-

le cas libre. O

Remarques

(1) W(Q)k définit une K-structure sur GL(W (9)).
2) La raison pour laquelle on a défini W ()= est que la présence d’éléments de
K
Q-degrés dans —A"(Q2) permet d’injecter dans GL(W (€2)5) les sous-groupes radiciels

indexés par A*(Q2), en vertu de (9.6.1)(i).

Définition. — Adg désigne la représentation de Fix(§2) dans I'espace W (), obtenue
par restriction de but et de source a partir de Ad.
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L’objectif est désormais d’étudier la fleche abstraite Adq, ¢’est-a-dire de déterminer
son image et son noyau. On va montrer que 'image par Adg de Fix(Q2) est un K-sous-
groupe fermé connexe de GL(W (2)g), et que le noyau est un K-sous-groupe du tore 7.
On ne cherche donc pas & munir Fix(Q) lui-méme d’une structure algébrique, mais
son image par une application qui quotiente peu d’un certain point de vue, c’est-a-dire
par un sous-groupe de type multiplicatif. Cette restriction est inoffensive puisqu’on
va se servir de Adg pour prouver des résultats de conjugaison des tores et d’existence
de tores rationnels. Le fait que le noyau est dans T est en revanche essentiel. Nous
allons procéder de la fagon suivante.

(1) Etude des sous-groupes unipotents de GL(W (€)z) qui vont intervenir.

(2) Etude de 'adhérence de Zariski Adg (M(2)) de Adg (M () dans GL(W (Q)g).

(3) Ado(M(R)) est un groupe réductif, qui coincide donc avec Adg(M(9)),
d’apres le dévissage classique des groupes réductifs. Ceci implique en fait que
Adqo (M (Q)) est fermé dans GL(W (Q)g).

Introduisons donc la notation provisoire :
Définition. — G(Q) := Adq (M(Q)) C GL(W(Q)g).

Nous allons commencer & faire des raisonnements de groupes algébriques. C’est le
moment de rappeler quelques conventions dans ce domaine.

Convention — Si H est un groupe algébrique sur le corps K ([Bor90], (AG.12.1)
p.23 et (1.1) p.46), pour toute extension E/K, on note H(E) le groupe des points
E-rationnels de H, sauf pour K, ot ’'on pourra omettre les parenthéses.

Les références pour les groupes algébriques sont [Bor90|, [Hum?75] et [Spr80].
Seul [Bor90] traite des questions de rationalité. Seul [Spr80] prouve le théoréme
d’existence des groupes réductifs (théoreme (12.1) p.274) dont on s’est inspiré pour
mettre en évidence les structures algébriques qui nous intéressent.

10.3.2. Sous-groupes unipotents. — Dans un premier temps, nous allons nous
intéresser & des groupes unipotents. On sait (6.4.1) que Fix({2) posséde une décompo-
sition de Lévi relativement a ’appartement jumelé A, ou au tore T qui le fixe point
par point :
Fix(Q) = M(Q) x U(Q).

U(£2) est unipotent dans le sens ol ses éléments opeérent de fagon unipotente via la
représentation Ad. M () est un groupe possédant une donnée radicielle jumelée. Nous
avons encore la liberté de choisir une chambre standard, dans 'appartement jumelé
A. On choisit la chambre standard C' comme Dy en (5.4.5). De la sorte, on a U(Q2) C
Uy, et on partage les racines de A™(2) en A™(Q); = A™(Q)c et A™(Q)_ =
—A™(2)¢. On veut montrer que les sous-groupes abstraits de GL(W (£2)5) engendrés
par Adq(U(Q)) et Adq((U, | a € A™(Q)4)) sont fermés dans GL(W (€)g). On note
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V()4 le sous-groupe de Fix(€2) engendré par les sous-groupes radiciels U, pour a
dans A™ ().

V) :=Us|ae A™(Q)y) et V(Q)_ :=(Us|acA™(Q)_).
De maniére générale, pour ¢ une partie N-close de A™ (), ou A™()_, on note
V(I ¢) = (Ua | a € 9).

Proposition — Soit 1 une partie N-close de A™(Q) 4 ou A™(Q)_, pour Q une partie
équilibrée. Alors :

(i) La restriction Adg : V(,4) — GL(W(Q)x) est injective.

(i) Ada(V(Q,v)) est un K-sous-groupe algébrique de GL(W (Q)g), K-isomorphe
comme variété algébrique a l'espace affine de dimension #1.

(iii) L’algébre de Lie de AdQ(V(Q, 1/1)) est isomorphe a ®aew Ke, ; précisément :

Lie Ado (V(2,¢)) = @ K adeq|w (o),
acy
Toutes les propriétés ci-dessus sont vraies en remplacant v par une partie N-close
de A"(Q), et V(2,9) par le sous-groupe de U(Y) correspondant.

Démonstration. — On raisonne sur V(§,4) ; les arguments pour le cas de U(2) sont
identiques.

Par (9.6.1)(i), pour chaque racine a € ¥, Adq(U,) est un sous-groupe unipotent
& un parametre fermé non trivial dans GL(W (Q)g). 1l est défini sur K, car la repré-
sentation adjointe n’implique que des relations entieres. En appliquant le lemme de
Tits (8.3.1) & ces sous-groupes, on voit que le sous-groupe abstrait qu’ils engendrent
et qui est aussi AdQ(V(Q, 1/1)), est le produit interne dans tout ordre préassigné de
ces sous-groupes. Ce produit, au titre d’image de morphisme, est constructible, et
donc fermé par [Bor90], proposition (1.3)(c) p.47. Il est défini sur K par [Bor90],
proposition (2.2) p.57. En outre, application produit

[1 Ada(Ua) — Ada(V(2,4))
acy

est non seulement une bijection, mais aussi un isomorphisme de variétés algébriques.
En effet, si a est une racine indécomposable, on lit dans le produit la coordonnée
suivant a d’'un élément de Adg (V(Q, 1/1)) comme coefficient matriciel repéré en ligne
par e, et en colonne par un élément de A ®z K. Si a est décomposable, il faut retirer
a ce coefficient des expressions polynomiales en les coordonnées correspondant aux
décompositions de a. L’inverse de 'application produit est donc polynomial, et on a
prouvé le point (ii).

Le point (iii), qui est un calcul d’algebre de Lie, provient d’un simple usage des
nombres duaux de Cartier.
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Le point (i) provient de 'application du lemme de Tits pour le méme ordre & 4, (K)
et Adg (V(Q, 1/1)) pour obtenir le diagramme commutatif :

Haew HG(K) = HaEd} Ua l) HaGdJ AdQ(Ua)
1§ 1§

ou les fleches verticales sont les applications produit. O

Remarque — Dans cette démonstration, on prouve que ik (K) est un sous-groupe de
Gp(K) (et pas seulement de St4(K)), isomorphe comme K-groupe algébrique & son
image par Adg.

10.3.3. Adhérence de I’image du facteur de Lévi. — Nous allons maintenant
étudier le sous-groupe fermé de GL(W (Q)g) engendré par Adg (M (R2)), qu’on a noté
G(Q). L’étude de G(€2) est un moyen détourné de montrer que Adg (M (2)) est fermé
dans GL(W(2)g). Nous allons en effet montrer que G(£2) est réductif. Puisque ce
faisant, on aura calculé entre temps son algebre de Lie, on pourra l'identifier avec
l'image abstraite du facteur de Lévi de Fix(Q2) relativement a A. Rappelons que S est

le tore Adqo(T). La combinatoire de M (2) donne déja une majoration de la dimension
de G(92).

Lemme — G(Q) est un K-sous-groupe algébrique connexe de GL(W (Q)g) de dimen-
sion dimg S + #A™(Q). Son algébre de Lie est donc
LieG(Q)=LieS® @ K ade,.
acA™(Q)
Démonstration. — S est un groupe de matrices diagonales sur K, c’est un tore K-
déployé de GL(W (Q)g). V(2) 1 et V(Q)_ sont définis sur K par le lemme qui précede.
G(Q), engendré par ces trois sous-groupes, est donc défini sur K ([Bor90], proposition
(2.2) p.57).
Abstraitement, on dispose de la décomposition en doubles classes de Bruhat de
M () relative a la chambre standard C' de (10.3.2) :
M@Q)= | V(Q)4n,TV(Q)+,
weW ()
car M(£2) est un groupe & donnée radicielle jumelée. En prenant son image par Adg,
cette décomposition permet d’écrire Adg (M (€2)) comme réunion finie d’orbites sous
Paction (bilatére) du groupe algébrique SV (), x SV(Q)y sur GL(W(Q)z). A ce
titre, I'image d’une double classe est connexe et localement fermée, donc ouverte dans
son adhérence.
Par ailleurs, V(Q)+ Nn,V(2)_n,! est naturellement produit pour un ordre quel-

conque des sous-groupes radiciels qu’il contient. D’apres la proposition (10.3.2) pour
Y = A™(Q); N —wA™(Q) 4, on voit que Adg (V ()4 N1,V (Q)-ng') est un groupe
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algébrique de dimension #(A™(Q)y N —wA™(Q)4) = £(w). On obtient donc pour
chaque w de W(2) un morphisme dominant d’image ouverte :

Adg (V(Q)+ N nwvmpn;l) x S x Adg V() — Adg (V(Q)+anV(Q)+)
(v,t,0") — vng,ty’,

qui fournit une majoration de la dimension de I’adhérence de Zariski

Adg, (V(Q)+anV(Q)+) :

a savoir £(w) + dimg S + #A™ (). Comme

GO = U Ado(V(nTV(Q)y),
weW ()

on en déduit
dimp G(Q) < dimg S + 2#A™(Q)4 = dimg S + #A™(Q).

Or, on ne manipule que des sous-groupes d’'un groupe linéaire sur un corps
algébriquement clos, donc lisses, ce qui implique ’égalité entre dimensions des
groupes et des algebres de Lie correspondantes. Puisque Lie G(Q2) contient déja
LieS @ @aeAm(Q)K adeq, on en déduit que la majoration de dimgpG(Q2) précé-
demment obtenue est une égalité. D’ou également la décomposition de 1'algebre de
Lie.

Enfin, une seule des orbites ci-dessus est de dimension dimg S + #A™ (), donc
cette orbite est ouverte, et comme elle est connexe, G(Q) est connexe. O

Il reste & montrer que G(2) est réductif, alors que nous connaissons déja son algebre
de Lie.

10.3.4. Trivialité du radical unipotent. — On peut déja exploiter la décom-
position de Lie G(€2) en remarquant que c’est une décomposition en espaces poids
relativement & S. Il est clair que S est un tore maximal (sinon ’espace de poids 0
serait de dimension supérieure & dimg S). Un résultat préliminaire fondamental & tout
dévissage de groupe réductif, est que le radical unipotent d’'un groupe algébrique est
égal au radical unipotent de la composante neutre de l'intersection des sous-groupes
de Borel qui contiennent un tore maximal fixé ([Hum?75], théoréme (26.1) p.158).
C’est par cette facon de le calculer que nous allons montrer la trivialité du radical
unipotent R, (G(€)).

Définition. — I(S) désigne la composante neutre de I'intersection des sous-groupes de
Borel qui contiennent S. I(S) := (ﬂBeBS B ) , ou ° désigne la composante neutre,

et B I’ensemble des sous-groupes de Borel de G(f2) contenant S.
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Naturellement, I(S) est stable sous les conjugaisons par les éléments de S, par
conséquent Lie I(.S) est stable sous Paction infinitésimale de S correspondante. Par
compléte réductibilité pour les tores, Lie I(S) admet un supplémentaire S-stable,
qu’on peut & nouveau décomposer en sous-espaces poids de S, d’ou :

Lemme — Lie G(Q) posséde une décomposition S-stable

LieG(Q) = Lie I(S)® @ K ade,
ceY

pour ¢ une partie de A™(£2). O
Il nous reste & montrer maintenant le résultat suivant :

Proposition — Lie S = Lie I(S), donc R, (G(Q)) = {1}, c’est-a-dire G(Q) est réduc-

tif, de tore maximal S.

Démonstration. — 11 est clair qu’'on a LieS C LieI(S) puisqu’on a l'inclusion au
niveau des groupes.

(1) Tores singuliers

Pour ¢ dans A™(Q)4, on définit S, := (Kerc)°, tore singulier de codimension
1 dans S. Dans G(2), son centralisateur Z. := Zgq)(Sc) est connexe au titre de
centralisateur de tore ([Hum75], théoreme (22.3) p. 140). Il contient les sous-groupes
S, Adq(U.) et Adq(U-.), donc le sous-groupe qu’ils engendrent, qui est connexe et
surtout non résoluble (d’apres les relations entre U, et U_., c’est un groupe de rang
semi-simple égal a 1). Ainsi, Z, N I(S) est strictement inclus dans Z. car I(S) est
résoluble.

(2) Algébres de Lie de centralisateurs de tores

Pour des raisons de dimension, cette inclusion stricte implique

Lie(Z. N I(S)) ¢ Lie Z,.

Or, il est classique que l'algebre de Lie du centralisateur d'un tore dans un sous-
groupe algébrique H de G(2) coincide avec les points fixes dans 1’algebre de Lie de H
pour l'action infinitésimale du tore ([HumT75], proposition (18.4) p.119 ou [Bor90],
corollaire (9.2) p.130). Pour H = G(2), cela donne :

Lie Z, = (Lie G(Q))SC =LicS®K ade. K ade_e,

ce qui fait voir grace a la connexité de Z. que Z. est précisément le sous-groupe
engendré par S et Adq(Us.). De méme, pour H = I(S), on obtient :

. . . Se
Lie Z(5)(Se) = Lle(I(S) N ZG(Q)(SC)) = (Lle I(S)) .
D’apres l'inclusion stricte des algebres de Lie, on a donc :

(LieI(S))SC %LieS @K ade. K ade_..
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(3) Sous-algébres radicielles

On sait que Lie S est inclus dans Lie I(.S). Puisque les espaces poids pour les racines
sont de dimension 1, on a nécessairement pour un signe e l'inclusion K ade. C
@dew K ad eg. En fait, en appliquant la réflexion associée & ¢, on voit qu’on a {£c} C
. Puisque ceci est vrai pour toute racine, on a A™(Q) = 1.

(4) Conclusion

On a @.cama) K ade, = ®cewK ade. et Lie S C LieI(S), alors qu'on a deux
décompositions :

LieG(Q)=LieS® @ K ade.=Liel(S)d @ K ade..
ceEA™(Q) cey

Ceci implique 'égalité : Lie S = Lie I(S), d’ou la trivialité du radical unipotent de
G(Q). O

Corollaire. — Adgq(M(RQ)) est fermé dans GL(W (Q)g). C’est un K-sous-groupe ré-
ductif et déployé sur K.

Démonstration. — On sait que G(Q2) est un groupe K-réductif de tore maximal dé-
ployé S et d’algebre de Lie Lie G(2) = Lie S & @CeAm(Q)K ade.. Donc, il est en-
gendré par S et les sous-groupes radiciels associés aux racines ¢ par rapport a S
qui sont précisément celles de A™(€2). On peut méme en donner une décomposition
de Bruhat qui coincide avec l'image par Adg de celle (abstraite) de M (). D’ou :
G(Q) = Ado(M(Q)). O

10.3.5. Décomposition de Lévi de I’image de Adg. — Nous nous intéressons
maintenant & 'image du groupe Fix(€)) tout entier. D’aprés la décomposition de Lévi
de Fix(2), Adq(Fix(Q2)) est engendré par Adg(M(2)) et Ado(U(Q)), le premier
groupe normalisant le second.

On regarde Adq(M(Q)) N Ada(U()). Clest un sous-groupe unipotent de
Adg (M(Q)) A ce titre, il est dans le radical unipotent d’un sous-groupe de Bo-
rel de ce groupe, et il est en outre stable sous Adq T, puisque Adg (U(Q)) est
stabilisé par Adg (M(Q)) D’apres [Hum75|, proposition (28.1) p.170, et puisque
Lie Adq (M(Q)) N Lie Adg (U(Q)) est triviale, on a Adq (M(Q)) NAdg (U(Q)) ={1}.
En résumé :
et chacun des deux facteurs du produit semi-direct est un sous-groupe fermé de
GL(W (Q)g). Cette décomposition ensembliste est un isomorphisme de groupes algé-
briques puisqu’on a la décomposition analogue pour les algebres de Lie (¢f. [Spr80],
corollaire (3.4.3) p.119-120). On vient donc de prouver :

Proposition — L’mage de la fleche Adq est un K-sous-groupe algébrique connexe de
GL(W(Q)g), qui posséde une décomposition de Lévi, au sens des groupes algébriques.

O
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10.3.6. Noyau torique de la fleche Adg et centre de Fix(€?). — Le résultat
qui suit va étre essentiel pour la conjugaison des sous-groupes de Cartan d’un groupe
de Kac-Moody.

Proposition — Le noyau de Adq est un sous-groupe de T', c’est le centre de Fix(€2).
Ker(Adg) = Z(Fix(Q)) = () Ker(c) (c T).
ceEA(Q)
Pour la structure de tore K-déployé de T fournie par K[A], Ker(Adq) est un K-sous-
groupe diagonalisable déployé.

Démonstration. — La derniere assertion est une conséquence immédiate des points
précédents en vertu de [Bor90], proposition (8.2) p.111-112.

(1) Noyau de Adq restreinte a M(2)

D’apres la construction de la structure algébrique sur Adg (M (Q)), on sait que
Sx Adg (V(Q)+) est un sous-groupe de Borel. On obtient donc une structure de BN-
paire sur le groupe réductif Adg (M (R)), qui fait de Adg |ar(e) un homomorphisme
de groupes, qui envoie le sous-groupe de Borel de la premiere BN-paire sur celui de
la seconde, et le sous-groupe N de la premiere dans le normalisateur de .S, c’est-a-dire
dans le sous-groupe N de la seconde BN-paire. Vu I'action des éléments non triviaux
modulo 7" de N sur les sous-groupes radiciels, un élément non trivial du groupe de
Weyl de M (Q2) s’envoie sur un élément non trivial du groupe de Weyl de Adgq (M (£2)).
Le noyau de Adg est donc nécessairement dans B qui est la seule double classe & étre
envoyée dans la double classe d’arrivée contenant le neutre. D’ott Ker(Adg) C B, et
en conjuguant par un élément de N qui reléve le plus grand élément de W (), on
obtient Ker(Adg) C T.

(2) Détermination du noyau sans restriction de but ou de source sur Adg

Soit g dans Ker(Adg). D’apres la décomposition de Lévi de Fix(£2), on peut écrire
g = m-u avec m dans M(Q) et u dans U(Q). Alors Adg(m™1) = Adg(u). Vu
la compatibilité du crochet dans (Up)g avec la graduation par le réseau des poids,
u(Q)x est clairement un idéal de p(Q)x. En effet, A*(Q) est un idéal de A(§2) au
sens des parties de racines, c’est-a-dire : si a dans A%(Q2) et b dans A(Q) vérifient
a+be AQ), alors a + b est en fait dans A%(£2). Revenons & Adg(m™1) et Adg(u).
On a pour tout v de m(Q)y,

(Adom™ —1)-v = (Adq(u) —I) - v.

Mais d’apres la définition de Adgq & partir d’exponentielles de la représentation ad-
jointe et la remarque qui précede, le premier membre de 1’égalité est dans m(Q)g,
alors que le second est dans u(Q)g, deux sous-espaces supplémentaires de p(Q)g. Par
conséquent, Adgm ™! fixe point par point m(2)z.

Toute la construction de la structure algébrique de Adg (M (Q)) en considérant le
groupe linéaire de W ()5 peut étre reprise en remplagant W () par m(2)g (il suffit
de remplacer Q par QU—). En particulier, on peut encore appliquer le raisonnement
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de (1), qui montre que le noyau de Adg restreinte & M (2) & la source et & GL(m(Q)g)
au but, est dans 7. Donc m~! et m sont dans T.

On obtient alors une égalité entre un élément diagonal et un élément unipotent
dans GL(W (Q)g) : Adgm™! = Ado(u), qui implique la trivialité de chacun des deux
membres. En particulier, Adg(u) = 1, alors que la proposition (10.3.2) montre que
Adq |v(q), est injective. Finalement, u =1 et g = m € T. Dés lors, il est clair que g
est dans (.cp (o) Ker(c). On a en fait I'égalité

Ker(Adg) = [\ Ker(e),
cEA(Q)
d’apres la description des Q-degrés apparaissant dans le support de W () (10.3.1).

(3) Détermination du centre

On va faire le méme type de raisonnement au niveau des groupes plutét que des
algebres de Lie pour déterminer le centre de Fix(2). Soit g dans ce centre, qu’on peut
a nouveau écrire par décomposition de Lévi, ¢ = mu. Alors, pour tout élément m’ de
M(Q2), on a:

1 1

1 1

gm'g™t = mum/v'm™t = m/, et donc um/utm'™t = m T hm/mm/ L.

Or, um/u=1m’~! est dans U(Q) puisque U () est distingué dans Fix(Q). Par tri-
vialité de l'intersection U (Q) N M (Q), on en déduit que m~rm/mm’~! = 1. Ceci étant
vrai pour tout m’ de M (), on obtient m € Z(M(Q)), et donc m est dans le centrali-
sateur de T'. Ceci implique que u centralise également T'. Or, d’apres ’écriture unique
en produit d’éléments de sous-groupes radiciels dans U (), il suffit que u soit différent
de 1, pour pouvoir trouver ¢t dans T tel que tut~! soit différent de u. Cette remarque
impose u = 1. On a donc g = m € T', ce qui implique Z(FiX(Q)) C T, d’ou s’ensuit
immédiatement la description en termes d’intersection de noyaux de caracteres. [l

Remarque — Les trois sous-groupes Adg (Fix(Q2)), Adq(M(Q)) et Adg(U(£2)) sont
tous définis sur K. En outre, ils sont tous unirationnels sur K ([Bor90], (AG.13.7)
p.29). Adg (U(Q)) I’est trivialement, car K-isomorphe a un espace affine. Adg (M(Q))
Pest car ¢’est un K-groupe réductif déployé (la grosse cellule est dense dedans). Enfin,
Adg (le(Q)) est le produit comme variété des deux groupes précédents. Ceci implique

que le groupe des points K-rationnels de chacun de ces groupes est dense des que le
corps K est infini ([Bor90], (AG.13.7) p.29).

10.4. Sous-groupes de Cartan et appartements jumelés

On va proposer ici une définition intrinseque des sous-groupes de Cartan. « Intrin-
seque » est a entendre dans le sens ou il s’agit d’une caractérisation vis-a-vis de la
représentation adjointe. Le résultat principal est un théoréme de conjugaison (10.4.2)
qui assure la coincidence de cette définition avec la précédente (8.3.4). On prouvera
ensuite des résultats dictionnaires entre sous-classes de sous-groupes de Cartan et
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d’appartements jumelés de |7 (K)|co, avant d’en tirer une conséquence géométrique
sur les enveloppes convexes.

On raisonne dans toute cette section sur un corps K infini. Ceci implique en parti-
culier que K est assez gros pour D (8.4.1). Cette hypothése sera réguliérement répétée.

10.4.1. Sous-groupes de Cartan — définition intrinséque

Définition. — Un sous-groupe de Cartan K-déployé du groupe de Kac-Moody G(K)
est un sous-groupe Ad-diagonalisable, maximal pour cette propriété. Si K est algébri-
quement clos, on omet le qualificatif « K-déployé ».

Le lemme suivant montre que T'(K) et tous ses conjugués sont des sous-groupes de
Cartan K-déployés de G(K) pour cette définition.

Lemme — Soit H(K) C G(K) un sous-groupe Ad-diagonalisable contenant T (K).
Alors H(K) = T(K).

Démonstration. — Déja, H(K) est dans le centralisateur dans G(K) de T(K). Il est
en particulier dans le normalisateur N¢x)(T'(K)) qui vaut N (K) puisque K — infini
— est assez gros pour D (8.4.1). Il stabilise donc les appartements standard positif et
négatif A, et A_, et leurs réalisations métriques modelées sur |W |met.

En outre, c’est un petit sous-groupe par Ad-diagonalisabilité (10.2.2), contenu dans
un nombre fini de doubles classes positives ou négatives. Ses orbites dans les réali-
sations métriques des immeubles et des appartements standard du jumelage sont
bornées. Par le théoréme de point fixe de Bruhat-Tits pour |W|met, H(K) fixe une
facette sphérique F' positive de Ay, et son opposée —F dans A_ par respect de la
codistance. Ainsi, H(K) est dans le centralisateur dans M (F)(K) de T(K). Comme
M(F)(K) est abstraitement isomorphe & un groupe réductif déployé sur K de tore
maximal T(K), on a H(K) = T'(K). O

10.4.2. Conjugaison des sous-groupes de Cartan. — La preuve du théoreme
suivant est exemplaire de la démarche qui sera suivie au cours de la premiere étape
d’étude des formes des groupes de Kac-Moody (usage de la courbure négative dans
un premier temps, puis de la théorie des groupes algébriques).

Théoreme — On suppose que le corps K est infini.
Les sous-groupes de Cartan K-déployés du groupe de Kac-Moody G(K) définis par
la représentation adjointe sont tous conjugués au tore standard T (K).

Démonstration. — Partons de H(K) un sous-groupe de Cartan K-déployé. H(K) est
en particulier abélien. Puisqu’il est Ad-diagonalisable, il est petit d’apres le critere
impliquant la représentation adjointe de G(K) (10.2.2). Par conséquent, H(K) est
inclus dans le fixateur de deux facettes sphériques de signes opposés F et F_. On
sait d’apres la décomposition de Birkhoff, que ces facettes sont contenues dans un
méme appartement. Autrement dit, il existe g dans G(K) (défini modulo N(K)) tel
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que Fy UF_ C g tA. Posons Q := g(F, UF_). Q est la réunion de deux facettes
sphériques de signes opposés de I'appartement standard A. D’apres ce qui précede,
gH(K)g~! est un sous-groupe Ad-diagonalisable sur K de Fix(Q2)(K). Par consé-
quent, Adq(gHg 1)(K) est un sous-groupe abélien de matrices diagonalisables de
Adg (Fix(2)) (K). Son adhérence de Zariski dans Adg (Fix(€2)) (K) est donc un sous-
groupe diagonalisable sur K. On peut donc écrire Adq(gHg~1)(K) comme produit

(Ada(gHg=1))(K)® x F,

avec F' groupe fini abélien. Par conjugaison des tores maximaux K-déployés ([Bor90],
théoreme (20.9) p.228 et note bibliographique), il existe ¢’ dans Fix(Q2)(K) tel que
Adq(g’) conjugue (Adq(gHg~1))(K)° dans Ado(T)(K). En passant aux images ré-
ciproques, sachant que le noyau de Adg est contenu dans T'(K) et est le centre de
Fix(92)(K), on obtient

g'9H(K)(g'g)"" C T(K) x F,

pour un sous-groupe F’ fini abélien qui commute & T'(K). On conclut alors par le
méme raisonnement que pour la preuve du lemme précédent (10.4.1) : nécessairement

g gH(K)(g'g)"! = T(K). O

Ce théoreme a 'intérét de pouvoir établir une bonne correspondance entre le sys-
téme d’appartements jumelés de |7 (K)|co et une famille de sous-groupes du groupe de
Kac-Moody qui possédent une définition intrinséque (contrairement aux appartements
définis comme transformés de 'appartement standard A).

10.4.3. Dictionnaire entre sous-groupes de Cartan et appartements

Il s’agit d'un simple corollaire du théoréme précédent. On écrit ce résultat en toutes
lettres pour souligner un premier lien entre les deux espaces sur lesquels on fait opérer
G pour le dévisser, la K-algebre (Up) . et I'immeuble jumelé 7 (K) (et ses réalisations).

Corollaire. — On suppose que le corps K est infini.

Les appartements jumelés de la réalisation conique du jumelage d’un groupe de Kac-
Moody G(K) sont en bijection naturelle avec les sous-groupes de Cartan K-déployés
du groupe G(K). Pour attacher un appartement jumelé & un sous-groupe de Cartan K-
déployé, on considére le lieu des points fizes sous ce sous-groupe dans |J (K)|co. Pour
attacher un sous-groupe de Cartan K-déployé a un appartement jumelé, on considére
le fizateur dans G(K) de cet appartement.

Démonstration. — C’est une simple combinaison des faits suivants :
Fix(gA) = gT(K)g ™" (3.54) et (| (K)eo)?" 9" = gA (10.1.3),

et de la description des sous-groupes de Cartan K-déployés comme les conjugués
gT(K)g~! pour g parcourant G(K) (10.4.2). O
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10.4.4. Autres interprétations immobiliéres : dictionnaires restreints

Nous disposons donc d’un dictionnaire global entre appartements jumelés de
| T (K)|co et sous-groupes de Cartan K-déployés (définis intrinsequement). Nous avons
par ailleurs étudié dans le cadre plus abstrait et général des données radicielles
jumelées, deux familles de sous-groupes particuliers, les sous-groupes paraboliques
et les fixateurs de parties équilibrées. Dans le cas Kac-Moody, on peut restreindre le
dictionnaire convenablement a ces deux classes de sous-groupes.

Proposition — On suppose que le corps K est infini.

(i) Soit F' une facette de |J(K)|co. Alors, les sous-groupes de Cartan K-déployés
de G(K) inclus dans P(F)(K) sont en bijection avec les appartements jumelés qui
contiennent F (par le dictionnaire naturel précédent).

(i) Soit Q une partie équilibrée de |J(K)|co. Alors, les sous-groupes de Cartan
K-déployés de G(K) inclus dans Fix(Q)(K) sont conjugués par Fix(Q)(K), ce sont
les tmages réciproques par Adq des tores mazimaux K-déployés du groupe algébrique
Adq (Fix(Q)) (K). Ils sont en bijection avec les appartements jumelés de | T (K)|co
contenant (2.

(iii) Fix(Q)(K) opére transitivement sur les appartements qui contiennent Q, et
U(Q)(K) opeére simplement transitivement sur les extensions vectorielles de .

Démonstration
Preuve de (i). Donnons-nous g dans G(K) tel que ¢7'(K)g—! C P(F)(K). Alors, en
passant aux points fixes, on obtient :

gA = (|T1e0)? @ 5 (|7 (K)|eo) " E) = F.

Réciproquement, si F' est une facette de 'appartement jumelé gA, alors son fixateur
contient celui de gA. Soit : P(F)(K) = Fix(F)(K) D Fix(gA) = ¢T(K)g~'. Ceci
montre que le dictionnaire global entre appartements jumelés et sous-groupes de Car-
tan K-déployés de G(K) échange les sous-groupes de Cartan K-déployés inclus dans
P(F)(K) et les appartements jumelés qui contiennent la facette F'.

Preuve de (iii). Soit A’ un appartement jumelé contenant €. Il existe g dans G(K)
tel que A’ = gA. D’oli, en passant au fixateur ¢7'(K)g~! C Fix(Q2). Par le méme
raisonnement que pour la conjugaison des sous-groupes de Cartan K-déployés, on voit
que Adq (9T (K)g~!) est un sous-groupe de Cartan K-déployé — au sens des groupes
algébriques — de Adg (Fix(Q))(K). Il existe donc un élément h = Adq(h) pour h
dans Fix(Q)(K) qui le conjugue sur Adg(7T")(K). Par image réciproque par Adg, on
obtient hgT (K)(hg)~! = T, soit gT'(K)g~* = h='T(K)h. En passant aux points fixes,
on obtient A’ = Ah'A avec h' = h™! € Fix(Q). D’ou la transitivité de I’action de
Fix(2)(K) sur les appartements jumelés contenant 2.

Que Paction de U(92)(K) est simplement transitive sur les extensions vectorielles
tracées dans les appartements jumelés qui contiennent {2 provient de ce que, pour
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un tel appartement jumelé A’, le facteur de Lévi M(Q)(K) = Fix(vecta (Q))(K)
s’intersecte trivialement avec U (2)(K).

Preuve de (ii). C’est le méme argument de G(K)-équivariance du dictionnaire qu’en
(i), qui permet de déduire (ii) de (iii). O

10.4.5. Enveloppes convexes de parties équilibrées. — On isole dans une
sous-section ce résultat qui est une conséquence immédiate de ce qui précede.

Corollaire. — Soient K un corps infini et Q une partie équilibrée de | T (K)|co-

(i) La prise d’enveloppe convexe de Q2 dans n’importe quel appartement jumelé de
| T (K)|co fournit le méme résultat, qu’on notera conv(€).

(il) U(Q)(K) ne dépend que de lenveloppe convexe de Q et pas de l'appartement
jumelé contenant €.

Démonstration. — (i) vient de ce que Fix(Q)(K) est transitif sur les appartements
contenant €2 tout en fixant ’enveloppe convexe de cette partie dans tout appartement
jumelé. La seconde assertion de (ii) et donc (ii) tout entier en découlent. O

Définition. — On écrira indifféremment U(Q)(K) ou U (conv(Q2))(K). On appellera
conv(2) Penveloppe conveze de Q, sans référence & un appartement jumelé.
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CHAPITRE 11

K-FORMES DES FONCTEURS DE TITS

Dans tout ce qui suit, nous nous donnons d’une part un corps K, pour lequel on
choisit une cloture algébrique K. K, désigne la fermeture séparable de K dans cette
cloture algébrique. D’autre part, D désigne une donnée radicielle de Kac-Moody, a
partir de laquelle on définit le foncteur gp Pour tout corps intermédiaire E entre K
et K, on note gD/E la restriction de gD aux [E-algébres. On note I' = Gal(K/K)
Gal(Ks/K) le groupe de Galois de I'extension algébrique K/K. Le probléme qui nous
intéresse s’énonce de la fagon suivante.

Probléme — Pour l’estension de corps K/K (avec K algébriquement clos), et une
donnée radicielle de Kac-Moody D, trouver des conditions d’étude raisonmables des
K-formes du groupe de Kac-Moody @(K), c’est-a-dire des foncteurs K—alg — Gr
qui coincident avec é\{) sur la catégorie des K-algebres (ou plus simplement sur K).

Une restriction tres classique consiste a ne considérer que les formes pour lesquelles
on dispose d’une bonne théorie galoisienne, de fagon a raisonner en termes d’action
d’un groupe de Galois. En pratique, on se limitera aux foncteurs définis sur la ca-
tégorie K-ext des extensions algébriques, voire sur la catégorie K-sép des extensions
algébriques séparables du corps K. En outre, des séries de conditions d’étude sup-
plémentaires apparaitront au fur et & mesure, en portant justement sur 'action du
groupe de Galois. Signalons tout de suite que certaines d’entre elles seront superflues
dans des cas favorables comme celui d’'une donnée radicielle de Kac-Moody a base
libre par exemple.

On sait quelles conditions requérir dans la théorie relative classique des groupes
réductifs algébriques. Une condition supplémentaire, propre a la situation Kac-Moody
et qui nous fait parler exclusivement de formes presque déployées de ces groupes, en
assurera par exemple l'isotropie. Ces formes ont été introduites et étudiées dans la
série d’articles de G. Rousseau [Rou89], [Rou90] et [Rou94].
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11.1. Généralités sur les formes des groupes de Kac-Moody. K-formes fonc-
torielles et préalgébriques

On va tout d’abord énoncer dans cette section des critéres galoisiens de rationalité,
qui vont justifier une partie des approches choisies. Cela concerne tout ce qui releve
de structures algébriques. On va aussi formuler le probleme pour les foncteurs, ce qui
permettra de définir les K-formes préalgébriques.

11.1.1. Groupes et actions de Galois. K-formes d’une K-algebre associa-
tive. — Rappelons quelques faits & propos du groupe de Galois I' = Gal(K/K) =
Gal(K;/K). Tout d’abord, ce groupe est un groupe topologique pour sa topologie de
Krull ¢’est-a-dire provenant de la limite projective des groupes de Galois (finis) corres-
pondant aux sous-extensions galoisiennes finies E/K, incluses dans K. Concrétement,
cela signifie qu’une action continue de I' sur un ensemble discret M est caractérisée
par le fait que tout point de M a un fixateur d’indice fini dans I
M= U MY
[:U]<oo

(U désigne un sous-groupe distingué ouvert de I'). Revenons aux K-formes elles-
mémes, pour le probleme le plus simple qu'on puisse imaginer, celui des espaces
vectoriels. Ce cas est déja instructif et exemplaire a bien des égards.

Définition

(i) Une K-forme d’un K-espace vectoriel V est un sous-K-espace vectoriel Vi tel
que le morphisme naturel Vg @x K — V est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

(ii) Les points de Vi sont appelés les points rationnels sur K de V' pour la K-forme
Vk.

(iii) Le morphisme ¢ : V' — W de K-espaces vectoriels possédant les K-formes
respectives Vi et Wk, est dit défini sur K si ¢(Vik) est inclus dans Wk.

Le point de vue qu’a terme nous adopterons est celui des actions de Galois. Si
V est un K-espaee vectoriel muni d’une K-forme Vi, I'isomorphisme naturel Vg ®x
K = V permet de faire opérer I' semi-linéairement et continiiment sur V, ou sur
Wk, = Vk ®k K. Tout élément o de T' agit par o(v ® k) = v ® (k) (pour v dans
V) ainsi, Vi s’identifie & 1’ensemble V]Igs des points Galois-fixes. On peut alors se
demander dans quelle mesure une action de Galois (sous-entendue semi-linéaire et
continue) permet de travailler avec une K-forme. La réponse est dans les résultats
classiques suivants.

Proposition

(i) Si un K-espace vectoriel V posséde une Ky-forme Ve, sur laquelle T opére semi-
linéairement et continument, alors l’ensemble des points fizes sous-Galois Vk := Vﬂgs
est une K-forme de V.
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(ii) Si W est un sous-K-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel V' possédant une
K-forme Vi, alors W := W N Vi est une K-forme de W si et seulement si Wk, =
W N Wk, est une Kg-forme de W et si Wk, est stable sous l'action de I' sur W.

(iii) Un morphisme ¢ : V. — W entre K-espaces vectoriels possédant respectivement
Vk et Wk pour K-formes, est défini sur K si et seulement s’il est I'-équivariant et défini
sur K.

Référence. — [Bor90], (AG.11.1) et (AG.11.2) p.21-22. O
Finissons par la définition d’une K-forme dans le cas d’une K-algebre associative.

Définition. — Soit A une K-algebre associative. Une K-forme de A est une K-algebre
associative Ak telle que le morphisme naturel d’extension des scalaires Ax ®x K — A
est un isomorphisme de K-algebres.

On peut requérir des conditions supplémentaires (respect d’une filtration...) qui
entraine dans le cas de 'existence d’une forme des propriétés supplémentaires pour
I’action de Galois obtenue.

11.1.2. K-formes de K-foncteurs. — Le cas des foncteurs est une variante com-
patible avec ce qui a déja été vu.

Définition

(i) Etant donné un anneau R, un R-foncteur F est un foncteur de la catégorie des
R-algebres vers celle des ensembles, F': R-alg — Ens. Un R-foncteur en groupes est
un R-foncteur a valeurs dans la catégorie des groupes Gr.

(i) Etant donnée une extension de corps K'/K, une K-forme d’un K'-foncteur F”
est un K-foncteur F telle qu’il existe un isomorphisme fonctoriel entre la restriction
de F’ & K'-alg et F, soit F/gs = F’. En pratique, on identifiera ces foncteurs.

Il existe une méthode abstraite pour obtenir d’une K-forme d’un K’-foncteur une
«action » sur le foncteur de départ. Partons de la situation du second point de la
définition, en conservant les notations F’, F, K’ et K. Ce qu'on entend par action
sur F' consiste en une action de IV := Gal(K'/K) sur les valeurs du foncteur F’ sur
les K’-algebres Rk: obtenues par extension des scalaires de K & K’ & partir d’une
K-algebre R (Rgr = K’ ®x R), ces actions étant fonctoriellement liées les unes aux
autres. On procede de la fagon suivante.

(1) Actions

Soit R une K-algebre. Pour tout o de I, 0 ®1g est un isomorphisme de K-algebres :

U®1R.RK/ ; RK/_
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F peut donc s’évaluer dessus, ce qui permet d’obtenir le diagramme commutatif sui-

vant.
F(Re) 20910, g
| |
F'(Ryg) F'(Ry)

On note o la seconde fleche du diagramme (celle qui implique des valeurs de F”).
On obtient ainsi une collection d’automorphismes de F’'(Rx:) indexée par I'. Par
fonctorialité, on obtient bien une action de IV sur F’'(Rg:) (par automorphismes de
groupes si F” est un foncteur en groupes).

(2) Naturalité

Si ¢ : R — R’ est un morphisme de K-algebres, la commutativité du diagramme

1l ®
RK/ —>K ¢ RK’

O’®1Rl lo’@lR/
1k ®
Ry, 90 g

pour chaque élément o du groupe de Galois I", relie naturellement I’action de I sur
F'(Rxs) a celle sur F'(Ry,). Il suffit pour cela d’évaluer F' sur ce diagramme pour
obtenir :

F'(Rw) = F(Rg') Flwed), F'(Rw) = F(Ryg')
F(O‘@lpb)l JF(O‘@lR)
/A ! / F(IKI ® d)) /A / !
F'(Ryg)) = F(Ry)) ————— F'(Ry,) = F(Ry)

Finissons en donnant une idée du lien entre K-formes de K-algebres (commutatives)
et K-formes de K-foncteurs. On peut le voir en considérant le cas des schémas affines.
En effet, étant donnée une K-algebre associative et commutative A de K-forme Ay, le
K-foncteur Homg a5 (Ax, —) qui est le foncteur des points du schéma affine Spec Ak,
est une K-forme du K-foncteur Homg_, g(A, —) qui est le foncteur des points de Spec
A = Spec Ax Xk K. La théorie des formes et de la descente dans ce dernier cas est
bien connue (au moins pour les schémas algébriques). Une partie des conditions sur
les formes des groupes de Kac-Moody releve d’une généralisation de cette situation.

11.1.3. Formes des groupes de Kac-Moody : condition de préalgébricité

Venons-en précisément au sujet qui nous intéresse, les groupes de Kac-Moody. Nous
conservons les corps K, K et K,. On notera G le groupe obtenu par évaluation du
foncteur de Tits 5{; sur K. Rappelons qu’en construisant la représentation adjointe
de QA;;, nous avons bien pris soin de vérifier sa naturalité. C’est cette propriété que
nous allons utiliser de maniere essentielle. Nous pouvons reformuler provisoirement le
probleme des formes : il s’agit de déterminer une classe raisonnable de K-formes du
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foncteur Gp /7 : K-alg — Gr (foncteur de Tits restreint aux K-algebres), en faisant
la part de ce qui releve de la généralisation des conditions de géométrie algébrique
et des conditions propres aux groupes de Kac-Moody. Dans cette sous-section, nous
nous intéressons a la facon de généraliser les conditions du premier type.

Définition

(i) Une K-forme fonctorielle du groupe de Kac-Moody G est une K-forme du
foncteur Gp /%

(ii) Une K-forme préalgébrique du groupe de Kac-Moody G est un couple (G, Uk)
ou G est une K-forme fonctorielle de G et Uk est une K-forme de I'algebre associative
filtrée (UD)K’ qui vérifie les conditions suivantes.

(PREALGl) La représentation adjointe est Galois-équivariante.

(PREALGQ) La valeur de G sur toute inclusion de corps donne lieu a un plongement
de groupes.

Remarques

(1) Comme en (9.4) et (9.5), on sous-entend dans le terme filtré que la K-algebre
(L{D)K s’écrit (UD)K =K& (Z/lp);g, ou (L{D)HZ est une K-forme de I'idéal L{;g @z K de
(Up)z-

(2) La généralité du probléme qu’on se pose n’est pas vraiment altérée si on se limite
a la catégorie K-sép des extensions algébriques de K contenues dans K. En effet, notre
objectif est essentiellement le théoreme de structure des points rationnels d'une K-
forme de groupe de Kac-Moody (12.4.3) ; et pour I’obtenir, on raisonne seulement sur
les valeurs du foncteur en groupes sur K-sép. Ainsi, pour la suite de ce chapitre, la
catégorie K-alg peut étre remplacée par K-ext, ou encore K-sép. Cette possibilité sera
en fait une vraie contrainte quand il s’agira de construire des K-formes de groupes de
Kac-Moody (chapitre 13). En effet, c’est le point de vue des actions galoisiennes qui
permettra de mettre en évidence quelques exemples.

Exemple. — Le couple (g?} /K, (L{D)K) est une K-forme préalgébrique de G. On par-
lera de K-forme de Tits ou de K-forme déployée.

La condition de Galois-équivariance s’exprime ainsi. Pour tout o dans I' =
Gal(K;/K), et pour toute K-algebre R, on requiert la commutativité du diagramme :

G (R) —2L Auten (Up)(Ry)

Ja
— Ad

)
Gp (RK) ———— Autgy (UD)(RK)v

avec R 1= K ®z R.

Il reste a expliciter un peu la seconde fleche o du diagramme. 11 s’agit d’automor-
phismes qui proviennent eux-aussi d’'une K-forme de foncteur. En effet, parler d’une
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K-forme pour l'algebre filtrée (UD)K’ signifie qu’il existe une sous-K-algebre associa-
tive Ug (filtrée pour la filtration induite) et telle que le morphisme d’extension des
scalaires Ug Qx K — (UD)K est un isomorphisme de K-algébres filtrées. Montrons
rapidement en quoi I'existence d’une telle algebre assure l'existence d’une K-forme
pour le foncteur Autgy(Up)/%-

Partons de la K-forme Uk de (ZJD)K. On peut considérer le foncteur Autgy (Z/[]K)
qui attache a chaque K-algebre R le groupe des automorphismes de K-algebres de
Ux @k R qui respectent la filtration héritée de celle de Uk. Pour toute K-algebre R,
on a:

Uk @k R = Uk 9k (K ®x R) & (Ux @k K) @z R
= (Z/[D X7z K) ®K§ = Up ®y (K@Kﬁ) = Up ®y R.
En passant aux automorphismes, on voit que pour toute K-algebre R, on a :

Autgy (Ux)(R) = Autaye (Ux @x R) = Autgy ((UD)K ®x E) = Autgie (Up)(R),

ce qui fournit un isomorphisme fonctoriel entre Autqy(Up)/ et Autai (UK) /% Par
conséquent, on obtient bien une action de Galois sur Autgi(Up)/g, via celle sur
Autgy (UK) /K (au sens ou I' agit sur les valeurs du foncteur sur les algebres de la
forme R ®x K pour R une K-algebre). Plus concrétement, cette action se déerit de la
facon suivante.

Si R est une K-algebre, si o est dans I' et si ¢ est un automorphisme filtré de
(UD)K’ alors o opere sur Ry := R ®¢ K. On obtient donc un automorphisme filtré
semi-linéaire :

(TSUD@ZRK;L{D@ZRK-
Ainsi, les applications

o : Autgyg (Up)(RK) 5 Autgy (UD)(RK)
o — opo !
définissent une action de Galois sur le foncteur Autgy(Up)/x.

On peut aussi définir les points sur une extension de K d’une telle K-forme de
groupe de Kac-Moody.

Définition. — Soit E une sous-extension de K/K. Soient (G, (L{D)K) une K-forme pré-
algébrique du groupe de Kac-Moody G = gT;(K) Les éléments de G(E) sont appelés
les points rationnels sur E. En particulier, quand E est la cloture séparable Ky de
K, on parle de points séparables; quand E vaut K, on parle simplement de points
rationnels de G.

On peut citer un petit résultat qui exploite le fait qu'une K-forme reproduit les
inclusions de corps.
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Lemme — Soit E/K une extension de corps avec E C K. Alors, pour tout K-
isomorphisme o de K, on a 0.G(E) = G(oK). En particulier, si E/K est une extension
normale, G(E) est un sous-groupe stable dans G(K) sous l'action de Gal(K/K).

Justification. — 11 suffit d’appliquer G au diagramme :

E -Z oE,

et de se rappeler que G(E) et G(oE) sont vus comme sous-groupes de G' = G(K) en
vertu de (PREALG2), par évaluation de G sur les inclusions des corps correspondants
dans K. O

11.1.4. Isomorphismes de formes. — Le formalisme fonctoriel pour les K-formes
rend les définitions techniques mais est nécessaire pour la définition des extension de
déploiement par exemple. On va justement introduire ici la notion d’isomorphisme de
K-formes préalgébriques.

Définition. — Soient (G,Ux) et (G', Uy ) deux K-formes préalgébriques de G = QA{)(K)
Soit E/K une extension de corps. On dit que (G,Ux) et (G',Uy) sont isomorphes sur
E (ou E- isomorphes) si les conditions suivantes sont vérifiées.

(i) I existe un isomorphisme de E-algebres filtrées

¢ Ug kg E — Uy @k E.
Il induit une transformation naturelle de E-foncteurs
Qalg : Autgr (Ux @k E) — Autgy (U @ E).
(ii) 11 existe un isomorphisme de E-foncteurs en groupes
Yor : G/ — G /5.
(ili) On a commutativité du diagramme suivant de transformations naturelles.

Per

G/r G'/e

M Jaa
@alg

Autg(Ux @k E) — Autai (U @x E)

11.1.5. Exemple des K-formes déployées. Extensions de déploiement

La considération d’extensions intermédiaires permet aussi de parler de déploiement.
Le fait que les foncteurs de Tits jouent le role des foncteurs des points des schémas
(déployés) de Chevalley-Demazure en théorie de Kac-Moody justifie les définitions de
déploiement adoptées.
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Définition. — Soit E une sous-extension de K/K. Soient (G, (L{D)K) une K-forme pré-
algébrique du groupe de Kac-Moody G = Gp(K). On dit que (G, (UD)K) est déployée
sur E si (G, (Up)) est E-isomorphe & (Gp/k, (Up)g). On dit alors que E est une
extension de déploiement de (G, (Up)y)-

Considérer une K-forme déployée sur une extension intermédiaire entre K et la
cloture algébrique K implique la nécessité de spécifier systématiquement le corps sur
lequel on évalue le foncteur de la K-forme. On a recours pour cela aux conventions de
(8.4.4), et on doit en introduire d’autres.

Convention — Si (G, (Up),) est une K-forme de G = Gp(K) d’extension de déploie-
ment E, l'identification fonctorielle entre G/ et Go /x sera systématiquement l'iden-
tification induite par G/r — _C'//;/]E. De méme, l'identification entre (UD)K @k K et
(UD)K sera celle obtenue par extension des scalaires de E & K & partir de l'isomor-
phisme (UD)K ®x E = Up @7 E.

Cette convention a des conséquences sur les différentes actions galoisiennes que ’on
va considérer. Puisqu’on identifie Gp et G des les E-algebres, I'action de Gal(K/E) sur
GG est obtenue par ’évaluation de Gp sur des fleches

RK—>RK
k®@v— o(k)®@wv,

pour R une E-algebre et o un élément de Gal(K/E). Cette action se traduit simplement
par l'action de ce groupe de Galois vu comme groupe d’automorphismes de corps et
éventuellement d’algebres, sur les parametres des relations qui définissent Gp (8.3.3).
Par conséquent, tous les sous-groupes remarquables de G sont stables sous Gal(K/E),
et G(IE) est méme fixe sous I'action de ce groupe. L’action intéressante de Gal(K/K)
sur G(E) dans cette situation est donc celle du quotient Gal(K/K)/Gal(K/E). Si
I'extension E/K est galoisienne, c’est celle du groupe de Galois I'g /g := Gal(E/K). On
peut faire exactement les mémes remarques mutatis mutandis concernant les formes

de (ZJD)K.

11.2. Propriétés des K-formes préalgébriques. K-formes algébriques

La situation pour toute cette section est la suivante, elle implique notamment
l'usage des conventions (8.4.4) et (11.1.5).

Situation. — On fixe un corps K, K une cléture algébrique de K, et D une donnée
radicielle de Kac-Moody. E/K est une extension avec E C K. On se donne (G, (Up)y)

une K-forme préalgébrique du groupe de Kac-Moody G = _C'//;(K), dont E est une ex-
tension de déploiement. On suppose en outre que le corps E est infini et que ’extension
E/K est normale.
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Justification. — La raison pour laquelle on considere une extension intermédiaire
est que l'on veut imiter la théorie rationnelle des K-groupes réductifs isotropes
([Bor-Tit65] et [Bor90], chapitres 20 et 21). Dans cette situation, les K-groupes
réductifs sont déployés sur une extension finie séparable de K. On va chercher a
se placer dans ce contexte par hypothese, et il s’agit de le formaliser. Enfin, ce qui
explique que E est supposé infini est que 'on veut utiliser les résultats de conjugaison
de (10.4); ce qui explique que E/K est supposée normale est que 'on veut que G(E)
soit stable sous I' := Gal(K/K) (11.1.3). En pratique au chapitre suivant, I’hypothese
de descente galoisienne (DCS) sera celle du déploiement sur la cléture séparable
(12.1.1). Cette hypothese rentre bien entendu dans ce cadre. |

Revenons maintenant au contenu de cette section. On va voir que la condition
de préalgébricité permet déja de prouver un certain nombre de propriétés relatives
notamment aux images de sous-groupes remarquables comme les sous-groupes de Car-
tan, les sous-groupes radiciels relatifs & un tel sous-groupe. Pourtant, cette hypothese
est insuffisante pour développer quelques points importants de 1’étude d’une action
galoisienne sur un groupe de Kac-Moody. En particulier, on veut étre assuré qu'un
sous-groupe de Borel est envoyé sur un sous-groupe de Borel par un automorphisme
de Galois. On va donc requérir un lien assez étroit entre les automorphismes de Galois
du groupe G(E) et ceux de la E-algebre (UD)E. Pour cela, il faut ajouter une hypo-
these qui s’énonce en termes de graduation abstraite de (UD)E, mais qui s’appuie sur
des analogies avec des considérations algébriques : cette algebre est moralement vue
comme l'algebre des distributions supportées a 'origine de G(E).

Répétons enfin une remarque de (11.1.3) : on peut se contenter de travailler avec
des foncteurs-groupes définis sur la catégorie K-ext des extensions de corps de K dans
K en outre, dés que l’on veut voir des points rationnels comme points fixes sous
Galois, on se restreint a la catégorie K-sép.

11.2.1. @Q-graduation abstraite et représentation adjointe. — Nous allons
étudier la relation entre ’action adjointe de G(E) et la @-graduation de (UD)]E’ ce qui
sera ’occasion de discuter la condition « D libre ». Pour l'instant D est une donnée
radicielle de Kac-Moody quelconque. Par définition de laction adjointe de T'(E) sur
(UD)E, AdT(E) est un groupe d’automorphismes diagonaux de (UD)E (et de (ED)E)
dans une base provenant de la Z-forme Up, et son action préserve la Q-graduation.
Pour ce qui est des sous-groupes radiciels, on a I'inclusion suivante.

Vae A, Vbe A AdUL(E)(Us), C D Usina)g-
n=0
On a méme inclusion dans une somme finie par locale nilpotence des dérivations
ade, (a € A'). Par ailleurs, on peut décomposer (UD)E et (ED)]E en espaces-poids

sous T(E). Pour tout Q-degré a, AdT(E) opére sur (Z/la)]E par le caractere algébrique
associé ¢, € A, si bien que les caracteéres qui interviennent sous-forme d’un espace
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poids non nul dans (L{D)E sont les éléments de Q(D). Pour tout caractere ¢ de Q(D),
on note U(c)g 'espace-poids. On a :

(UD)IE = @ U(C)]E et (‘CD)]E = @ E(C)]E,
c€Q(D) c€Q(D)

avec L(c)g := U(c)e N (Lp)g. Si on veut pouvoir distinguer les termes de la Q-
graduation de (Up), en fonction de I'action de T'(E), on est confronté au fait que
Q(D) est un quotient de (). On sera pour ce faire amené & faire alors ’hypothese « D
libre » (i.e., ¢ injective).

Finissons en combinant 1’étude de I'action adjointe et la caractérisation des deux
types de racines de (ED)]E. Nous utiliserons pour cela la notion de support (7.4.5).
On a alors :

Lemme — Soient a une racine de A* et b une racine de A. On suppose que le support
de AdU,(E) (Eeb) contient 0. Alors, nécessairement les deux racines sont réelles et
a= —b.

Démonstration. — On a :

AdU,(E) (Eeb) C @D Eeprna-
n=0
Par conséquent, si 0 est dans le support de AdU,(E) (Eeb), il existe n dans N tel
que b+ na = 0. Ceci prouve déja que b est réelle : dans le cas contraire, on aurait
a = (—=1/n)b € A" d’apres le premier point de la proposition (7.4.2). Enfin, les seuls
multiples possibles de b sont 0 et +b par le second point de la méme proposition. On
a donc nécessairement n = —1. O

Dans les deux sections qui suivent, on va étudier les images de sous-groupes « al-
gébriques » particuliers de G, qui ont en commun la propriété d’étre caractérisable au
moyen de la représentation adjointe.

11.2.2. Image d’un sous-groupe de Cartan. Automorphismes rectifiés

La caractérisation intrinseque des sous-groupes de Cartan E-déployés a déja été
vue (10.4). La propriété de stabilité suivante est donc quasiment immédiate :

Proposition — Soit G = gT;(K) un groupe de Kac-Moody, possédant une K-forme
préalgébrique, déployée sur une extension E/K, pour E un corps infini et E/K nor-
male. Alors, un sous-groupe de Cartan E-déployé T(E) de G(E) est envoyé sur un
sous-groupe de Cartan E-déployé de G(E) par tout élément o du groupe de Galois T.
En particulier, pour tout élément o de T, il existe un élément g de G(E) (défini modulo
N(E)) tel que (intg=' o o) stabilise T(E) dans G(E).
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Démonstration. — D’apres la commutativité du diagramme :
— Ad
G = Gp(E) — Autan (Up)y,
o o
A

G = _C%(E) —d> Autgye (Up )y,

il est clair que o(T'(E)) opere diagonalement sur (UD)]E dans une base image par o de
la base de diagonalisation issue de la construction de la Z-forme Up (en choisissant
une base quelconque de AY). o(T(E)) est donc un sous-groupe de Cartan E-déployé,
et est égal & gT(E)g~'pour un g convenable de G(E), d’apres le théoréme (10.4.2),
applicable parce que E est infini. O

On en tire quelques définitions techniques.

Lemme / Définition — Dans les mémes conditions que la proposition précédente et
avec les mémes notations, on parlera de rectification de l’automorphisme o par l’élé-
ment g € G(E). On notera G l’automorphisme int g~ o o de G(E), qu’on appellera
automorphisme rectifié. On notera également @ l’automorphisme composé (Ad g~ too)
de la E-algebre (UD)IE' Les actions de @ sur G(E) et (UD)]E sont reliées par :

Vo eI, Vg,heGE) avec g rectifiant o, Vv € (L{D)]E E(Adh . v) = Ad(ch) - ov.

Justification. — C’est un simple calcul qui utilise la commutativité du diagramme
ci-dessus. Avec les notations de I’énoncé, on a :

(Adh-v) = (Adg 'oo)(Adh-v) = Adg ' (c(Adh-v)),
ce qui vaut par commutativité du diagramme :
Adg? (Ad(oh) - ov) = (Ad g toAdohoAd g9) - ((Ad g ltoo)- v)
= Ad(int g’l(ah)) -(Adg~'oo)(v) = Ad(@h) - Tv.
O

Remarque — On rectifie les éléments du groupe de Galois individuellement. L’élé-
ment g qui rectifie ¢ € I" est défini modulo N(E) (8.4.1). Dans le cas d’une K-forme
presque déployée, on pourra requérir la stabilité d’un sous-groupe de Borel donné
contenant 7T'(E). On fera ainsi un meilleur choix de g, alors défini modulo T'(E), ce qui
permettra de définir des actions de Galois supplémentaires. Néanmoins, un premier
avantage a manipuler des automorphismes rectifiés individuellement comme ci-dessus,
est que 7 stabilise la décomposition de (UD)E en espaces poids. Nous préciserons cette
assertion en (11.2.4).

En outre, la rectification des automorphisme de Galois permet aussi de définir des
automorphismes du groupe de Weyl W.
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Lemme / Définition — Dans les mémes conditions que le lemme précédent, un au-
tomorphisme rectifié T induit un automorphisme de W, qu’on notera encore o. Les
automorphismes obtenus a partir de deux rectifications différentes se déduisent l'un
de lautre par un automorphisme intérieur de W.

Justification. — Puisque E est infini, il est assez gros pour D, ce qui donne déja
NgE)(T(E)) = N(E) (8.4.1). Ceci implique a la fois que si 7 stabilise T'(E), il stabilise
son normalisateur N (E) et opére sur le sous-quotient correspondant W, et que deux
rectifications de o stabilisant N (E) se déduisent I'une de I'autre par un automorphisme
intérieur int n, avec n dans N(E). O

On peut traiter par le méme type de raisonnement le cas des groupes radiciels.

11.2.3. Image des sous-groupes radiciels. — La premiére étape pour prouver
un résultat de stabilité des sous-groupes radiciels (par rapport & T(E)) consiste a
mettre en évidence une caractérisation de ceux-ci. Comme pour les sous-groupes de
Cartan, la preuve de la caractérisation fait usage dans un premier temps de courbure
négative dans la réalisation métrique de 'immeuble, puis de raisonnements en termes
de groupes algébriques. On raisonne d’abord sur K.

Lemme — On suppose que la donnée radicielle de Kac-Moody D est a base libre. Soit
U un sous-groupe de G vérifiant :

(i) U est normalisé par T et TU est résoluble.

(ii) Il existe un élément u non trivial de U, tel que : U ~ {1} = {tut ' }ier.

(iii) Pour tout sous-espace V de dimension finie de (UD)K stable sous TU, la
restriction de AdU a V' est incluse dans un sous-groupe unipotent a un paramétre de
GL(V).

Alors, U est un groupe radiciel relativement ¢ T (il existe a dans A™ tel que
U="U,).

Remarque — Réciproquement, un groupe radiciel par rapport a T vérifie les trois
conditions ci-dessus, le point (iii) se vérifiant en filtrant V' par les poids du sous-groupe
a un parametre associé a la coracine a".

Démonstration. — On part d’un ’élément u provenant de (ii). D’apres la décomposi-
tion de Bruhat relative & (B4, N) (respectivement (B_, N)), il existe n4 (respective-
ment n_) dans N tel que u est dans Byny B (respectivement B_n_B_). T stabilise
par conjugaison les doubles classes négatives et positives, on obtient donc

U~ {1} C B+TL+B+ et U~ {1} C BfTI,fB,7
ce qui donne enfin

TU C B+ L B+TL+B+ et TUCB_UB_n_B_.
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TU est donc un petit sous-groupe (10.2.2). Il fixe une facette sphérique positive F
et une facette sphérique négative F_ des réalisations métriques des immeubles du
jumelage. Chaque facette F, est notamment fixe sous T, on a donc (10.1.3) :

F+ c (|I+|C0)T :A-i- et F_ C (|I—|CO)T =A_.

Notons 2 = Fy U F_ la partie équilibrée de I'appartement jumelé standard qu’on
obtient ainsi, et choisissons comme chambre standard la chambre C; du procédé
(5.4.5), ce qui donne A™(Q) UA"(Q) C AT,

Adq(T) est Zariski-connexe, donc Porbite {Adq(tUt™1)}er dans GL(W (Q)5) qui
contient Adq(U)~ {1} Pest aussi. Finalement, Adq(U) est connexe, et résoluble. Il est
donc inclus dans un sous-groupe de Borel de Adg (Fix(Q2)). D’apres la décomposition
de Lévi de Fix(Q2), quitte & conjuguer par un élément de N, on peut supposer que
Adq(U) est dans un sous-groupe unipotent & un parametre normalisé par T' du sous-
groupe de Borel

Ado(Ba) =Ade(T- [[ Ua- [ Ua):
aEA™(Q) 4 a€AU(Q)

Puisque la donnée radicielle de Kac-Moody D est a base libre, deux racines dis-
tinctes de cette partie de racines ont des caracteres de T associés non proportionnels.
C’est la condition (ii) de [Bor90], proposition (14.4) p.182. La condition (i) est im-
médiate. D’apres ce résultat, Adg(U) est un produit interne de groupes radiciels du
sous-groupe de Borel Adg (BQ) Par le point (iii), c’est exactement un groupe radi-
ciel. o

On peut maintenant énoncer le résultat cherché.

Proposition — Soit G un groupe de Kac-Moody possédant une K-forme préalgébrique,
déployé sur une extension E/K, avec E infini et E/K normale. On suppose que la
donnée radicielle de Kac-Moody D est a base libre. Soit o un automorphisme de
Galois de G(E), rectifié en T de telle sorte que aT(E) = T(E). Alors, T envoie un
sous-groupe radiciel (relatif a T(E)) sur un sous-groupe de G(E) du méme type.

Démonstration. — On vérifie d’abord les criteres précédents pour un groupe oU,
avec a dans A, c’est-a-dire sur K. Les deux premieres conditions sont évidemment
respectées, puisque T est stable sous & et que T est un automorphisme de groupe.
Soit maintenant V' un sous-espace vectoriel de dimension finie de (UD)K stable par
E(TUa) = T(EUQ). Alors, V := E_l(V) est un sous-espace vectoriel de dimension
finie de (UD)K stable par TU,. Par construction de Ad, U, est inclus dans un sous-
groupe unipotent & un parameétre de GL(V'). En retransformant par @, il est clair que
U, est inclus dans un sous-groupe unipotent & un parametre de GL(V). Cela regle
le cas des groupes radiciels de G.

Pour les groupes U, (E), il suffit de remarquer que G(E) est stable sous I, et que

pour toute racine a de A™, U,(K) = G(E) N Uy (K). O
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Ce dernier résultat suggere d’introduire la condition suivante.

Hypothése — Soit G un groupe de Kac-Moody possédant une K-forme préalgébrique,
déployé sur une extension E/K; avec E infini et E/K normale. On dit que G vérifie la
condition (SGR) si pour tout automorphisme de Galois o de G(EE), toute rectification
en 7 de telle sorte que T (E) = T(EE), 7 envoie un sous-groupe radiciel (relatif & T'(E))
sur un sous-groupe de G(E) du méme type.

On suppose jusqu’a la fin cette condition vérifiée. Les automorphismes rectifiés
stabilisent la famille des sous-groupes radiciels relatifs & T'(E). Comme pour W, ceci
permet de définir une permutation — notée encore & — de A™. En fait, on va s’appli-
quer a construire d’autres permutations et automorphismes intéressants a partir des
automorphismes rectifiés.

11.2.4. Caracteres et cocaracteres abstraits. — La prochaine étape consiste
& définir pour chaque automorphisme rectifié un automorphisme de Galois T (res-
pectivement ) de X*(T(E))aps (respectivement X, (T'(E))aps). Partons donc d'un
automorphisme rectifié & du groupe G(E) et de la E-algebre (UD)]E' On définit alors un
automorphisme & de X*(T(E))ans de la fagon suivante. Pour tout A de X*(T'(E))aps,
T\ est le caractere défini par :
Ve T(E) (GN)(t) = O'()\(Eilt)).
(o est 'automorphisme évident de K). De la méme facon, ¥\ est le cocaractére de
X« (T(E))abs défini par :
VkeE* (@'\)(k) = E()\V(Jflk)).

Qu’on obtient bien des automorphismes de groupes provient du petit calcul suivant :
VA u€eAVEET(E) (T(An)(t) = 0((A : u)("lt)) a((AoT (1) - (noT )(t))
oA 0T )(t) - a(uoT (1)
= @N)(@) - (Gu)(t) = (@A - op)(t),
et du méme calcul mutatis mutandis pour les cocaracteres. On a en outre :

Lemme — Dans les mémes conditions que la sous-section précédente, pour tout ca-
ractére ¢ de Q(D), on a :

F(U(c)E) =U®T - o)E.
Ainsi, & stabilise Q(D) dans X*(T(E))abs-
Démonstration. — Soit v dans U(c)g. Alors, pour tout ¢ de T'(E), on a :
Adt-5v=5("(Adt-5v)) =5(Ado 't -v) =5((c| T~ 't)v)
=5({cog™ | hv) =o((coT ™" | )TV = (T | t)Tv
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Par conséquent v est dans U(7 - ¢)g, d’olt : T(U(c)g) C U(T - )k, et on a en fait
I’égalité, car T est un isomorphisme de (L{D)]E. O

A ce stade, on sait définir a partir d’'un automorphisme rectifié &, une permutation
o de A™ sur lui-méme via les sous-groupes radiciels, un automorphisme additif &
de X*(T(E))abs qui stabilise Q(D) et un autre de X, (T(E)).ps. On peut donc se
demander ce qu’il en est de la Q-graduation abstraite, plus fine. En fait, ce point
est précisément ce qui permet de compléter la définition des K-formes préalgébriques
pour parler de K-formes algébriques.

11.2.5. K-formes algébriques. — Nous pouvons maintenant passer a la définition
des K-formes algébriques d’un groupe de Kac-Moody. Ce qui distingue les K-formes
préalgébriques des K-formes algébriques est une condition un peu technique qui im-
plique la @ graduation, qu’on justifiera immédiatement apres.

Définition. — Soit (G, (UD)K) une K-forme préalgébrique d’un groupe de Kac-Moody
G = QA{)(K), déployée sur E, avec E infini et E/K normale. On dit que (G, (ZJD)K) est
une K-forme algébrique s’il vérifie la condition (SGR) (11.2.3), et si pour tout o de T’
et toute rectification & vérifiant 7T(E) = T'(E), on a :

(ALG1) @ respecte la décomposition en termes Q-homogeénes de (UD)]E et la per-
mutation de @ induite — notée encore & — vérifie la condition d’homogénéité suivante.

Vae A™, VYneN &(na) =n(ca).

(ALG2) 7 stabilise A dans X*(T'(E))apbs et A dans X.(T'(E))abs-

Pour faire court, on utilisera le terme de K-groupe de Kac-Moody (déployé sur E)
pour parler d’une telle forme de groupe de Kac-Moody. Comme on I’a déja dit en
(11.1.3), on peut se limiter & la catégorie K-ext des extensions de corps de K dans K.

Remarques

(1) Cette définition ne dépend pas du choix de rectification des automorphismes o.
En effet, ces choix different d’un automorphisme intérieur intn pour n dans N(E), qui
respecte clairement les conditions requises.

(2) D’apres le lemme précédent, on a pour tout a dans Q, T(cs) = cz(q). En
particulier, la condition de (ALG2) portant sur A est superflue si A = Q(D).

(3) La condition (SGR) requise d’emblée est probablement vérifiée par toute K-
forme préalgébrique, et on I’a en tout cas démontré pour celles & base de racines libres
dans la donnée radicielle de Kac-Moody (11.2.3).

(4) La démonstration du point (i) de la proposition qui suit montre que la condition
d’homogénéité est superflue en caractéristique 0.

Justification. — La justification proprement dite de la condition (ALG1) est la sui-
vante. On sait qu'un automorphisme rectifié @ envoie un sous-groupe radiciel relatif
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a T sur un sous-groupe radiciel relatif a T'. Supposons qu’il existe une structure algé-
brique sur le foncteur g?}, par exemple que é; est représentable par une algebre de
Hopf topologique, dont certains quotients par des idéaux de Hopf soient les algebres
de fonctions des groupes radiciels. Alors, pour a dans A™ et n dans N, i<n E el /j!
est moralement ’espace des opérateurs différentiels d’ordre inférieur ou égal a n in-
variants a gauche et tangents a U,. Pour une action galoisienne algébrique, il est
raisonnable de demander que chaque automorphisme envoie un opérateur différentiel
invariant a gauche tangent a un groupe radiciel sur un opérateur différentiel inva-
riant & gauche tangent a I'image de ce sous-groupe, les ordres des opérateurs étant
respectés. C’est ce que requiert la condition d’algébricité, puisque tout élément de
(UD)E est produit de puissances divisées correspondant aux racines simples, d’apres
I’isomorphisme naturel :

(MA+)]E ® (MO)E ® (uAf)]E = (UD)]E'

Enfin, la condition (ALG2) portant sur A et AY permet de gérer les sous-tores
algébriques. Elle dit qu’un sous-tore algébrique est envoyé sur un groupe du méme
type. O

A titre d’exemple, une K-forme préalgébrique de G = gT;(K) déployée sur E (infini),
est une E-forme algébrique de G.
Nous pouvons maintenant énoncer quelques propriétés.

Proposition — Soit G = %(K) un K-groupe de Kac-Moody déployé sur B, avec E
infini et E/K normale. Alors, automorphisme rectifié  (6T(E) = T(E)) de G(E)
possede les propriétés suivantes.

(i) T est un automorphisme de groupe de Q. T - (UO)]E = (UO)E et E(AIE) = Aj.

(ii) T stabilise A et A dans Q, et la permutation obtenue par restriction a A
coincide avec celle obtenue via les sous-groupes radiciels.

(iii) Pour toute racine réelle a et tout parameétre additif k de E, on a 5 (uq(k)) =
Uzq (ka(ak)), ot kg est U'élément de B* défini par Ge, = kqezq.

(iv) L’automorphisme @ du groupe de Weyl W envoie une réflexion sur une ré-
flezion. Plus précisément, pour toute racine réelle a, la réflexion s, par rapport au
mur Oa, est envoyée sur la réflexion sz, par rapport au mur O(ca).

(v) @ stabilise Q(D)Y dans X.(T(E))aps. Plus précisément, pour toute racine
réelle a, le cocaractére hg est envoyé sur le cocaractere hg(q) par o”.

Démonstration

Preuve de (i). Commengons par la Z-linéarité de 7 sur Q). D’abord il est clair que
7(0) = 0. Ensuite, on regarde les degrés des valeurs de @ sur des éléments test de
la forme ] g ef:,s %, pour ng et my des entiers. Un tel élément est de @)-degré
> ses(ns—ms)as, le degré de son image est done 7 (3, g (ns—ms)as ). Mais puisque &
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est un automorphisme d’algebre et qu'’il vérifie la condition d’homogénéité de (ALG1),
le degré de son image est aussi ) . o(ns — m;)7(as).

(L{O)]E est caractérisé par la propriété suivante : soit v dans (UO)]E’ alors pour tout
v’ homogene, v et vv’ sont homogenes de méme degré. En transformant ces éléments
test par 'automorphisme @, cette propriété est conservée. L’autre assertion provient
du respect de la filtration par @.

Preuve de (ii) (Lien entre les automorphismes). Le respect de la filtration par &
montre que 7 - A = A. Pour A™, on part de la remarque déja faite :

Va€A® VYheA AdULE)- (L) C D  (Lotna)gs
n=0

formule a laquelle on peut appliquer 'automorphisme de E-algebre 7 :
7 (AdULE) - (£1);) = Ad(EUL)(E) - T(£1); € D F(Lpina)y
n=0

Si on choisit au départ a = —b(€ A®), alors 0 est dans le support de
AdUL(E)((£Ly)g) = AdUL(E) (Eep).

Or, on vient de voir que E(A]E) = A}, donc 0 est dans le support de Ad(aU,)(E) (Eeb).
On sait que cU,(E) est un groupe radiciel relativement a T'(E) et que e, est un
vecteur homogene pour la Q-graduation. D’apres le lemme (11.2.1), en notant 7a la
racine réelle telle que U, (E) = Uz, (E), alors nécessairement Ge, est en degré —aa,
soit E(Ee,a) = Ee_5,. Cette formule est vraie pour toute racine réelle a. Elle relie
Pautomorphisme de E-algebre rectifié @ (membre de gauche) & 'automorphisme de
groupe rectifié @ (membre de droite).

Preuve de (iii) (Parametres additifs). Pour I’étude des parametres, il faut raffiner
la formule de I'action adjointe d’un groupe radiciel déja utilisée :

VkeE Ad(ua(k)) ce_qg=¢€_q+kleq,e_q] + va,

ou Vg = kQ(%ie,a — €4€_aCa + e,a%i) est le terme de @Q-degré a de I'expression. On
applique a nouveau l'automorphisme o-semi-linéaire & de la E-algebre de Lie (ED)]E,
d’ou :
Vk€E Ad(Gue(k)) - Te_q =Te_q + ok[oeq, Te_a) + 0 (va).

Puisque 5U,(E) = Uz, (E), pour k dans E, il existe un parametre &’ — qu’on cherche
a calculer — tel que Tu,(k) = uzq(k'). Par ailleurs, d’apres le point qui précede, on
sait que E(Kea) = Eez,, donc on peut écrire e, = kyez, pour un certain k, de E*.
(Les racines réelles sont de multiplicité 1 dans une algebre de Kac-Moody). A partir
de 1’égalité Ad (Eua(k)) -Te_, = Ad (u;a(k:’)) - Te_q, on peut expliciter chacun des
deux membres comme somme de termes @-homogenes. Pour le premier, il suffit de
reprendre ce qu’on vient de faire en remplacant oe, par kqez, :

Ad(Guq(k)) -Te—q = Te_q + (0k)kqleza, Te—q] + T (va).
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Pour le second, on revient a la définition de la représentation adjointe pour
Ad(uzq(K)) :
Ad(uzqe(K)) - Te—q = 0e_q + K'[e7q,0€_q) + V).
Et en identifiant, on obtient bien k' = (ck)k,.
Preuve de (iv) (Réflexions). On va d’abord faire un retour sur les constantes k,

pour montrer que pour toute racine a de A™, les constantes k, et k_, sont reliées par
ka_l = k_q4. C’est un calcul dans SLs. En effet, ’égalité

na(l) = ua(l) - u_a(I7) - ua(l)

montre que ng(l) est dans N(E) N (U, (E),U_,(E)). Dot on.(l) € aN(E) N
(GUL(E),5U_q(E)). Or, N(E) est N(E) puisque N(E) est le normalisateur de T'(E)
stable par @. Donc an,(l) est dans N(E) N (Uzo(E), U_54(E)). Plus précisément,

7 (na(k)) = tga(ka(0k)) - u—ga(k—a(ok) ") - tza(ka(ok))
est dans N(E) N (Us4(E), U_54(E)), ce qui impose k; ! = k_,. Ainsi 5(n,(k)) vaut
(Tua(k)) - (Eu—a(k_l)) - (ua(k)) = uza(ka(ok)) 'U—Fa(ka_l(ak)_l) “Uza(ka(ok)),
ce qui est ngq (ka(akz)), un élément qui reléve modulo T'(EE) la réflexion par rapport &
d(va).
Preuve de (v) (Cocaracteres). Partons d’un élément h de Q(D)Y et de son co-
caractere associé {k"}icpx € Xu(T(E))aps. 1l s’agit de montrer que I'image de ce

cocaractere par automorphisme ¥ de X, (T )aps €st encore un cocaractére associé a
une coracine. Cette image est précisément

7 {k" Y herx =70 {(07'k) " brerx =7 o {k"}remx-

Il suffit de traiter le cas ou h est une coracine hs pour s dans S, puisqu’on consi-
dere le groupe des cocaracteres engendré par ces éléments. On va & nouveau utiliser
certaines des relations de définition d’un groupe de Kac-Moody. A savoir (8.3.3) :

VkeEX Vd €A™ k' =ng (k) ne (1)~

ott Ngr (1) = tar (1) - u_ar (I71) - uer (1) pour tout I dans EX. D’apres le raisonnement qui
précede, on a en effet :

3(khs) = E(ns(k’)”s(l)_l) = Nza,((0k)ka,) - Na, (kas)_l
= (nﬁas ((Uk)kas) : nﬁas(l)_l) : (”Fas (1) *Nza, (kas)_l)
= (ka7 - () = (o),
Ceci prouve que " ({khS}keEx) est un cocaractere de Q(D)". O

Le caractere raisonnable de la condition qui distingue K-formes préalgébriques et
algébriques est mis en évidence dans le cas d’'une donnée radicielle de Kac-Moody
libre.
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11.2.6. Cas d’une donnée radicielle libre. — On a déja rencontré le cas ou la
donnée radicielle de Kac-Moody qui définit le groupe est a base de racines libre. Les
simplifications résident dans le fait que la Q-graduation est interprétable en termes
d’action adjointe (diagonale) de T'(E). Ceci permet d’écrire :
T(E) _
(Up)y = (Uo) et ((£p)y)

Du point de vue des actions de Galois, il y a aussi simplification.

T® _ g

Proposition — Soit G = gT;(K) un groupe de Kac-Moody possédant une K-forme
préalgébrique déployée sur E, avec E infini et E/K normale. Si la donnée radicielle
de Kac-Moody D est libre, G vérifie (ALG1) (et (SGR), d’aprés (11.2.3)).

Démonstration. — On se donne o un élément de I" rectifié en @ pour avoir o7'(E) =
T(E). Le respect par & des termes Q-homogenes — i.e., Q(D)-homogenes — est prouvé
dans le lemme (11.2.4). Pour la propriété d’homogénéité, on se donne une racine a de
A™ qu’on peut identifier & son caractére ¢, € A. On se donne aussi un entier n de
N, et un vecteur v homogene pour Q(D) = @ de caractere associé nc,. Il suffit alors
de montrer que 7(v) est un vecteur-poids de caracteére associé n(ac,), ce qui établira
(ncy) = nocg. Clest un caleul du méme acabit que pour (11.2.4). Soit ¢ dans T'(E).
Alors :

Adt-7(v) =7(Ad(@ 't) -v) =7 ((ca | T 't)0)
=0({cg |TH))"T() = (0 oca 0T L | )"F(v) = (nTcq | 1)T(v).

O

Nous pouvons maintenant passer a I’étude des sous-groupes de Borel, ce qui va
permettre de se servir des techniques immobilieres pour étudier les actions de Galois.

11.2.7. Sous-groupes de Borel sous une action de Galois algébrique

Hormis les sous-groupes de Cartan, il existe une autre classe de sous-groupes impor-
tante pour I’étude des groupes réductifs, et par extension des groupes de Kac-Moody,
a savoir les sous-groupes de Borel. En théorie de Kac-Moody, la difficulté supplémen-
taire est que ces sous-groupes ne bénéficient pas d’une caractérisation praticable. La
situation des sous-groupes de Cartan est par contre plus similaire au cas de la di-
mension finie. C’est pour cela qu’on va s’appuyer sur ces sous-groupes pour traiter
la classe des sous-groupes de Borel, via le théoréeme de conjugaison des bases pour
les systemes de racines de Kac-Moody. Les propriétés des automorphismes de Galois
vis-a-vis de cette notion sont les suivantes :

Proposition — Soit G = gT;(K) un K-groupe de Kac-Moody déployé sur E, avec E/K
normale et E infini. Soit o un élément de G rectifié en T, d’ot une permutation T

de Q.
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\

(i) o permute les composantes de la décomposition A™ = | |; .y gy A™(J), dot
une permutation @ de IIy(S).

(ii) Pour toute partie J de I1o(S), T({as}sc) est une base de A™(GJ), par consé-
quent, il existe une suite de signes € = (€7) jery(s) € {£}ToEneen et un élément

w de W tels que

nsph

T - {as}seS =w- |_| {eJas}seJ
JEIIo(S)

Démonstration. — Preuve de (i). Remarquons d’abord que la permutation & de @
stabilise A™ et vérifie

Vae A™ T(sq) = Sza-

Ceci montre que si = est une partie indécomposable de A™, G= en est une également.
Donc pour toute partie J de IIp(.S), il existe une partie J’ de Il (S) telle que 7A™(J) C
Ar(J’). Enfin, puisque 7A™ = A™, on a égalité.

Preuve de (ii). La premiére assertion concernant les bases provient de la Z-linéarité
de @ sur . La seconde assertion provient du théoreme de conjugaison des bases
(7.4.2). O

On peut maintenant énoncer le résultat de stabilité des sous-groupes de Borel avec
la classe plus large de sous-groupes définie en (8.3.4).

Corollaire. — Soit G = gT;(K) un K-groupe de Kac-Moody déployé sur E, avec E/K
normale et E infini. Soit o un élément du groupe de Galois T’ et & une rectification
de facon a avoir cT(E) = T(E).

(i) Si S est connexe, limage par @ d’un sous-groupe de Borel est un sous-groupe
de Borel, avec éventuelle opposition de signe. (Il s’agit ici des sous-groupes de Borel
positifs ou négatifs au sens restrictif des données radicielles jumelées).

(ii) En général, pour toute famille de signes €, il existe une autre telle famille €
et un élément n de N tels que TBe = nBen™t. Ainsi, un automorphisme de Galois
envoie un sous-groupe de Borel sur un sous-groupe de Borel.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du lien entre la permutation &
de @ et la permutation de sous-groupes radiciels provenant de 'automorphisme & de
G(E). Pour revenir ensuite & 'automorphisme de Galois proprement dit, il suffit de
composer par un automorphisme intérieur, ce qui est par définition des sous-groupes
de Borel compatible au type de résultat qu’on veut prouver. O

Avec ce dernier résultat, on n’est pas loin d’avoir une action sur les immeubles du
jumelage de G. Le dernier point délicat est qu’a cause des éventuelles oppositions de
signe, les ensembles sous-jacents aux immeubles ne sont pas nécessairement stables.
Ceci justifie I'introduction de la notion de K-forme presque déployée.
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11.3. Formes presque déployées des groupes de Kac-Moody

Nous nous placons désormais dans la situation suivante.

Situation. — K est un corps de cloture algébrique K. E est une extension normale
de K incluse dans K, avec E corps infini. G = gT;(K) est un K-groupe de Kac-Moody
déployé sur E.

Pour l'instant, les hypotheses d’action algébrique ont essentiellement utilisé 1’ac-
tion de Galois en termes d’action sur une algebre associative ('algebre (L{D)E). Nous
pouvons maintenant passer & l’action sur les immeubles du jumelage J(E) du groupe
de Kac-Moody G(E), autre espace sur lequel on fait opérer G(E) pour le dévisser.
L’objectif principalement en vue pour cette partie est la mise en place des conditions
d’application du théoréme de point fixe de Bruhat-Tits (4.6.2), et une premieére inter-
prétation pour un petit sous-groupe obtenu a partir de points fixes. Cette étape est
essentielle pour la descente galoisienne a venir, pour laquelle on se placera dans le cas
E =K.

Les conventions d’écriture de (8.4.4) et (11.1.3) sont en vigueur. Le K-groupe de
Kac-Moody peut étre supposé défini simplement sur la catégorie K-ext des extensions
de corps de K. (A, C,—C) désigne la standardisation attachée aux sous-groupes (de
Cartan et de Borel) standard de la définition du foncteur de Tits.

11.3.1. K-formes presque déployées. Action sur les ensembles sous-jacents
aux immeubles. — Nous allons maintenant passer a la définition des formes
presque déployées. Cette définition fait intervenir une condition propre a la situation
Kac-Moody. Par rapport aux groupes réductifs algébriques, une difficulté supplémen-
taire vient de ce que la théorie des sous-groupes de Borel n’est pas aussi riche. Par
exemple, si m est le nombre de composantes connexes de type non sphérique de D, il
y a 2™ classes de conjugaison de sous-groupes de Borel a envisager. Or, les immeubles
du jumelage sont définis a partir des seuls sous-groupes de Borel positifs et négatifs.
D’ou I’hypothese suivante pour parler de K-formes presque déployées.

Définition. — Soit G un K-groupe de Kac-Moody déployé sur E, avec E/K normale
et E corps infini. On dit que G est presque déployé (sur K) s’il vérifie la condition
suivante.

(PRD) L’action du groupe de Galois I' de E/K stabilise la classe de conjugaison
dans G(E) des sous-groupes de Borel positifs (respectivement négatifs) de G(E).

A titre d’exemple, une K-forme préalgébrique de G = @(K) déployée sur E (E
infini et E/K normale), est une E-forme algébrique de G.
Remarque — La condition ne dépend pas de E, elle se vérifie sur K. 11 suffit de faire
le méme raisonnement qu’a la fin de la preuve de la proposition (11.2.3).

On veut, dans les conditions de la définition, mettre en évidence une action naturelle
du groupe de Galois I" sur les immeubles Z, (E) et Z_(E). Partons d’un petit calcul
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et de quelques notations. Pour tout o de I, on sait que o B.(E) est un sous-groupe de
Borel de signe e. C’est-a-dire qu’il existe un élément g, dans G(E) défini modulo B (E),
tel que 0B(E) = g, B.(E)g;!. On fait un choix de tels g, pour tous les éléments o.
Puisqu’on a une action de T, pour o et 7 dans T, on peut calculer (70)B.(E) de deux
facons. D’abord

(TJ)BE (E) = g'raBe(E) (g'ra>71a

mais aussi

(TU)BG(E) = T(gUBe(E)g(;l) = (T(ga)g‘r)Bﬁ(E)(T(ga)gr)_l-

Ceci permet d’obtenir une relation de cocycle modulo B.(E) :

g'raBe(E) = (T(ga)gT)Be (E)

Revenons a 'action de I' sur les immeubles. On la définit par la formule suivante :
Vo el VgeG o(9B(R)) =T (E)70P®9™) = T (g) Fix(gB)E),

Cette définition ne fait pas apparaitre les g,, ce qui prouve son caractere intrinseque.
Il vont réapparaitre dans la vérification du fait qu’on a bien une action. Prenons en
effet o et 7 deux éléments de I'. Alors, pour g dans G, on a :

r(o(9B.(B))) = 7(Z(B)7 D5 PEC@) ") = 2(5(g)g, B(E)),
= 7(0(9)90 ) T(Be(E)) = 7(0(9) 90 ) 9r Be(E) = (70)(9)7(90 )9+ Be(E),

ce qui vaut (70)(g)g-o Be(E) par la relation de cocycle, ce qui est encore (70) (9B (E)).

On vient donc de définir une action de I' sur G(E)/B4(E) (respectivement
G(E)/B_(E)), I'ensemble sous-jacent a I'immeuble Z; (E) (respectivement Z_(E)).
Il reste & vérifier un dernier point, a savoir la compatibilité entre ’action de
G(E) et celle de T' sur ces ensembles. On se donne un élément o de I’ et deux
éléments g, h de G(E). On s’intéresse & I'image par o de hgB.(E). Celle-ci vaut
T ()7 (haBe E)(h9)™") | ou encore moins intrinséquement : (hg)gsBe(E). Ce qui vaut
0(h)o(9)gsBe(E) = o(h)o(g9Bc(E)). On peut résumer tout cela en s’exprimant en
termes de chambres :

Lemme — 1[I existe naturellement une action de T sur l'ensemble G(E)/B.(E) sous-
Jjacent a Uimmeuble de signe € du jumelage de G(E). Cette action est définie de la

facon suivante.

Pour toute chambre D de G(E)/B.(E), pour tout élément o de T, o(D) =
7. (B)oFix(D)(E)

Cette action est compatible a Uaction de G(E) au sens suivant.
Pour toute chambre D de G(E)/B.(E), pour tout o de T, et tout élément g de G(E),

o(gD) = o(g)(aD). O
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Pour l'instant, on dispose seulement d’une action du groupe de Galois par permu-
tations quelconques sur les chambres des immeubles. C’est la section suivante qui va
mettre en évidence une certaine compatibilité aux structures d’immeuble.

11.3.2. Eléments de Galois comme automorphismes du jumelage. Action
étoile. — Il s’agit tout d’abord d’identifier le groupe de Galois a un groupe d’auto-
morphismes des immeubles abstraits positifs et négatifs. Précisons qu’automorphismes
est a entendre au sens d’automorphismes cohérents, c’est-a-dire sans respect indivi-
duel des adjacences, mais au sens d’un respect global de ’adjacence : deux chambres
s-adjacentes sont envoyées sur une paire de chambres t-adjacentes pour un élément ¢
de S, éventuellement distinct de s. Cette vérification se fait en plusieurs étapes.

Lemme / Définition — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé sur K, dé-
ployé sur B, avec E/K normale et E corps infini. On dispose d’une action de Galois
sur Uensemble G(E)/B4(E) (respectivement G(E)/B_(E)) sous-jacent a l'immeuble
I (E) (respectivement T_(E)). Alors :

(i) Pour tout élément o de T', on peut choisir un élément g, de G(E) (bien défini
modulo T(E)) tel que 'automorphisme composé o* := (int g;* o o) stabilise les sous-
groupes standard B4 (E) et B_(E) (et donc T(E)).

(i1) Les éléments o* définissent naturellement une action de T' sur le groupe de
Weyl W qui ne dépend pas du choiz des éléments g, dans leur classe modulo T(E).

(iii) L’action de T sur le groupe de Weyl W par les automorphismes o* est appelée
Paction étoile — action x pour faire court — de I' sur W (relative d la standardisation

(A, C,-C)).

Remarque — L’automorphisme ¢* n’est rien d’autre qu’'un automorphisme rectifié
particulier. C’est en quelque sorte un meilleur choix de rectification.

Démonstration
Preuve de (i). On part d'un élément o du groupe de Galois I'. On sait déja qu’il

existe un élément g de G(E) qui rectifie ¢ en @ = int g~*

o o, automorphisme qui
stabilise le tore standard T" de G. Par ailleurs, puisqu'on s’est donné une K-forme
presque déployée, le groupe de Galois envoie un sous-groupe de Borel sur un sous-
groupe de Borel (de méme signe). Par conséquent, B (E) vaut nB, (E)n~! pour un
certain n dans N(E). En fait, on peut aussi écrire 7B_(E) = nB_(E)n~!. En effet,
comme pour By (E), on sait qu’il existe n’ dans N (E) tel que 7B_(E) = n’ B_ (E)n’~*.
Mais puisque B4 (E) N B_(E) =T(E), on a :

7B (E)NTB_(E) =5 (B4+(E)NB_(E)) =5T(E) = T(E).

Soit :
nB(Eyn~' nn'B_(E)n'~! = T(E)

ou encore :
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Vu laction de N(E) sur les groupes radiciels relatifs & T'(E), on a nécessairement
nT(E) = n/T(E). On vient donc de mettre en évidence un élément gn de G(E) qui
rectifie o en un automorphisme o* := (int gn)~! o o qui stabilise T(E), B (E) et
B_(E). Soient maintenant h et k' deux éléments tels que int(h) "' oo et int(h/)"loo
stabilisent B1 (E) et B_(E). Alors :

int(h~'h') "' BL(E) = (int h~'R") ! ((int b 0 0) B4 (E))
= ((int(h_lh/)_ ) o (int(h)~* oo))B+(E) = (int(h') "' 0 0) B4 (E) = BL(E).

Ceci montre que h~!h/ normalise B, (E). Or, par une propriété bien connue des BN-
paires, on a Ng(E)(B+(E)) = B4 (E), d’ott A=k est dans B, (E). De méme, h~1h’
appartient aussi & B_. Finalement, cet élément est dans T'(E) = B4 (E) N B_(E). En
résumé, étant donné un élément o de I, les éléments h de G(E) qui rectifient 'action
de o de sorte que int(h~!) oo stabilise a la fois By (E) et B_(E) existent, et sont tous
dans la méme classe modulo T'(E).

Preuve de (ii). On fait le choix pour tout o d’un représentant g, de la classe de
G(E)/T(E) qui permet d’écrire :

0B.(E) =int(g,) - B(E) (e = =£).

Il s’agit de vérifier qu’on obtient bien une action sur le groupe de Weyl. Commengons
par une remarque : si 0 et 7 sont deux éléments de I', pour chaque signe €, on
peut calculer de deux facons différentes (70)(Bc(E)), Il sagit du méme calcul qu'en
(11.3.1), modulo T'(E) cette fois. D’une part, le sous-groupe de Borel qu’on obtient est
groB(E)g;} par ce qui précede appliqué directement & 7. D’autre part, en faisant
les rectifications en deux étapes, il vient :

(TU) (BE(E)) = T(QUBG(E)gz;l) = T(QG)QTBE(E)(T(QU)QT)71

Mais, d’apres ce qui précede, ¢,-T(E) = 7(g9,)g-T(E), cette relation de cocycle mo-
dulo T'(E) étant vraie pour pour toute paire {7;0} d’éléments de I'. Soit w = n,T
un élément du groupe de Weyl. Il est clair que chaque automorphisme ¢* de g four-
nit un automorphisme du groupe W par o*w := ¢*(n,T(E)) = (6*n,)T(E). Cet
automorphisme ne dépend pas de 1’élément g, qui rectifie o puisque celui-ci est bien
déterminé modulo T'(E). Il reste & voir qu’on définit ainsi une action sur W. On se
donne donc 7 et o deux éléments de I'. On a, d’une part

(0" w) = 7(9, ' 0 (1) 90 ) T T (E) = 7 (9, ' 0(n) g0 ) T (E)
= int g7 ((g0) ™ (70)(m) 7(9:)) T(E) = int (g0 )g-) ™ ( (7)) T (D))

D’autre part :

(ro)*w = ((10)*ny)T(E) = int g} (((TU)(nw))T(E))
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Ces deux expressions coincident par la relation de cocycle modulo T'(E). On a donc
bien une action. O

On peut encore raffiner la description des actions qu’on a définies, a la fois sur les
immeubles et sur le groupe de Weyl.

Proposition

(i) L’action étoile de T' sur W stabilise 'ensemble de générateurs S de W ; au-
trement dit, I' opére par automorphismes de diagramme (cohérents) du systéme de
Cozxeter (W, S).

(i1) L’action du groupe de Galois T sur l'immeuble Z.(E) se fait par automorphismes
cohérents. Précisément, toute paire {C';C"} de chambres s-adjacentes pour s dans
S, est envoyée sur une paire de chambres o*s-adjacentes.

Avant de passer a la démonstration, complétons immédiatement le vocabulaire
introduit autour de ’action étoile.

Définition

(i) L’action de T' sur S déduite de celle sur le groupe de Weyl W est appelée
laction * sur S. On note I'* le sous-groupe de Sg, image du morphisme I' — Sg
correspondant.

(ii) On appelera aussi action *, Paction de T sur Q@ = @
sur S ci-dessus.

ses ZLas déduite de celle

Démonstration
Preuve de (i). Pour chaque élément o de I', on notera ¢* l'automorphisme de G

composé : o* := int g, ! o 0. Pour la E-algebre (L{D) o* désignera I’automorphisme

E?
semi-linéaire o* := Ad g, ! o 0. Ces deux automorphismes sont liés I'un & 'autre par

la formule :
VgeG Voerl V’UG(UD)E c*(Adg-v) = Ad(c*g) - o™v,

puisque o* n’est rien d’autre qu'un meilleur choix de rectification. On veut mon-
trer que chaque automorphisme ¢* stabilise 'ensemble de générateurs S. Ce qui
permet de vérifier cela est la caractérisation suivante. On sait que le sous-groupe
Uw(E) := U (E) NngytU_(E)n, pour w dans W et n,, relevant w modulo T'(E), pos-
séde une décomposition en écriture unique comme produit ordonné de £(w) groupes
radiciels relatifs & T'(E). s est donc caractérisé parmi les éléments de W par le fait
qu’un seul groupe radiciel suffit & décrire tous les éléments de Us(E). Au titre d’au-
tomorphisme rectifié comme en (11.2.2), o* envoie un groupe radiciel relatif & T' sur
un groupe radiciel relatif & T(E) (11.2.3). En outre, un tel sous-groupe indexé par
une racine positive sera envoyé sur un sous-groupe du méme type. Par conséquent
0*U(E) = U(E), (e = %), Aot : 0*Uy(E) = UL(E) N 0*(ny)U—(E)o*(ny,) L. Dans
le cas ot w est un élément s de ’ensemble S de générateurs, on sait que o*Us(E) est
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un groupe radiciel, donc Uy (E)No*(ns)U—(E)o*(ns) ™! en est un également. Ceci im-
plique que 0*nT'(E) est dans S. Par conséquent, pour tout o dans I', Pautomorphisme
o* stabilise bien S.

Preuve de (ii). Passons maintenant au probléme des adjacences dans les immeubles.
Si hB.(E) et h'B.(E) sont deux chambres s-adjacentes de Z.(E), on a par définition
h=th' € B.(E)nsB.(E). Pour tout o de T, il existe alors ¢ = o*s dans S tel que
o*nsT(E) = nyT(E), donc o*h™t - o*h' = o*(h~'h’) appartient & B.(E)n;B.(E).
Autrement dit, 0* (hB¢(E)) et o* (h/Bc(E)) sont des chambres t-adjacentes, avec t =
o*s. O

Les éléments de G(E) lui-méme sont des automorphismes stricts d’immeubles qui
respectent toutes les adjacences. En oubliant la rectification par un élément de G(E),
on obtient donc une permutation o de ensemble G(E)/B((E) sous-jacent a chaque
immeuble Z.(E) pour chaque o.

Corollaire

(i) Les permutations o de G(E)/B4(E) et G(E)/B_(E) ne respectent éventuelle-
ment pas les fonctions distance d. : I.(E) — W, mais respectent les fonctions compo-
sées Lod. : I.(E) — N.

(il) Pour ce qui est de la codistance, on a respect de £od* mais pas de la codistance
elle-méme. En particulier, une paire de chambres opposées est envoyée sur une paire
de chambres opposées par tout élément o de I.

Remarque — Plus précisément, les applications dy, d_ et d* sont W-équivariantes
pour les actions * de I sur 7, (E) x Z4 (E), Z_(E) X Z_(E), Z1 (E) x Z_(E) LU Z_(E) x
I+ (E) et W.

Démonstration

Preuve de (i). On vient de voir que si on a d.(gB¢(E),hB.(E)) = w, alors on a
aussi d.(0*gBc(E),c*hB.(E)) = o*w. Mais puisque G(E) opére par isométries des
distances combinatoires, on a :

de(0gBe,ohBe) = de(9o0" (9Bc), go0* (hBc)) = de(0*gBe, 0*hBe) = o™ w.

Preuve de (ii). C’est le méme raisonnement en remplagant les doubles classes de
Bruhat par les doubles classes de Birkhoff. O

11.3.3. Groupe de Galois comme groupe d’isométries. — C’est surtout la
version métrique du résultat précédent qui nous intéresse, car bien que les adjacences
ne soient pas respectées par le groupe de Galois, la métrique des chemins de la réali-
sation métrique de chaque immeuble va elle étre conservée.

Proposition — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé sur K, déployé sur
E, avec E/K normale et E corps infini. Alors, le groupe de Galois T' = Gal(E/K) est un

ASTERISQUE



11.3. FORMES PRESQUE DEPLOYEES DES GROUPES DE KAC-MOODY 279

groupe d’isométries de la réalisation métrique |Z; (E)|met (respectivement |Z— (E)|met )
de limmeuble positif (respectivement négatif) du jumelage de G(E).

Démonstration. — On a tout fait pour se mettre dans les conditions d’application de
la proposition (4.6.3) pour chacun des immeubles positif et négatif. O

Il reste maintenant a examiner le dernier volet des conditions d’application du
théoreme de point fixe de Bruhat-Tits, a savoir une condition d’action bornée.

11.3.4. Orbites finies sous Galois. — Pour pouvoir appliquer le théoreme de
point fixe, la derniére condition a vérifier est que le groupe d’isométries considéré est
borné. Nous allons voir que dans ce cas précis d’une action de Galois provenant d’une
K-forme presque déployée, les orbites sont bornées et méme finies.

Proposition — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé sur K, déployé sur
E, avec E/K normale et E corps infini. Alors le groupe de Galois T' = Gal(E/K) opére
sur les réalisations métriques des immeubles positifs et négatifs du jumelage par un
groupe borné d’isométries. Plus précisément, lorbite de tout point de |Z.(E)|met sous
I' est finie.

Démonstration. — 1l existe un sous-groupe V ouvert d’indice fini de I tel que V" fixe
une base donnée de Ay et chaque vecteur e; et f; pour s dans S. Soit o dans V, on
regarde Ad(cT(E)). C’est un sous-groupe de Ad G(E) formé d’automorphismes dia-
gonaux dans une méme base que Ad T'(E), d’apres la compatibilité entre les automor-
phismes rectifiés du groupe G et de la E-algebre (Up) . Par conséquent, T'(E) et 0T ()
sont des sous-groupes Ad-diagonalisables de G(EE) relativement & une méme base. Par
maximalité, il coincident (10.4.1). On a donc pour tout o de V : T(E) = ¢T(E). La
stabilité de T(E) sous o pour tout o de V, implique plusieurs points. D’abord, on a
aussi 0(N(E)) = N(E) pour tout o de V, puisque N(E) est le stabilisateur de T'(E)
dans G(E). On a donc directement — sans rectification — une action de o sur le groupe
de Weyl W. L’automorphisme o est son propre rectifié, donc on peut utiliser la stabi-
lité des groupes radiciels relatifs & T'(E) qui s’ensuit, et le fait que les automorphismes
o de (UD)IE et G(IE) sont liés, dans le sens ot ils induisent une méme permutation des
racines réelles. Ceci implique :

VoeV VseS oU, (E)=U, (E) et oU_, (E)=U_,(E).

Toujours parce que ces automorphismes sont liés et parce que oes; = e5 et o fs = f
(et par conséquent : k,, = k_,, = 1 pour tout s de S avec les notations de (11.2.5)),
on a donc :

VIEE" o(ns()) = 0(ua, (1) o(u—q, (7)) - o(ua,(l))
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Autrement dit, o(nsT(E)) = s, et donc l'action sur W définie en (11.2.2) et (11.3.2)
est triviale. Donc, pour chaque racine réelle a = was (w € W, s € S), le sous-groupe
radiciel correspondant U, (E) = n,,U,, (E)n,! est stable sous V. En particulier, on
sait déja que tout o de V stabilise B, (E) et B_(E).

Fixons maintenant un point  de |Z(E)|me. On veut montrer que 'orbite de a sous
I" est finie. Il suffit de montrer que toute chambre possede un nombre fini de trans-
formées sous I" dans |Z.(E)|meét, puisque de chambre & chambre un automorphisme o
établit une isométrie naturellement définie par un automorphisme de diagramme o*.
Partons donc d’une chambre de |Z (E)|me. On sait qu’on peut Pécrire wu,,.L pour
w € W la distance combinatoire de cette chambre & la (réalisation de la) chambre
standard L et pour u,, dans U, (E). On sait que pour tout o dans V, o - L = L, et
qu’on peut écrire Uy = Ua, (k1)Uay (k2) + - - Uay,, (Fe(w)) avec k; dans E, pour chaque i.
Puisque les automorphismes o sont liés, on a d’aprés (11.2.5) :

U(uw) = Ua, (klh (0’1{31))’11,,12 (kllz (UkQ)) T Uay ey (klle(w) (ka(w)))a

et méme k,, = 1 pour tout ¢ d’apres ce qui précede. Il existe donc un sous-groupe
d’indice fini de I" inclus dans V', tel que chacun des éléments u,, (k;) est fixe sous les
éléments de U. Ceci prouve que la chambre u,,.L a au plus #(I'/U)(< oo) transfor-
mées, et donc que 'orbite de tout point sous Galois est finie. O

Remarque — On a également montré que I'action * sur W ou Q) ou Ay est continue
(son noyau est ouvert d’indice fini).

Cette proposition acheve les préparatifs d’application du théoreme de point fixe.
La section suivante est en quelque sorte la premiere étape de la descente galoisienne.

11.3.5. Conséquence du théoreme de point fixe de Bruhat-Tits. — Le ré-
sultat est une application classique et simple, mais d’une importance capitale pour la
mise en place de la descente galoisienne. Puisque dans les réalisations métriques des
immeubles, seules les facettes de type sphériques sont représentées, il est logique d’ap-
peler partie équilibrée de |Z4(E)|met U |Z— (E)|met une partie rencontrant les moitiés
positive et négative de cet espace, contenue dans les réalisations de deux appartements
jumeaux et recouverte par un nombre fini de facettes (voir (5.4.4) pour la réalisation
conique).

Théoreme — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé sur K, déployé sur
E, avec E/K normale et E corps infini.

(i) Il existe des points fizes sous Galois dans les immeubles métriques |Z1 (E)|met
et |Z_(E)|met- Les facettes ouvertes les contenant sont donc stables sous Galois, ainsi
que leur fizateur Fix(Q)(E) dans G(E).

(ii) On suppose en outre que BE/K est galoisienne. Pour toute partie équilibrée Q
fize sous Galois, le groupe abstrait Fix(Q)(E) est stable sous Galois et le sous-espace

vectoriel de dimension finie W (Q)g est défini sur K, ce qui confére a GL(W(Q)E)
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une structure de K-groupe algébrique. La fléche Adg : Fix(Q)(E) — GL(W(Q)g) est
I'-équivariante, et l'image de Adq est un K-sous-groupe de GL(W(Q)E).

Remarques

(1) Le second volet du théoréme est non vide en vertu du premier. La réunion
de deux points fixes de signes opposés est en effet une partie équilibrée, puisqu’on
peut toujours trouver un appartement jumelé les contenant. Ce point (ii) est une
version rationnelle de 1’étude des fleches Adg commencée a la section (10.3) dans le
cas déployé.

(2) La preuve de (ii) montre aussi que 1’algébre de Lie p(Q)g est définie sur K.

Démonstration

Preuve de (i). L’existence de points fixes de type sphérique pour chaque signe pro-
vient de 'application du théoreme de point fixe pour I" vu comme groupe d’isométries
de |Z1 (E)|met et |Z— (E)|mes, en vertu de (11.3.3) et (11.3.4).

Ensuite, la compatibilité entre I'action de Galois sur le groupe et sur I'immeuble
fait conclure pour la partie concernant les groupes de 1’énoncé. En effet, si g est dans
le fixateur de F¢, alors pour tout o de ', on a : o(gF.) = oF, et donc o(g)(cF.) =
o(g)F., dou : o(g)F. = F.. Par conséquent, o(g) fixe encore F, et on a donc la
stabilité de Fix(Q2)(E) sous I

Preuve de (ii). On fait opérer un élément judicieux de G(E) pour se ramener au cas
ou l'appartement A attaché & T'(E) contient Q. L’espace vectoriel W(Q)g que nous
considérons est celui qui a été défini en (10.3.1), soit Pespace Q-gradué engendré par
la somme

Vect( 3 Ad(Fix(Q))ec) 4 p(Q)s.
ceE—A%(Q)

Donnons-nous o dans I'. ¢T'(E) est un sous-groupe de Cartan de G(E) inclus dans
Fix(Q)(E). D’apres I’étude des sous-groupes de Cartan de Fix(2)(E) (10.4.4), il existe
un élément g de Fix(Q)(E) tel que oT(E) = gT(E)g~!. On peut donc rectifier o par
un élément de Fix(Q)(E), de fagon & avoir ¢T(E) = T(E). Alors, un sous-groupe
radiciel par rapport & T(E) de Fix(2)(E) va étre envoyé sur un sous-groupe du méme
type par (SGR) :

Vae A(2) dae A(Q).
Or, les automorphismes @ de (ZJD)]E et G(E) sont liés, donc 7Ee, = Eez,, soit encore
(Adg! 0 0)(Eey) = Eegq.

On a donc : 0(Ee,) = Adg(Eez,). Et puisque g est dans Fix(Q2)(E), d’apres la
définition de la représentation adjointe par des exponentielles de ’action adjointe
d’algebres de Lie, on a : o(Ee,) = Adg - Eezq C p(Q)r. Pour ce qui est de Ay,
on sait que o respecte le terme de degré 0 de la Q-graduation. Donc oAy = Ay,
d’ott oAy, = Ad g - A} C p(Q)g. Cela prouve la stabilité sous Galois de p(Q2)g. Pour la
stabilité de W (Q)g, il reste & considérer le cas d’un terme Q-homogene v d’un élément
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de la forme Adh - e., avec ¢ dans —A"(Q) et h dans Fix(2)(E). C’est un terme de
la décomposition en termes Q-homogenes ), v; de Adh -e.. En appliquant & a cette
décomposition, on obtient

Zﬁ(vi) =0o(Adh-e.) = Ad(g 'o(h)g)T(ec).
—A"%(Q) est stable sous T et o(h) est dans Fix(Q)(E), donc par respect de la Q-
graduation par 7, (v) est un terme @Q-homogeéne d’un élément de W (Q)g. D’on
o) =Adg-a(v) € W(Q)g.

Pour le corps de définition, il suffit d’appliquer les criteres galoisiens classiques de
rationalité ([Bor90], (AG.14) p.29 ou [Ser94], (III.1.1) p.128), en constatant que
W(Q)g est Galois-stable dans (ZJD)]E définie sur K, avec E/K galoisienne.

La I'-équivariance de la fleche Adg est évidente puisqu’elle est déduite de celle de
Ad. Cette I'-équivariance implique que I'image Adq (Fix(€2)(E)) est Galois-stable dans
le K-groupe GL(W (Q)g), et le fait que Adg (Fix(Q)(E)) est défini sur K, & nouveau
par les criteres galoisiens classiques de rationalité. O
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CHAPITRE 12

DESCENTE GALOISIENNE

Nous allons gérer la descente en termes d’actions du groupe de Galois. Pour pouvoir
faire cela, il faut s’assurer que cette action ne fait pas perdre d’information, ce qui
revient a se restreindre aux extensions séparables. En fait, la combinaison de deux
théoremes classiques sur les K-groupes réductifs assure que cette restriction est inutile
dans le cas algébrique. Un théoreme de Cartier affirme qu'un K-groupe réductif est
déployé sur K des qu’il posseéde un tore maximal déployé sur K. Enfin, un théoreme
de Grothendieck établit I'existence d’un tore défini sur K dans un tel groupe, qui
va donc se déployer sur une extension séparable finie d’apres la théorie des groupes
diagonalisables.

On procede & une descente par voie géométrique (ou immobiliere). Cela nécessite
de nouvelles vérifications de compatibilités entre les actions de Galois et du groupe de
Kac-Moody sur la réalisation — conique, cette fois — de I'immeuble jumelé. Les résultats
intermédiaires comme les conjugaisons rationnelles sont énoncés dans le vocabulaire
des immeubles. Le résultat final est une propriété de permanence de la structure de
donnée radicielle jumelée entieére (12.6.3), mais un corollaire de l'approche géomé-
trique intermédiaire (12.4.3) est 'obtention de réalisations géométriques de nouveaux
spécimens d’immeubles jumelés presque déployés, a I'intérieur des immeubles jumelés
déployés (12.4.4).

La référence pour ce chapitre est la paire d’articles de G. Rousseau [Rou89] et
[Rou90], ol est traité le cas de la caractéristique 0 et des groupes de Kac-Moody
définis comme groupes d’automorphismes d’algebres de Kac-Moody classiques.

Dans tout ce qui suit, K désigne une cléture algébrique du corps K, et K, la
fermeture séparable de K dans K. Afin de voir les points rationnels comme points
Galois-fixes, on va se limiter aux K-groupes de Kac-Moody dont le foncteur en groupes
est défini sur la catégorie K-sép des extensions de corps de K dans K.
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12.1. Hypothése de descente. K-sous-groupes

Revenons au cas des groupes de Kac-Moody, pour lesquels on veut justement trou-
ver un analogue de la préparation a la descente précitée. Contrairement a ce qui se
passe en dimension finie, nous devons faire I’hypothese de déploiement sur la clo-
ture séparable (hypothese évidemment vide en caractéristique 0, sur les corps finis,
et plus généralement sur les corps parfaits). Avant cela, il faut introduire un peu de
vocabulaire supplémentaire sur les K-groupes de Kac-Moody et leurs sous-groupes.

12.1.1. Hypothése de descente. — Commengons par préciser une convention.

Convention — Pour toute sous-extension E/K, G(E) désignera le groupe des points
E-rationnels de G, c’est-a-dire G(E).

Cette convention fait simplement jouer un réle secondaire a la notation G par
rapport a la définition (11.1.3). Comme on ’a déja dit, nous allons faire ’hypotheése
de déploiement sur la fermeture séparable.

Hypothése — Dans tout ce qui suit, G désignera un K-groupe de Kac-Moody, c’est-
a-dire le foncteur d’une K-forme algébrique (G, (L{D)K), vérifiant les conditions de
descente suivantes.

(DCS1) G est déployé sur la fermeture séparable K (de K dans K).

(DCS2) Pour toute sous-extension séparable E/K, G(K,)(%:/E) = G(R).

Remarques

(1) L’hypothese (DCS1) permet d’appliquer les résultats du chapitre 11 avec E =
Ks, ce que 'on va faire. En fait, on pourrait travailler a partir de n’importe quelle
extension galoisienne E/K, avec E infini et déployant G.

(2) L’hypothese (DCS2) aurait plutdt sa place dans la définition des formes algé-
briques, mais j’ignore comment le prouver pour la forme déployée sans faire usage du
théoréme (12.4.3). La preuve de ce fait est donnée au lemme (13.2.4).

Nous allons maintenant adapter quelques arguments du chapitre 11 concernant
les réalisations métriques |Z|met (€ = %), pour décrire 'action du groupe de Galois
I' = Gal(K,/K) sur |7 (Ks)|co-

12.1.2. Action de Galois sur la réalisation conique du jumelage séparable

Nous nous plagons désormais dans le cas ou la K-forme (G, (L{D)K) du groupe de
Kac-Moody considéré vérifie la condition (DCS). Alors, la description de Iaction du
groupe de Galois T" sur |7 (K)o est completement calquée sur celle qu’on définit en
(4.6.3) sur une réalisation métrique |Z¢|ms; & partir d’un automorphisme cohérent. On
va reprendre le raisonnement pour cette situation, au moins dans la premiere partie
qui concerne les immeubles simples.

ASTERISQUE



12.1. HYPOTHESE DE DESCENTE. K-SOUS-GROUPES 285

Précisons. On se donne un élément de Galois o. On a dévissé I’action de ¢ dans le cas
d’une forme presque déployée : on sait qu’en rectifiant I’automorphisme o de G par un
automorphisme intérieur, on obtient un automorphisme o* = int g;! o o qui stabilise
la standardisation (A, C,—C'), en induisant un automorphisme de diagramme sur A
et A_, préservant la codistance restreinte & (AL x A_) U (A_ x Ay). L’action de o
sur la réalisation conique de Z.(Ky) est définie par o[gB.(Ks), z] = [0(9B(Ky)), o*z].
On a tout fait pour que cette action soit bien définie et comme pour la réalisation
métrique, on peut vérifier qu’on définit en fait une action du groupe de Galois tout
entier sur |Z4 (Ks)|co et |Z- (Ks)|eo (voir (11.3.1) et (11.3.2)).

Passons maintenant aux vérifications propres a la situation jumelée, non nécessaires
dans le cas métrique. Le fait que IT' fixe le point origine positif [¢B(K,), O] et le
point origine négatif [gB_(K), O] permet de passer au joint et d’obtenir une action
de I' sur |7 (K;)|co. On reprend l'espace vectoriel V =@, ¢
est défini le cone de Tits C. Rappelons que puisqu’on est dans le cas Kac-Moody,

Ras dans le dual duquel

les lettres grecques sont systématiquement remplacées par des lettres latines. Ceci
étant dit, on peut systématiquement renvoyer & (5.1) pour information sur le céne de
Tits. Soit maintenant ¢* un automorphisme de diagramme, qu’on voit comme une
permutation de S qui respecte les symétries du diagramme de Coxeter de (W, S). On
définit o 'automorphisme linéaire de V' défini par la permutation des vecteurs de base
s — Gg+5. Son automorphisme transposé stabilise le double cone C U —C, permutant
les chambres et les s-adjacences par 'automorphisme de diagramme o*. Ceci justifie
qu’on désigne encore par ¢* l’automorphisme cohérent du jumelage mince C U —C
qu’on a ainsi obtenu. Enfin, 'automorphisme ¢* du groupe de Weyl W peut aussi se
lire géométriquement sur C U —C. 11 suffit de poser pour tout w de W (C GL(V*)) :
o*(w) := o*w(c*)~!. On se donne maintenant une identification vectorielle :

CU—C — g|Alco
ewz — [gwB.(K), z],

pour un appartement g|A|co de |7 (Ks)|co. On compose cette fleche avec la permutation
o de |J(Ks)|co définie ci-dessus pour obtenir :

cCu-—C— g|A|C0 — 0(9|A|C0) = U(g)gd|A|C0
ewz — [qwB(K;), z] — [0(9)go0™ (w) Be(Ky), 0™ (z)].

On obtient de cette fagon un automorphisme cohérent d’immeubles jumelés minces,
qui préserve l'opposition et permute les s-adjacences par I'automorphisme de dia-
gramme o*. Cet automorphisme se factorise a travers 'automorphisme géométrique
o* défini précédemment sur C U —C et application obtenue de C U —C vers o(g|A|co)
est 'identification vectorielle ewz — [0(g)gowB(Ks), z].
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En résumé, pour chaque identification vectorielle CU—C — g|A|., et chaque élément
o du groupe de Galois, on a le carré commutatif :

cCu —5 L) g|A|co

Ak

E U *5 % 0(9|A|co)

ou les fleches verticales sont des automorphismes cohérents d’immeubles jumelés
minces, et les fleches horizontales sont des identifications vectorielles. On résume cela
en disant que le groupe de Galois opére vectoriellement d’appartement jumelé a ap-
partement jumelé.

12.1.3. K-sous-groupes. — Nous pouvons enfin donner les définitions relatives
aux K-sous-groupes, qui sont & nouveau justifiées par des critéres galoisiens de ratio-
nalité.

Définition

(i) Soit H un sous-groupe du groupe G(Ky) des points séparables de la K-forme
presque déployée (G, (UD)K)’ vérifiant (DCS). Alors, on dit que H est défini sur K
(ou est un K-sous-groupe) s’il est stable par le groupe de Galois.

(ii) Un K-sous-groupe parabolique est un sous-groupe parabolique de G(Kj) stable
sous Galois.

Remarques

(1) Un K-sous-groupe parabolique est évidemment un K-sous-groupe.

(2) Notons immédiatement la différence entre étre Galois-stable (c’est-a-dire stable
sous l'action du groupe de Galois) et Galois-fixe (c’est-a-dire fixe sous action du
groupe de Galois). Précisément :

Définition. — Soit H un K-sous-groupe de G. Alors, le groupe des points rationnels
de H est le groupe des points Galois-fixes de H(C G(Kj)). On le note H(K).

Remarques

(1) Pour 'instant on n’a pas de moyen de savoir que certains K-sous-groupes pos-
sedent des points rationnels.

(2) Ce choix de définition des points rationnels de sous-groupes est en accord avec
la définition des points rationnels de G tout entier, en vertu de 'axiome (DCS2).

Nous allons commencer a dévisser ’action de Galois sur la réalisation conique du
jumelage d’une forme presque déployée vérifiant la condition de descente (DCS).
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12.2. Existence d’appartements stables sous le groupe de (Galois. K-objets
immobiliers

Expliquons d’abord en quoi l'existence d’appartements Galois-stables est précieuse
pour ce qui va suivre. Partons de cette remarque : les raisonnements géométriques
de descente font un usage permanent de la notion de convexité. En particulier, on
a souvent besoin de justifier I'existence de points fixes sous Galois, et pour cela on
prend un isobarycentre de ’enveloppe convexe de points fixes déja mis en évidence.
Ce raisonnement n’est possible que si on est stur que le groupe de Galois opere affine-
ment sur une partie possédant une structure vectorielle et contenant ces points. Etant
donnés x et y deux points de (|7 (Ks)|co)!, un élément de Galois o enverra en général
un appartement jumelé A contenant x et y sur un autre possédant la méme propriété,
sans stabiliser A a priori. Dans cette situation, l'usage de la convexité est difficile.
L’existence d’appartements jumelés Galois-stables contenant x et y I’autorise.

On va se ramener a un argument de rationalité dans les groupes algébriques pour
prouver ce point, ce qui permettra de définir les premiers K-objets immobiliers néces-
saires & la mise en place d’une structure d’immeuble & partir de (|7 (Ks)|co) -

12.2.1. Existence d’appartements stables sous Galois. — Commengons par
une convention de notation.

Notation. — Si QF est une partie Galois-fixe de |J(Ks)|co, € désigne l'ensemble
Galois-stable des facettes qui la recouvrent.

Nous aurons besoin d’un résultat plus fort que celui cité dans la justification pré-
liminaire, qui concernait seulement deux points fixes.

Théoréme — Soit (G, (UD)K) un K-groupe de Kac-Moody, déployé sur la cloture sé-
parable K, de jumelage géométrique associé | T (Ky)|co. Soit QF une partie équilibrée
de | T (Ks)|eo et fize sous Uaction du groupe de Galois T'. Alors, il existe un apparte-
ment jumelé contenant Q et (globalement) stable sous l'action du groupe de Galois.

Démonstration. — Pour utiliser des résultats concernant les groupes algébriques, nous
allons bien str utiliser en permanence les dictionnaires entre sous-groupes de Cartan
et appartements jumelés (10.4.4). La condition de descente (DCS) permet d’appliquer
le théoréme (11.3.5). Par conséquent, W (Q)g ainsi que GL(W (Q)g) sont définis sur
K, et Adq (FlX(Q)) est un K-sous-groupe de ce dernier (11.3.5). Par un théoréme de
Grothendieck, Adg (Fix(£2)) posséde un tore maximal défini sur K ([Bor90], théoreme
(18.2) p.218). Ceci fournit un sous-groupe de Cartan Galois-stable et inclus dans
Adg (Fix(Q)), et donc un appartement jumelé Galois-stable et contenant  par le
dictionnaire précité (10.4.4). O

Répétons que l'intérét essentiel de ce résultat est de pouvoir se ramener a ’'inclu-
sion de parties Galois-fixes dans des appartements Galois-stables, ce qui autorise des
raisonnements géométriques puisque le groupe de Galois y opére vectoriellement.

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



288 CHAPITRE 12. DESCENTE GALOISIENNE

12.2.2. K-objets immobiliers. — Nous pouvons maintenant définir une série
d’objets formés de points fixes sous Galois dans le jumelage géométrique |7 (Ks)|co-
Pour l'instant, les termes immobiliers employés sont purement suggestifs. Le point de
départ est donné par la définition des K-appartements.
Définition

(i) Un K-appartement est un sous-espace de |J(Ks)|co Galois-fixe générique, et
maximal pour ces deux propriétés.

(ii) Le K-groupe de Kac-Moody G est dit K-isotrope si son jumelage associé
| T (Ks)|co possede un sous-espace générique Galois-fixe.

Le résultat qui précede montre que les K-groupes de Kac-Moody déployés sur K,
sont K-isotropes. En effet, le théoreme de point fixe de Bruhat-Tits appliqué a cha-
cun des deux immeubles assure l’existence de points Galois-fixes de type sphérique
(11.3.5), d’ot1 I'existence de parties équilibrées Galois-fixes et d’appartements Galois-
stables qui les contiennent. Sur ces appartements, le groupe de Galois opeére vectoriel-
lement, il suffit donc de passer au lieu des points fixes dans ces appartements pour
obtenir des sous-espaces génériques Galois-fixes. La mise en place de tous les autres
K-objets immobiliers découle de cela puisqu’on peut faire appel aux constructions de
la section (5.5). La situation est cependant plus riche dans le sens ot 'on disposera
en général d’une collection de sous-espaces génériques Galois-fixes, et pas d’un seul
tel sous-espace.

Définition

(i) Une K-facette (respectivement K-facette sphérique) est Pensemble des points
fixes d’une facette (respectivement facette sphérique) Galois-stable de |7 (Ks)|co-

(ii) Une K-chambre est une K-facette sphérique d’adhérence maximale.

(iii) Une K-racine d’un K-appartement Ag est une racine relative a Ax.

(iv) Un K-demi-appartement d’un K-appartement Ag est un demi-appartement
relatif & Ax. On notera donc D(a?) le K-demi-appartement associé & une K-racine af.

(v) Un K-mur d’'un K-appartement Ag est un mur relatif & Ag.

Remarques

(1) On verra plus tard (12.2.4) qu'une K-facette d’adhérence maximale est une
K-chambre.

(2) D’apres (11.3.5) et la correspondance bijective entre facettes sphériques des
deux réalisations (conique et métrique) d’un immeuble, il existe des K-facettes sphé-
riques dans les immeubles positif et négatif. En particulier, le théoreme (12.2.1) est
un résultat non vide.

Justification. — Une K-facette est un cone convexe non vide. La nature conique
convexe découle directement de la définition de Paction de T' (12.1.1). Pour justi-
fier qu'une K-facette est non vide, on remarque que sur une facette Galois-stable,
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I' opere par permutations des types suivant l’action étoile. L’action se fait par un
quotient fini de T" (11.3.4). On construit un point fixe en prenant l'isobarycentre de
I’orbite de n’importe quel point. Cette description des K-facettes permet de parler de

leur dimension. 0
Définition. — Soient Ax un K-appartement et A un appartement jumelé qui le
contient.

(i) Une K-racine (respectivement un K-demi-appartement) est réel(le) si son mur
relatif est un sous-espace générique.

(i) AR(Ak) (ou AF sile contexte est clair) désigne I’ensemble de ces K-racines.

(i) Px(Ag) (ou Px si le contexte est clair) désigne l'ensemble des K-demi-
appartements relatifs & Ag associés aux K-racines réelles.

On a un résultat dictionnaire immédiat.

Lemme — La prise de fizateur et le passage aux points fives dans (|J(Ks)|eo)' éta-
blissent une correspondance bijective G(K)-équivariante entre K-sous-groupes parabo-
liques et K-facettes. O

Donnons aussi un analogue rationnel des relations que peuvent entretenir deux
K-facettes de signes opposés.

Définition. — Deux K-facettes de signes opposés sont dites géométriquement opposées
s’il existe un appartement jumelé dans lequel elles sont des parties opposées.

D’apres (10.4.4), cette condition ne dépend pas de I'appartement jumelé choisi pour
les contenir. Montrons maintenant I'intérét de combiner la notion de convexité avec
lexistence d’appartements stables sous Galois.

12.2.3. Enveloppes convexes fixes sous Galois. — Les parties intéressantes
de points fixes de (|7 (Ks)|co)! vont étre définies & partir des opérations de calcul
vectoriel qu’on sait effectuer dans un appartement jumelé. L’indépendance de 1’en-
veloppe convexe de certaines parties de |J (Ks)|co vis-a-vis de Iappartement jumelé
choisi pour les contenir, permet de prouver quelques propriétés de convexité du lieu
de points fixes (|J (Ks)|co)T -

Lemme

(i) L’enveloppe convexe d’une partie équilibrée Galois-fize est Galois-fize.

(ii) L’enveloppe convexe d’une partie Galois-fize contenue dans un appartement de
signe fizé de | T (Ks)|co, est Galois-fixe.

(iii) Soit E% une K-facette sphérique. Alors, la prise d’enveloppe conveze établit
une bijection G(K)-équivariante entre les K-facettes géométriquement opposées a E°
et les extensions vectorielles Galois-fizes de E".
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Démonstration. — Faisons la remarque préliminaire suivante. De maniere générale, le
barycentre de deux points dans un appartement jumelé A sera envoyé par un élément
de Galois o sur le barycentre des points images dans oA, pour les mémes coefficients.
Cela découle directement de la description de l'action de Galois sur |7 (K;)|co d’ap-
partement jumelé a appartement jumelé.

Preuve de (i). L’assertion est directement justifiée par la remarque précédente,
parce que par (12.2.1) on peut supposer la partie considérée dans un appartement
jumelé Galois-stable (les barycentres ne sortent pas de cet appartement jumelé, et y
sont uniquement déterminés).

Preuve de (ii). La preuve repose & nouveau sur la remarque préliminaire, sachant
que deux points de méme signe de |7 (Ky)|co n’ont qu'un barycentre pour un systéme
de coefficients donné.

Preuve de (iii). Il suffit de remarquer que puisque les K-facettes sont des cones
convexes, l'enveloppe convexe et I'extension vectorielle de deux K-facettes opposées
coincident. D’ol la possibilité d’appliquer le premier point. o

12.2.4. Dimension commune des K-appartements. — Le résultat qui suit est
un premier indice de la transitivité de G(K) sur l'ensemble des K-appartements de

(1T (Ks)leo)"

Proposition — Soit (G, (L[D)K) un K-groupe de Kac-Moody, déployé sur la cloture
séparable K, de jumelage géométrique associé | T (Ks)|co. Alors :

(i) Deuz K-facettes sphériques de signes opposés sont toujours dans un méme K-
appartement.

(ii) Il existe un entier d tel que :

Une K-chambre de | T (Ks)|co est une K-facette de dimension d.

Un K-appartement est un sous-espace générique de dimension d de | T (Ks)|co-

Démonstration

Preuve de (i). Ces K-facettes sphériques forment une partie équilibrée et fixe sous
Galois, elles sont donc contenues dans un appartement Galois-stable (12.2.1). Leur
extension vectorielle est un sous-espace générique fixe sous Galois, a ce titre contenu
dans un K-appartement.

Preuwve de (ii). Soit d la dimension maximale d’une K-chambre de |7 (K;)|co et
F% une chambre ayant cette dimension. Par application du théoréme de point fixe
(11.3.5), il existe une K-facette sphérique —(F”)? de signe opposé, et par le point pré-
cédent, il existe un K-appartement Ag contenant F#U—(F”)%. On sait que Ak contient
une K-chambre de dimension dim Ak, donc par maximalité dim Ag = dim F’ b= d.

Si au lieu de choisir une K-facette quelconque, on se donne une K-chambre de signe
opposé, on prouve que toutes les K-chambres de signe opposé a celui de F% ont pour
dimension d.
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Enfin, puisqu'un K-appartement est enveloppe convexe de toute paire de K-
chambres opposées qu’il contient, tout K-appartement est de dimension d. O

Corollaire

(i) Une K-facette sphérique est une facette relative sphérique pour un K-
appartement de | T (Ks)]co-

(ii) Une K-facette est dans l’adhérence d’une K-facette sphérique, et donc d’une
K-chambre. En particulier, une K-facette d’adhérence maximale est une K-chambre.

Démonstration. — Le point (i) se déduit immédiatement de la proposition et de
(12.2.2), remarque (2). Le point (ii) se déduit de (5.2.3) de la fagon suivante. On
se donne une autre K-facette, sphérique de méme signe. On tend ensuite un segment
d’un point de la K-facette a un point de 'autre. L’intérieur de ce segment est recou-
vert par un nombre fini de facettes sphériques, d’apres (5.1.5) et (5.2.3)(iii), et il est
Galois-fixe par (12.2.3). O

Remarque — Le principe qu’illustrent ces propriétés est que dans cette situation,
on va remplacer les termes « relatif & un sous-espace générique (donné) » (5.5) par le
préfixe K-, qui exprime 'existence d’un K-appartement par rapport auquel un objet
est relatif. Quand la donnée d’un K-appartement sera fixée, on emploiera ’exposant
% au lieu de Iindice x pour les K-objets immobiliers, ce qui évitera d’alourdir les
notations quand on passera aux groupes de points rationnels définis a partir de ces
parties de (|7 (Ks)|co)' . La substitution du symbole A™ & la lettre ® pour les racines
fournit alors les notations suivantes.
Définition

(i) Une K-cloison est une cloison relative dans un K-appartement.

(ii) Soit E% une K-cloison de (|7 (Ks)|eo)'. Deux K-chambres de méme signe que
E" partagent E" (ou sont dites Eh-adjacentes) si elles contiennent toutes deux E’
dans leur adhérence.

12.2.5. Cas des K-appartements et des K-racines. — On peut bien str ap-
pliquer ces résultats aux K-appartements et K-racines, qu’on sait exprimer comme
enveloppes convexes de parties équilibrées. La prise d’enveloppe convexe permet sur-
tout d’établir une correspondance intéressante entre certaines K-chambres et certains
K-appartements.

Soit a® une K-racine réelle d'un K-appartement Ag. On se donne une K-chambre
positive F9 et une K-cloison E? de F* qui définissent D(a?), au sens de (5.5.2). On note
enfin F* I'opposée dans Ak de la K-chambre positive de Ax qui partage la K-cloison
avec F. F* est une K-chambre de D(a?) dans la partie négative du double cone Ag.
On va définir deux applications. L’une u va de ’ensemble des K-chambres partageant
Ef% avec F? distinctes de F% vers celui des K-appartements contenant D(a?). L’autre
v est définie dans le sens inverse. Partons d’'une K-chambre Fj_ partageant E avec F'"
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et distincte de F. Alors, il existe un K-appartement Al qui contient les K-chambres
Fi et FI. Déja, Ay contient 'enveloppe convexe de FP et Ef, c’est-a-dire D(a?).
Puisque Fi est une K-chambre, on voit que Aj est 'enveloppe convexe de F? et de
Fi, et finalement que Ay est bien déterminé par Fj_ (et a?). Ceci permet de définir
I’application p annoncée. L’application v est définie plus simplement : elle attache a
chaque K-appartement contenant D(a?) la K-chambre Fi qui partage la K-cloison E*
avec FI. Tl est clair que ces applications sont réciproques I'une de 'autre, d’ot :

Lemme — Soit D(a?) le K-demi-appartement réel défini par la K-chambre F? et la
K-cloison réelle E* qui lui est adhérente. Alors, Uapplication qui attache & chaque
K-appartement contenant D(ah) la K-chambre qui partage la K-cloison E' avec F¥,
étadblit une bijection entre les K-appartements contenant D(ah) et les K-chambres
distinctes de F' contenant E% dans leur adhérence. O

On va maintenant décrire 'action du groupe de points rationnels G(K) sur le lieu
de points fixes (|7 (Ks)|eo)'. On conserve bien entendu '’hypothese de déploiement
sur la cloture séparable.

12.3. Théorémes de conjugaison rationnelle

Cette section est consacrée a la preuve de certains théorémes de conjugaison de
sous-groupes Galois-stables sous I’action par conjugaison du groupe G(K) des points
rationnels du K-groupe de Kac-Moody G. Les raisonnements sont avant tout géomé-
triques, c’est-a-dire qu’ils ont lieu dans le jumelage géométrique associé | (Ks)|co et
qu’ils concernent les K-objets immobiliers correspondants.

12.3.1. Action du groupe des points rationnels sur le lieu de points fixes

Nous allons pour l'instant décrire l'action du groupe de points rationnels G(K) sur
le lieu (|J (Ks)|eco)' des points fixes sous Galois du jumelage conique |7 (Ks)|co-

Théoréeme — Soit (G, (L{D)K) un K-groupe de Kac-Moody G = @(K), de jumelage
| T (Ks)|co- On suppose la condition (DCS) vérifice.

(i) Pour toute K-facette E%, le groupe de points rationnels U(E)(K) opére simple-
ment transitivement sur les extensions vectorielles Galois-fizes de E".

En particulier, pour toute K-chambre F%, le groupe U(F)(K) est simplement tran-
sitif sur les K-appartements contenant F".

(ii) Pour toute partie équilibrée QF Galois-fize de (| T (Ks)|eo)', le groupe de points
rationnels U(Q)k est simplement transitif sur les extensions vectorielles Galois-fizes
de Q2.

(iii) Deux K-facettes sphériques (de signes quelconques) sont toujours dans un
méme K-appartement.

(iv) G(K) opére transitivement sur les K-appartements de | T (Ks)|co-
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Démonstration. — D’abord, remarquons que assertion (iii) est vraie dans le cas de
plusieurs K-facettes sphériques non toutes de méme signe et contenues dans un méme
appartement jumelé, d’aprés la démonstration de (12.2.4)(i).

Preuve de (i). Soit E* une K-facette, et soient Vi et Vi deux extensions vectorielles
Galois-fixes de E. On note E% (respectivement (E’ ) la K-facette opposée a EF
dans Vi (respectivement V). Alors, E_ et E sont deux facettes opposées a E, par
conséquent d’apres (6.2.3), il existe un élément v de U(E)(K,) qui envoie E_ sur E’ :
E' =wuFE_. Si o est un élément de Galois, on a (cu)(cE_) = oF’ . Puisqu’on était
parti de K-facettes, on a cE_ = E_ et oE’ = E’_, soit cuF_ = E’_; enfin, puisque
Paction de U(F)(Ky) est libre sur les facettes opposées & E, on obtient ou = u. Ceci
étant vrai pour tout élément de Galois o, on a bien u € U(E)(K).

Pour le cas particulier des K-chambres, il suffit de voir que I’extension vectorielle
Galois-fixe d’une K-chambre est un K-appartement, ce qui est immédiat par un argu-
ment de dimension (12.2.4).

Preuve de (ii). C’est exactement le méme raisonnement que précédemment en rem-
placant les K-facettes par des parties équilibrées Galois-fixes, le seul résultat sur le
groupe G utilisé étant un argument de simple transitivité (10.4.4).

Preuwve de (iii). Par la remarque préliminaire, il suffit de traiter le cas de deux
facettes de méme signe, et par symétrie il suffit de traiter le cas de deux K-chambres
F et E% positives. Le tout est de prouver que ces deux K-chambres font partie d’une
partie équilibrée Galois-fixe : on fera alors passer un appartement jumelé Galois-stable
par cette partie, et le lieu des points Galois-fixes dans cet appartement jumelé sera
contenu dans un K-appartement les contenant.

Pour l'instant, on peut se donner un appartement jumelé A sans stabilité sous
Galois a priori contenant F* U E? (autrement dit F' U E), et un appartement ju-
melé Galois-stable A’ contenant seulement F? (en faisant intervenir un point sphé-
rique Galois-fixe négatif quelconque). L’enveloppe convexe conv(FUE?) étant Galois-
fixe, la K-chambre E? est nécessairement dans I’extension vectorielle vect, (F?), sinon
conv(F% U E%) rencontrerait une facette dont la trace serait de dimension > d. On
sait qu’il existe un élément u de U(F)(Ks) tel que u - vectps (F) = vecty (F'). Puisque
E% est dans vecty(F?), on a l'inclusion u='E% C vecta/(F?). On note D? la partie
opposée & u~ ' E dans vecty (F?). D% est une K-chambre parce que c’est une trace de
facette, de dimension d, sur le K-appartement vectas (F?).

Par la scholie (6.1.4), on peut décomposer 1’élément u de U(F)(K;) en u = u'u”,
avec v/, u” dans U(F)(Ky), v’ fixant D et u” fixant v~ !E. On va montrer que
A" := /A’ est un appartement jumelé contenant les K-chambres positives F et E?,
et la K-chambre négative D!, ce qui achévera la démonstration par le raisonnement
préliminaire. A’ contient F' (respectivement D), donc u’A’ contient v'F = F (respec-
tivement v'D = D). Enfin, A’ contient « 'E = (u")~1(v/) " E, mais (u")"}(u')"'E
est (u')"1E par définition de u”. Par conséquent, A” = u’A’ contient E.
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Preuve de (iv). Etant donnés deux K-appartements Ag et A, on peut choisir une
K-chambre positive dans chacun d’eux — F% pour Ak et (F') pour A} — et faire
passer un troisieme K-appartement A} par celles-ci. On a terminé puisqu’il existe un
élément de U(F)(K) qui envoie Ag sur Ay, et un élément de U (F')(K) qui envoie Ay
sur Ar. O

12.3.2. Standardisations rationnelles et déployées. Noyau K-anisotrope

Par analogie avec le cas déployé, on peut aussi définir une version rationnelle des
standardisations.
Définition

(i) On parlera de standardisation séparable pour toute standardisation dans le
jumelage |7 (Ky)|co-

(ii) Une standardisation rationnelle de (|7 (Ks)|eco)' est un triplet (Ag, F%, —F"%)
ot Ak est un K-appartement, contenant les deux K-chambres opposées F et —F".

(iii) Une standardisation séparable (A, C,—C) et une standardisation rationnelle
(Ag, F " —F h) sont dites compatibles si A est un appartement Galois-stable contenant
le K-appartement Ak et si F% est dans ’'adhérence de C.

Remarques

(1) L’existence de standardisation séparables et rationnelles compatibles est préci-
sément le théoréme (12.2.1) appliqué & la réunion de deux K-chambres opposées.

(2) Si lon revient & la définition de Paction * du groupe de Galois, on voit que
puisque A est Galois-stable, il suffit de rectifier les éléments de Galois par des éléments
du stabilisateur N de A, définis modulo B4 (K,) N B_(K;) = T(K;). Autrement dit,
seul le groupe de Weyl intervient pour la rectification de I'action de Galois.

Dans la théorie des K-groupes algébriques réductifs, on fait intervenir le noyau
K-anisotrope d’'un tel groupe. En voici un équivalent, défini en termes immobiliers.

Définition. — Le mnoyau K-anisotrope associé & une standardisation rationnelle
(Ag, F?, —F?) est le fixateur dans G' du K-appartement de cette standardisation. 11
ne dépend que du K-appartement Ag, et on le note Z(Ak).

Puisque dans la standardisation rationnelle (Ag, F%, —F?), le K-appartement Ax
est extension vectorielle dans un appartement Galois-stable de la réunion FfU —F#,
on peut voir le noyau K-anisotrope Z(Ag) comme le facteur de Lévi (relatif & Ag)
commun aux deux K-sous-groupes paraboliques minimaux Fix(F?) et Fix(—F?%). Ces
décompositions de Lévi s’écrivent :

Fix(F") = Z(Ax) x U(F) et Fix(—F%) = Z(Ag) x U(-F),

tous les facteurs étant définis sur K.
Si on revient aux structures algébriques obtenues par restriction de la représenta-
tion adjointe, on retrouve la notion algébrique de K-anisotropie.
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Lemme — L’image de Uapplication Adg : Z(Ax) — GL(W(Q)g), avec QF = F4U
—F%, est un groupe algébrique semi-simple anisotrope sur K.

Remarques

(1) Dans ce cas précis, on a W(Q)g = p(Q)g = m(Q)x.

(2) L’image de Adg est essentiellement le semi-simplifié de Z(Ak), c’est lui qui est
donc K-anisotrope. Par contre, on verra (12.5.3) que le centre de Z(Ag) contient le
sous-tore K-déployé maximal standard de G. Ainsi, Z(Ag) n’est pas « K-anisotrope
au sens réductif ».

Démonstration. — On est dans le cas o le fixateur de la partie équilibrée QF est égal
au facteur de Lévi (du reste bien déterminé par F* U—F%). On a déterminé son image,
qui est un groupe algébrique défini sur K d’apres la condition de déploiement sur la
fermeture séparable. Par le calcul du noyau de Adg, c’est un K-groupe réductif de
centre trivial, donc un K-groupe semi-simple adjoint. S’il n’était pas K-anisotrope, il
posséderait un K-sous-groupe parabolique propre non trivial P, de préimage par Adg
un sous-groupe parabolique de Z(Ag) propre, et Galois-stable. Dans ce cas, Ad{z1 (P)-
U(F) serait un sous-groupe parabolique de G(K;) Galois-stable et strictement inclus
dans Fix(F%)(K,), ce qui est impossible par maximalité de F". O

12.3.3. Groupes radiciels rationnels. — Fixons Ax un K-appartement contenu
dans un appartement jumelé Galois-stable A. On voit A comme double cone dans
le R-espace vectoriel V* = (@ses Ras)*, et L% est le sous-espace vectoriel de V*
engendré par Ag. On part d’une K-racine réelle a? = a|:, dont D(a?) est le K-demi-
appartement associé. On va adapter la discussion de (6.4.2) & notre situation. En
particulier, on choisit une K-chambre F? et une K-cloison E® qui définissent D(aF),
c’est-a-dire :

Ft D Ef, D(af) =conv(F*U—E% et 9a® = conv(E*U—EY).

La réunion Q! := F% U —F" est une partie équilibrée dans A. On regarde son
fixateur. D’une part, on sait que c’est le fixateur de conv(Q?) qui ne dépend que de
Q% (10.4.5), d’ott Fix(QF) = Fix(D(af)). D’autre part, il existe une décomposition de
Lévi de Fix(QF), relativement & A :

Fix(Q%) = M(QF) x U(QF).

Chacun des deux groupes de cette décomposition est Galois-stable. On sait que M (QF)
est le fixateur de extension vectorielle de Q7. Cette extension vectorielle contient une
K-chambre, donc est le K-appartement Ag. Ainsi, M(QF) est le fixateur de Ag (i.e.,
le noyau K-anisotrope attaché au K-appartement Ax). Par ailleurs, U(Q9) est égal
au groupe U(conv(Qh)). Mais 1’enveloppe convexe de Q7 est le K-demi-appartement
D(a?), donc U(92F) = U(D(a")). Ce sous-groupe est engendré par une partie nilpotente
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de racines de A"(92%) dont on a vu (5.5.3) qu'il s’agissait de
®,: = {be A™ | D(b) N Ax = D(a*)}.

Puisque cette partie est stable sous Galois, U (2%) est Galois-stable. On peut résumer
tout cela dans le lemme suivant.

Lemme — Le firateur de tout K-demi-appartement réel D(a') de Ag est le produit
semi-direct du noyau K-anisotrope de Ak et du sous-groupe U(D(ah)) engendré par
la partie nilpotente @, des racines de A™ de trace a® sur Ag. O

Ces stabilités sous Galois vont permettre de définir des groupes de points rationnels.
Pour ces définitions, on peut adopter le point de vue plus précis des K-racines. Pour
chaque K-racine réelle a?, 'ensemble {b € A™ | I\ > 1 b% = Aa"} est une partie de ®f
Galois-stable; elle est donc prénilpotente. Elle est en outre N-close, par conséquent
on peut lui associer un sous-groupe unipotent de G(Ky).

Définition. — Soit a’ une K-racine réelle.
(i) On désigne par Al la partie N-nilpotente Galois-stable de racines de A™ :

Al ={be A™ |3\ > 10 = A}

ii) Le K-groupe radiciel U(a®) associé ¢ a' est le K-groupe unipotent engendré
g g
par les groupes radiciels Uy (K,) pour b dans AL. On note V,: le groupe de ses points
g a an 1€ 8
rationnels.
(iii) U(D(a?))(Ks) est le K-groupe radiciel associé au K-demi-appartement réel
D(ah). On note Vp(qs) le groupe de ses points rationnels.

Remarque — On verra en (12.5.4) que A ne peut prendre que les valeurs 1 et 2.

{b|: | D(b) N Ag = D(a")} est un quotient de ®%. C’est donc un ensemble fini
constitué de formes linéaires sur L, toutes colinéaires les unes aux autres par un
nombre réel strictement positif.

Définition. — On désigne par ag la forme linéaire restreinte de {b|.: | bNAg = D(af)},
telle que toutes les autres K-racines b* = b|.: de cet ensemble en soient multiples par
un nombre réel supérieur a 1.

Ce choix interviendra quand il s’agira de construire un systéme de racines rela-
tif, pour décrire la combinatoire de G(K). Par construction de aho, on a le résultat
immédiat suivant.

Lemme — Aag = O ; par conséquent U(D(a?))(Ky) = U(a%)(KS) et Vpan) = Vs -
O
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12.3.4. Propriété de Moufang rationnelle. — Nous allons maintenant regarder
I'action de Vs sur (|7 (Ks)|eo)' et prouver une partie de ce qu’on pourrait appeler
une propriété de Moufang rationnelle.

Lemme — Le groupe Vp(qsy opére simplement transitivement sur les K-chambres
contenant E* dans leur adhérence et distinctes de F*. En outre, Vp(an) €st non trivial,

et méme Vyz # {1}.

Démonstration. — On sait qu’on a une correspondance bijective entre les K-chambres
partageant la K-cloison E? avec F? et distinctes de F!, et les K-appartements conte-
nant le K-demi-appartement relatif réel D(a") défini par F% et Ef (12.2.5). Soit Af un
tel K-appartement. C’est une extension vectorielle Galois-fixe de la K-chambre (F_ )"
opposée & la chambre (F )% de Ag qui partage E® avec F9. Par conséquent, il existe
un unique v dans U(F_)(K) tel que vAx = A} (12.3.1). Cet élément fixe Ef (qui
est Popposé dans Ag et A% d’une K-facette adhérente & (F_)?) et donc D(af) (qui
est I’enveloppe convexe fermée de E% et (F_)) : il est dans Vp(at)- Ainsi, Vpasy est
transitif sur les K-chambres proposées. Un élément de V(44 fixant une quelconque
de ces chambres est trivial par décomposition de Lévi, d’ou la simple transitivité.
Pour la non trivialité de Vs et donc de V41, on raisonne sur le groupe nilpotent
U(a")(K,), en considérant le dernier terme V' de sa suite centrale descendante. C’est
un groupe abélien non-trivial et Galois-stable, qu’on peut voir comme un Ks-espace
vectoriel sur lequel I opére semi-linéairement d’apres (11.2.5)(iii). V,» contient donc
VT qui est non trivial par un résultat classique. O

12.3.5. Diagramme de Tits. — On peut conclure cette section par la construc-
tion de I'objet pressenti pour classer les K-groupes de Kac-Moody presque déployés.
Donnons-nous (A, C, —C) et (Ag, F?, —F%) une standardisation séparable et une stan-
dardisation rationnelle compatibles. Dans la théorie des groupes algébriques semi-
simples définis sur K, on sait que la classe de K-isomorphisme, I'action # et le noyau
K-anisotrope classifient ces groupes ([Tit66]). Dans notre situation, on peut envisa-
ger de classifier les K-formes algébriques (G, (UD)K) des groupes de Kac-Moody qui
vérifient la condition de déploiement sur la cloture séparable (DCS). Cette classifica-
tion se ferait en termes d’action de Galois sur le foncteur G et la K-algebre (UD)K,
avec les mémes invariants. Elle a été établie en caractéristique 0 par G. Rousseau —
[Bac-Bar-Ben-Rou95], théoréme (2.8) pour la question de I'unicité, et proposition
(2.11) pour la question de I’existence par réduction au rang 1.

Cette remarque suggere de définir I'analogue du diagramme de Tits ([Tit66],
[Bac-Bar-Ben-Rou95]) pour les groupes de Kac-Moody.

Définition. — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condi-
tion (DCS). Le diagramme de Tits (ou indice) de G consiste en la donnée
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(i) de sa «classe de K-isomorphisme », c’est-a-dire la donnée radicielle de Kac-
Moody D du groupe dont il est une forme;

(ii) de laction * du groupe de Galois sur D;

(ili) du noyau K-anisotrope de G.

Remarque — On entend par action * la donnée de 'action de I' sur la donnée radi-
cielle de Kac-Moody par automorphismes de diagrammes, i.e., par automorphismes
Z-linéaires de A stabilisant la base {c;} de D, et la cobase {hs} (pour 'automorphisme
de A déduit par dualité), en induisant un méme automorphisme du diagramme de
Dynkin de A. On aura l'occasion de revenir sur ces notions en (13.2.3).

Les moyens de représenter un diagramme de Tits dans le cas des groupes algébriques
semi-simples sont bien connus ([Tit66], [Sat71]). On «tord » le diagramme de Dynkin
de fagon a ce que les sommets d’une méme orbite sous * soient le plus proche possible,
et on encercle les orbites contenues dans S ~\ Sy, ou Sy est le type du noyau K-
anisotrope. Une telle représentation fait perdre de l'information, sauf par exemple
dans le cas d’une extension de déploiement quadratique. Pour un cas non classique,
voir [Bac-Bar-Ben-Rou95], chapitre 6 p.83-94. 1l s’agit des formes réelles presque
déployées des algebres de Kac-Moody affines.

12.4. Descente galoisienne

Nous pouvons aborder maintenant le résultat principal de ce chapitre, qui prouve
que le groupe des points rationnels d’'un K-groupe de Kac-Moody possede encore une
donnée radicielle jumelée (associée & une standardisation rationnelle (Ag, F, —F%)).
Cette structure combinatoire se définit a partir des K-objets immobiliers qu'on a
commencé a mettre en place et dont on a mis en évidence quelques propriétés. Une
partie substantielle a déja été faite a l'occasion de 1’étude du lieu de points fixes
(|T (Ks)|eo)'', mais on sait que pour parler de donnée radicielle jumelée, il faut disposer
d’un systeme de Coxeter et de ses racines. C’est ce qu’on va dégager dans la premiere
sous-section. Dans tout ce qui suit, (Ag, F%, —F"%) est une standardisation rationnelle.

12.4.1. Groupe de Weyl relatif. — Nous allons maintenant mettre en place le
groupe de Weyl relatif d’un K-appartement, qui va opérer sur les K-racines corres-
pondantes.

Définition. — Soit (Ag, F?, —F") une standardisation rationnelle de |7 (Kj)|co-

(i) On désigne par N(K) ou N(K)(Ag) le stabilisateur dans G(K) du K-
appartement Ag.

(ii) On désigne par Z(K) ou Z(K)(Ag) le fixateur dans G(K) du K-appartement
Axk.

(iii) Le groupe quotient N(K)/Z(K), noté W, est appelé le groupe de Weyl relatif
de G(K). C’est un groupe d’automorphismes de Ag.
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Remarque — Z(K) n’est rien d’autre que le groupe des points rationnels du noyau
K-anisotrope de Axk.

Justification. — G(K) opere transitivement sur les K-appartements jumelés, par
conséquent tous les groupes de Weyl relatifs sont isomorphes par conjugaison sous
G(K). Enfin, il est clair que Z(K) est distingué dans N(K), puisque Z(K) C N(K)
est l'inclusion du fixateur dans le stabilisateur d’'un méme espace. O

Dans un premier temps, on veut montrer que W9 est un groupe opérant sur le
double cone Ak, et qu’il est engendré par des réflexions, i.e., des involutions qui inter-
vertissent les demi-espaces de la K-racine correspondante. Pour cela, on réinterprete
I’action des K-groupes radiciels.

Proposition — Soit a' une K-racine réelle de Ag. Alors :

(i) Pour tout élément v non trivial de Vp,zy, il eviste deuz éléments v’ et v" de
V_D(asy tels que m(v) :==v'vv” fize Oa” et intervertisse D(a®) et —D(af).

(ii) La classe de m(v) dans W% ne dépend pas du choiz de v dans VD(at), €t est
d’ordre deuz.

(iil) La classe de m(v) dans W est la restriction a Ax d’un élément stabilisant Ax

du groupe de Weyl W de A.

Avant de passer a la preuve, introduisons tout de suite le vocabulaire suggéré par
ces propriétés.

Définition. — La classe de m(v) dans W est appelée la réflexion relativement a da®,
et est notée r,5. On désigne par S? ensemble des réflexions relativement aux murs
des K-demi-appartements simples réels de II* (5.5.1).

Démonstration

Preuve de (i). On se donne F* et (F')? deux K-chambres partageant la K-cloison
réelle E%, avec F% dans D(a%), (F')% dans —D(a%) et E% dans da’. Puisque I'action
de Vs est libre, v non trivial envoie (F’)? sur une K-chambre distincte de (F’)? et
contenant E% dans son adhérence. Par conséquent, il existe v’ dans V_ Da) ™ {11} qui
envoie v(F')f sur Ff. Clest le lemme (12.3.3) appliqué & —D(a%), (F”)% et u(F')%. Déja,
pour tout u de V_p(qe), on a v'ou(F')% = v'v(F')% = F% On veut en outre un élément
u de V_p(qs) tel que v'vuF* = (F')%, ou encore uF?% = v=1(v/)"H(F')? = v} (F')".
Mais on est assuré de l'existence d’une solution v” par le lemme précédent pour
—D(a?), (F")8, v=Y(F")% puisque v (F")? # F’. Ainsi, m(v)(F")? = v'v(F')! = F*
et m(v)F? = (v0)(v"F?) = (v'v)(v™ 1 (F')f) = o/(F") = (F')"%. Enfin, m(v) fixe da®
car v, v’ et v” fixent ce K-mur, et pour tout signe ¢, I'interversion des K-chambres
FEf-adjacentes montre que m(v)(eD(af)) = —eD(a") par connexité.

Preuve de (ii). Pour deux éléments v et v de V_p(4t), des éléments m(v) et m(v’)
operent vectoriellement sur Ag en fixant da? et intervertissant D(a?) et son opposée.
Ainsi, m(v)m(v') =t et m(v)? fixent Ag et sont donc dans Z(K).
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Preuve de (iii). m(v)~! transforme A en un autre appartement jumelé contenant
Ag. D’apres (10.4.4), il existe z dans Z(Ky), tel que zm(v)~! stabilise A, autrement dit

est égal & un élément n dans N par (10.1.3). Ainsi, puisque 27! fixe Ag, m(v) = n~1z

1

opere comme n~ - sur cet espace. o

Puisque les éléments m(v) stabilisent Ag et envoient point sphérique sur point
sphérique, il est clair que le groupe W' permute les K-racines réelles relatives & ce
K-appartement. On va aussi montrer que S% engendre W¥. Si F! et la K-cloison E°
(incluse dans F%) définissent le K-demi-appartement D(a%), alors r.:F? est la K-
chambre de Ag qui partage E® avec F¥. Ainsi, par le lemme (12.3.3), 'ensemble des
K-chambres qui partagent la K-cloison E? avec F! est {vres F h}veVau .

Lemme

(i) W est engendré par S% et opére simplement transitivement sur les K-chambres
de signe fixé de Ag.

(i) Soit W le groupe de Weyl de A. Soit W1 (respectivement Ws) le stabilisateur
(respectivement fizateur) de Ax dans W. Alors, comme groupe d’automorphismes de
Ak, on a Wi = W1/ Wa.

Démonstration

Preuve de (i). D’abord, il est clair qu'un élément de W qui fixe une K-chambre de
Ak, fixe en fait tout le K-appartement Ak, puisqu’il y opere vectoriellement. L’action
de W est libre, il reste donc & montrer qu'elle est transitive. Outre la K-chambre
positive F'% de la standardisation, on se donne une seconde K-chambre (F’)% et on
trace un segment qui joint un point de F? & un point de (F’)%. Ce segment est
une partie compacte convexe de l'intérieur du cone de Tits C. Il est ainsi recouvert
par un nombre fini de facettes sphériques. A chaque fois qu’il passe par un point
d’une K-facette de codimension > 2, on peut déformer le segment en une petite ligne
polygonale qui ne traverse que des K-facettes de codimension < 1. En étendant cette
manipulation a tous les points de ce type, on obtient une ligne polygonale dans Ag qui
définit une galerie rationnelle, au sens d'une suite ((Fp)?, (E1)f, (F1)5...), avec (I;)"
K-cloison partagée par les K-chambres (F;_1) et (F;)%. On raccourcit éventuellement
cette suite en Otant les bégaiements; on note SE la réflexion par rapport au K-mur
réel contenant la K-cloison (E;)!, et wE ’élément de W wE = 3571 : --sgsi, pour
i > 2. On a tout fait pour avoir ngh = (F;_1)%, ce qui montre que wfsf(wf)_l est
une réflexion de S%. En intercalant de tels wE et leurs inverses dans w on voit que

n+1
le sous-groupe de W engendré par S? est transitif sur les K-chambres positives. Le
cas négatif est rigoureusement identique, et la simple transitivité fait voir que W¥ est

engendré par S9.
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Preuve de (ii). Par la premiere partie du point qui précede et le point (iii) de la
proposition ci-dessus, on a déja W% C Wy /Ws. Un élément de W, permute les K-
chambres; et s’il en stabilise une, il la fixe point par point. Par la simple transitivité
du point qui précede, on a donc I'inclusion réciproque. O

On obtient ainsi la transitivité de 'action de G(K) sur les standardisations ration-
nelles de (|7 (Ky)|eo)T-

Corollaire. — Le groupe G(K) opére transitivement sur les standardisations ration-

nelles de (|7 (Ks)|co)t-

Démonstration. — C’est une conséquence directe de ce que G(K) opere transitive-
ment sur les K-appartements de (|7 (Ks)|co)! et que le groupe des points rationnels
du stabilisateur d’un K-appartement est transitif sur les K-chambres de signe fixé, ces
actions respectant I'opposition géométrique. o

Il ne reste plus qu’a montrer que le couple (W#, S) est un systeme de Coxeter, ce
qui n’est pas évident a ce stade. On va a cette fin mettre en évidence une structure
combinatoire sur G(K) tout entier.

12.4.2. BN-paire raffinée symétrique relative. — Rappelons qu'une BN-paire
raffinée symétrique est une combinatoire tres proche de la structure plus fine de
donnée radicielle jumelée. On passe par cet intermédiaire pour justifier I'existence
d’un systeme de Coxeter et de ses racines. On conserve la standardisation rationnelle
(Ag, F?, —F?).

Définition. — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condi-
tion (DCS). Soit (Ag, F%, —F*) une standardisation rationnelle du jumelage associé
| T (Ks)|eo- Vi (respectivement V_) désigne le groupe des points rationnels du K-
groupe U(F)(Ky) (respectivement U(—F)(Kj)).

Il ne manquait plus que ces sous-groupes pour définir la structure en question.
Commencons par un lemme qui relie la définition déja donnée des points rationnels
de K-groupes radiciels avec celle qui nous sera utile pour la vérification des axiomes
de BN-paire raffinée symétrique.

Lemme — Soit s% = 1, la réflexion simple de S* associée a la K-racine simple réelle
at. Alors, le groupe Vi N s?V_ (sh)_1 est aussi le groupe des points rationnels Vpax)
du K-groupe U(D(a%))(K,).

Démonstration. — On note E? la K-cloison adhérente & F? qui définit le K-demi-
appartement D(a”) dans Ag. On regarde lintersection U(F)(K,) N U(—s*F)(K,).
Elle vaut

U(F)(Ks) NU(=s"F)(Ks) = (U(F)(Ks) NU(—s*F)(Ks)) NFix(F U —s"F)(K,)
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puisque U(F)(Ky) fixe F et U(—s'F)(K,) fixe —sF. On peut écrire les décomposi-
tions de Lévi de Fix(F U —s%F)(Ky), Fix(F)(Ky) et Fix(—s'F)(Ks). Soit :

Fix(F U —s"F)(K,) = Z(K,) x U(D(a"))(K,),
le( )(Ks) = Z(K,) x U(F)(Ky), et
Fix(—s"F)(K,) = Z(K,) x U(=5"F)(K,).

En revenant & l'intersection précédente, on obtient U(F)(Ky) N U(—s'F)(Ky) =
U(D(a%))(Ks) qui fournit I'identification annoncée en passant aux points fixes sous
Galois. (|

Voici enfin un premier théoréme de structure de points rationnels.

Théoréme — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condi-
tion (DCS). On fire (Ag, F®, —F%) une standardisation rationnelle du jumelage as-
socié | T (Ky)|eo. Alors, (G(K), N(K),V,,V_, Z(K), S?) est une BN -paire raffinée sy-

métrique.

Démonstration. — Dans la série d’axiomes (RT1), seules les relations de normalisa-
tion et de génération posent éventuellement probleme. Z(K) est le fixateur du K-
appartement de la standardisation rationnelle (Ag, F’ " —F h), donc il est normalisé
par le groupe N(K) défini comme stabilisateur du méme K-appartement et il nor-
malise les groupes V. et V_ définis comme fixateurs d’une partie de Ag. Il reste la
propriété de génération G(K) = (N(K), V) (respectivement G(K) = (N(K),V_)) a
montrer. Soit g un élément de G(K). gF? est une K-chambre positive, & ce titre est
une K-facette sphérique, donc il existe un K-appartement Al qui contient F' LU g,
Ce K-appartement s’écrit uAg pour un élément u de Vi, d’ott u='gF? C Ag. En-
fin, par transitivité de N(K) sur les K-chambres de Ak, il existe un élément n de
N(K) tel que n~'u='gF® = F% Ainsi, n"'u"!g est dans le groupe Fix(F%) NG(K) =
Fix(F) N G(K) = Z(K) x V4. Finalement, G = VL N(K)V,. L’assertion pour le signe
— se prouve par le méme raisonnement.

Vérification de (RT2). Remarquons tout d’abord que tout élément w? de W trans-
forme un groupe radiciel en un groupe radiciel, par définition géométrique de ces
groupes. On a waD(au)(wb)*l = U(w*D(a%)) N G(K), et une K-racine réelle est en-
voyée sur une K-racine réelle, car N(K) opére vectoriellement sur Ax en envoyant
point sphérique sur point sphérique.

Pour I'assertion a), il suffit alors de se référer a (12.3.4) pour voir que Vp(qs) =
Vi N s'V_(s%)7! est non trivial, et de se référer a la proposition (12.4.1)(i) pour la
seconde partie des vérifications.

Pour l'assertion b), il suffit de revenir & la remarque préliminaire et de voir que
ViwiD(atr) est dans Vi ou V_ suivant que le K-demi-appartement w?D(a?) contient la
K-chambre standard F% ou non.
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Pour I'assertion c), on se donne un élément v de V. On note (F%)" = s%F% la K-
chambre géométriquement sf-adjacente & F% dans Ag. On regarde alors I'image par v
de (F%)'. Puisque F* # (F*)’, on a encore vF? # v(F*?)’. Mais comme FN(F?) C da?,
on a vF Nu(F%) C da. Par conséquent, il existe v’ dans Vb (ar) tel que ' lo(F) =
(F®). Ainsi, v'"'v est dans V, N (s%) 71V, s%.

Vérification de (RT3). On se donne vy dans Vi, v— dans V_ et n dans N(K)
tels que v_nvy = 1, soit v=! = nw,. On regarde I'image de F? par cet élément
4 deux écritures. v=! va envoyer F? sur une K-chambre opposée & —F% dans un
K-appartement contenant —F% U v='F?. Mais nv, envoie F sur nF? qui est dans
Ax, donc nécessairement nF? est opposée & —F" dans le K-appartement Ag. Par
conséquent, nFY est précisément F?, et n fixe le K-appartement Ay tout entier :
n € Z(K). On voit donc que nvy est dans Z(K)V, et v_ dans V_. Comme Z(K)V, N
V_ = {1} par décomposition de Lévi de P(F), on a finalement v_ = nv; = 1. Enfin,
par la méme décomposition de Lévi, on aboutit aussi &a n = vy = 1. O

Ce résultat justifie que le couple (W%, S%) est un systéme de Coxeter.

Corollaire. — (W¥, S%) est un systéeme de Coxeter. O

12.4.3. Théoréme de structure des points rationnels. — Nous allons main-
tenant énoncer le résultat de descente en termes de groupes, pour en faire ensuite
un commentaire géométrique (12.4.4). On veut mettre en évidence une structure de
donnée radicielle jumelée (1.5.1), et pour cela on considére le systéme de Coxeter
(W, S%). On prouvera une version plus fine qui mettra en évidence une donnée radi-
cielle jumelée entiere a la sous-section (12.6.3).

Lemme — La famille des K-demi-appartements réels D(ah) de Ak est en bijection
Wh-équivariante avec les racines abstraites de (W¥, S?).

Démonstration. — On montrera & la sous-section (12.6.1) que la K-chambre F9 est
un coéne simplicial de L. La conséquence qui nous intéresse est que la famille des aho
est libre dans (L%)*. A une nuance pres, Bf = (5%, (L9)*, (ag), (%)) est une prébase
de racines au sens de J.-Y. Hée (6.2.4). En effet, I'action contragrédiente de W* sur
(L#)* fait de W& un groupe de réflexions. La nuance est que (ag) n’est qu’'une famille
libre de (L%)* et pas une base. La restriction de la partition A™ = A LA™ & Lf
fait vérifier & B la condition qui fait d’une prébase une base de racines non pas au
sens de (6.2.4), mais au sens de [Hée91], définition (2.2) p.80 que nous adopterons
juste pour cette preuve. Ainsi, la partie positive de Ag découpée par les D(a?) est
le cone de Tits de W9 ([Hée91], sections I et J p.93-96). Enfin, la caractérisation
des K-chambres dans un K-demi-appartement réel donné en fonction de la longueur,
fournit 'identification cherchée ([Hée91], (2.40)(a) p.93). O

Ce petit résultat géométrique justifie que dans le théoreme qui suit, on adopte le
point de vue des K-demi-appartements réels de Ag pour travailler sur le systeme de

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



304 CHAPITRE 12. DESCENTE GALOISIENNE

racines ®x de WP Ainsi, 'ensemble d’indices de la donnée radicielle jumelée est la
famille ®k.

Théoréme — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condi-
tion (DCS). On fize (Ag, F?, —F*) une standardisation rationnelle du jumelage associé
|T (Ks)|co- Alors, (G(K), (Vb(at)) D(at)cdrs Z(K)) est une donnée radicielle jumelée de
type (W9, 5%) qui vérifie 'aziome (DRJ1),,, .
Démonstration. — L’axiome du commutateur est le seul a ne pas étre impliqué par
la structure de systéme de Tits raffiné symétrique (1.6.2). Il suffit donc de prouver
(DRJ1);;, - On va reprendre pour cela la notion d’intervalle linéaire de (5.4.2).
On se donne donc {D(af); D(b%)} une paire de K-demi-appartements réels de ®x.
Avec ce point de vue, les intervalles linéaires fermés et ouverts associés sont
[D(a®); DO, = {D(cF) | I\, € Ry, f = Na® + ub®} et
ID(a®); D(O")fin. == [D(a*); D). ~ {D(a"); D)}
Si on suppose maintenant {D(a%); D(b*)} prénilpotente, il existe deux K-chambres
positives F_i et F7 telles que
D@ N D®) D F. et (—D(a") N D(=b*) D FP.
On définit alors les parties de racines de A suivantes :

®([D(a%); D(0°)]iin.) :

Dy et
D(c?)€[D(a);D(b%)]1in.

2D@) D)) = U e
D(c?)€]D(a?); D(6%) [in.

(1) Etude des parties de racines

Soit ¢ une racine d’une telle partie. D(c?) et a fortiori D(c) contiennent Fy . Puisque
D(c) est réunion de facettes, elle contient d’ailleurs tout le résidu de F. Symétrique-
ment, —D(c) contient tout le résidu de F_. Ceci prouve déja que ®([D(a?); D(b"))iin.)
et donc ®(]D(a%); D(b*)[1in.) sont des parties prénilpotentes de racines. En outre, par
définition des intervalles linéaires, on a les implications

) ¢,d € ®([D(a®); D(b")in.) = [e;dlw € @([D(a*); D(O)]1in.);
¢ € ®([D(a"); D(b¥)]in.), d € 2(1D(a"); D(°)[1in.) = Jes d[nC (1D (a"); D(b*)fiin.)

ce qui montre que ®(|D(a%); D(b%)[1in.) et ®([D(a%); D(b%)]iin.) sont N-nilpotentes.
(2) Groupes associés
Ce qui précede sur les parties de racines permet de définir les groupes

Us(iD(at):po)]in) 0 Us(D ()08 )s

et fournit les relations :

Us(D(a): D0 )im) < V(D@D im) €t Us(D(a);005) ) 2 [U(D(a")), U(D ().
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L’inclusion de la premiere assertion provient d’une simple inclusion de parties de
racines. Le reste provient de la dernieére remarque sur les parties de racines et de
laxiome (DRJE1) dans G pour les groupes radiciels indexés par des racines de
®([D(a%); D(b")|1in.). Comme ®(]D(a%); D(b%)[1in.) est N-nilpotente, par le lemme
(6.2.5) pour G, on peut écrire en choisissant un ordre adéquat sur cette partie :

Us(1D(a%):D(68) 1) = H U(D(c%)) = H ( H Ud).

D(c#)€]D(af); D (b%) 1in. D(c#)€]D(af);D(b%)[1in. dE€P 4
Soit maintenant g un élément du groupe des commutateurs [Vp sy, Vppey]. Au
titre d’élément de Ug(p(at):D(b8)[n.)s 9 S€Crit g = HD(CN)E]DW);D(M)[“H Up(ery- En
outre, g est fixe sous le groupe de Galois I". Donc par unicité d’écriture, pour chaque
K-demi-appartement réel D(c?), up(esy est fixe sous Galois. Ainsi, up(.+) est dans
Vb(ety et g dans HD(ch)e]D(ah);D(bh)[linA VD (et)- O
Remarques

(1) Ce théoréme implique déja que nous pouvons faire usage d’une partie des pro-
priétés combinatoires du chapitre 6 : décompositions de Bruhat et décomposition de
Birkhoff avec écriture unique, décomposition de Lévi pour les sous-groupes parabo-
liques.

(2) L’étude des rapports de proportionnalité entre K-racines (12.5.4) montrera
qu’on peut mettre en évidence les axiomes d’une donnée radicielle jumelée entiere,
pour étre plus proche de la combinatoire de donnée radicielle génératrice de la théorie
de Borel-Tits revue par F. Bruhat et J. Tits ([Bru-Tit72], section (6.1) p.107-116).
Cela donnera droit au reste des décompositions du chapitre 6, méme si le systeme de
racines entier correspondant ne sera pas réduit.

12.4.4. Fabrication de jumelages presque déployés. Réalisation géomé-
trique. — Nous avons eu recours a des raisonnements géométriques pour aboutir a
un résultat de descente énoncé en termes de combinatoire des groupes. On peut aussi
adopter le point de vue des immeubles. Pour I'instant, on n’a pas mis en évidence une
structure d’immeuble jumelé sur le lieu de points fixes (|J (Ks)|eo)'. Précisément, il
faut voir cet espace comme une représentation géométrique particuliere, la structure
combinatoire de jumelage se déduisant en fait de la donnée radicielle jumelée associée
A une standardisation rationnelle. A partir de cette combinatoire de groupe, on ob-
tient un jumelage dont les immeubles de Moufang positif et négatif sont les ensembles
{9Z2(K)Vy }geax) et {9Z2(K)V_}geqk). Leurs chambres seront appelées chambres
rationnelles abstraites. Par transitivité de G(K) sur les standardisations rationnelles
de (|J(Ks)|eo)t, on voit que l'ensemble des K-chambres de (|Z.(Ks)|co)! est en
bijection avec celui des chambres de 'immeuble abstrait de signe e. L’application
9Z(K)V, — egF" établit une bijection entre ces deux ensembles.

Il s’agit de voir qu’on peut lire les relations de sf-adjacence et d’opposition

r

abstraites sur lespace (|J(Ks)leo)' . Commengons par les adjacences, et pour
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cela donnons-nous s% dans S% Deux chambres rationnelles abstraites gZ(K)V, et
hZ(K)V, sont si-adjacentes si par définition g~'h est dans Z(K)V,s?Z(K)V,. La
décomposition en écriture unique d’une double classe de Bruhat dans une donnée
radicielle jumelée fait voir que cette condition est équivalente au fait que g~ 'h soit
dans VD(an)shZ(K)V+.

Par G(K)-équivariance, il suffit de considérer le cas des K-chambres standard, et par
symétrie celui de F'%. Or, I'ensemble des K-chambres de (|7 (Ks)|co)' distinctes de F*
et géométriquement sf-adjacentes & F' (i.e., partageant la K-cloison E" avec F') est

précisément {vs® [}, cy par (12.3.3). Donc, la bijection globale entre les chambres

ol
rationnelles abstraites pgs(iti)ves (respectivement négatives) et les K-chambres positives
(respectivement négatives) de (|7 (Ks)|co)' respecte les s*-adjacences individuelle-
ment.

Il reste a parler de la codistance, c’est-a-dire plus simplement de la relation
d’opposition de deux K-chambres. On va faire le méme raisonnement que précédem-
ment. Rappelons qu’on convient de dire que deux K-chambres sont géométriqguement
opposées s'il existe un appartement jumelé les contenant dans lequel elles sont
opposées. Par G(K)-équivariance et symétrie, il suffit de déterminer les K-chambres
de (|J(Kj)|eo)" opposées & la K-chambre positive standard F?. Il y en a une par
K-appartement contenant F?, autrement dit par extension vectorielle Galois-fixe
de F%. Par simple transitivité de U(F)(K) sur cet ensemble (12.3.1), on voit donc
que lensemble des K-chambres de (|J(Ks)|co)' opposées & F? est précisément

{v(—=F%)}yev(r)x)- Combinatoirement, la décomposition avec écriture unique de la
grosse cellule de (G(K), (Vas ) D(atyeaze Z(K)) est

(ZK)WV)(Z(K)VL) = V_Z(K)Vy,

ce qui montre que I’ensemble des chambres rationnelles abstraites combinatoirement
opposées & F% est précisément {vZ(K)V_},c (). Les deux notions d’opposition
coincident bien et on a finalement montré le résultat suivant.

Théoreme — Soit (G, (UD)K) une K-forme du groupe de Kac-Moody G = _C%(K),
déployé sur la fermeture séparable Ky et de jumelage | T (Ky)|co. On note G(K) le
groupe des points rationnels correspondant et on se fixe une standardisation rationnelle
(Ag, F?, —F?), qui fournit une donnée radicielle jumelée (G(K), (Ve )D(au)eAUT{e, Z(K)).
Alors, le lieu de points fizes (| T (Ks)|eo)' est une représentation géométrique du ju-
melage abstrait de la donnée radicielle jumelée, au sens ou l'on y lit géométriquement
les relations de s%-adjacence et d’opposition. O

Remarque — Le lieu de points Galois-fixes (|7 (Ks)|co)! peut contenir des points
de type non sphérique qui sont sans rapport avec la combinatoire du groupe des
points rationnels G(K). L’ensemble (|J(Kj)|eo)! n’est donc pas une réalisation de
I'immeuble jumelé de G(K). Un exemple d’inclusion stricte de 'immeuble rationnel
dans le lieu de points fixes est donné en 13.4, voir en particulier la remarque (2).
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Au niveau d’un appartement, le phénomene correspond a un cas d’inégalité stricte
entre la dimension d’une K-chambre et le nombre de K-racines simples, voir le lemme
(12.6.1) et la remarque qui le suit.

Il s’agit maintenant d’interpréter les résultats géométriques qu’on vient d’obtenir
en termes de sous-groupes du K-groupe de Kac-Moody.

12.5. K-sous-groupes réductifs et petits sous-jumelages. Application aux
tores K-déployés

Précisément, on veut obtenir ’analogue de la conjugaison des tores K-déployés
maximaux pour les K-groupes algébriques. Pour cela, on va étudier les K-sous-groupes
réductifs d'un K-groupe de Kac-Moody, ce qui généralisera 1’étude du noyau K-
anisotrope faite en (12.3.2). En outre, 'approche géométrique passe par une étude
intéressante en soi des sous-jumelages de ces groupes, dont I'immeuble de chaque signe
sera bien entendu sphérique. Un autre sous-produit de ce travail est la détermination
des rapports de proportionnalité possibles entre racines relatives.

12.5.1. Structure algébrique des sous-groupes de Cartan. Tores K-
déployés. — On sait d’aprés la section (10.4) que tous les sous-groupes de
Cartan de G(K;) sont conjugués. Partant de cette remarque, on peut définir sur tout
sous-groupe de Cartan une structure algébrique. Pour T'(K;) le tore standard, la
structure est donnée au moyen du groupe abélien libre A par

T(Ks) = Homg, —aig (K [A], Ks),

ce qui signifie que K,[A] est 'algebre des fonctions régulieres sur T'(Ky).

Pour un sous-groupe de Cartan gT'(K,)g~!, on définit une structure algébrique en
posant que les caractéres algébriques de ce groupe sont les caractéres de (int g=1)*A,
ou * indique la précomposition. Cette structure est bien définie pour la raison suivante.
Si h est un autre élément de G(Kj) tel que gT'(Ks)g~t = hT(Ks)h ™!, alors il existe
n dans N = Ng,)(T(Ks)) (10.1.3) tel que g = hn. Par conséquent :

(int g~ H)*A = (int(hn)"H)*A = (intn " oint A71)*A
= (int A~ ")* ((intn™1)*A) = (int h™1)*A.
Définition. — Pour g7 (K,)g~! un sous-groupe de Cartan muni de sa structure algé-

brique, on note A(gT(Ky)g~!) := (int g~1)*A son groupe de caractéres algébriques.

Pour ces structures algébriques sur les sous-groupes de Cartan, les automorphismes
intérieurs sont des isomorphismes de groupes algébriques, si bien que ces structures
se déduisent de celle d'un quelconque des sous-groupes de Cartan. Cela permet, pour
traiter simplement les K-structures, de partir d’un sous-groupe de Cartan défini sur
K. On suppose donc que T'(K;) est défini sur K, ce qui implique par (11.2.5) que A
est stable sous Galois.
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Lemme

(i) Si gT(Ks)g~t est défini sur K, c’est-a-dire Galois-stable, alors sa structure
algébrique est celle d’un tore défini sur K.

(i) Il y a bijection entre les sous-groupes de Cartan de G(K;) définis sur K et les
appartements jumelés Galois-stables de | J (Ky)|co. Cette bijection provient du diction-
naire de (10.4) (prise de points fixes et prise de fixateur).

Démonstration

Preuve de (i). L’action de I" sur les caracteéres (non nécessairement algébriques) ¢ de
gT(Ks)g~! est donnée par o(c) := gocoo ™!, pour o dans I' vu comme automorphisme
de corps & gauche et comme automorphisme de G(K;) restreint & ¢7'(K,)g~" a droite.
L’énoncé signifie que cette action de Galois stabilise les caracteres algébriques de
gT(Ks)g~1. Soit donc ¢ un caractére algébrique de gT(Ks)g~!. Ce caractere s’écrit

-1

co o int g1, pour ¢y dans A. Soit o dans I'; par stabilité de g7 (Ks)g~! sous ', on a

o(g9)~" = ng pour n dans N = Ng k(T (K,)) (10.1.3). Alors :

o(c)=(cocpoo Ho(oointg oo™t

(cocpoo Nointa(g) P =[(cocgoo ) ointn ! oint g~ .

(cocpoo™1) est dans A d’apres (11.2.5), et N stabilise A par les relations de définition
des groupes de Kac-Moody déployés. Par conséquent, (cocpoo™t)oint n™! est encore
dans A et finalement o(c) est dans A(gT(Ks)g~!). La structure algébrique en question
est donc bien une K-structure.

Preuve de (ii). 11 suffit de montrer que si un sous-groupe de Cartan T’ est stable
sous Galois, le lieu des points fixes sous T 'est également, et inversement. C’est
standard. O

On peut alors définir les tores K-déployés de G(K;) en utilisant les structures
algébriques précédentes.
Définition

(i) Un tore de G(K) est un tore d’un sous-groupe de Cartan de G(Ky).

(ii) Un tore K-déployé de G(K;) est un sous-tore K-déployé d’un sous-groupe de
Cartan défini sur K de G(Kj).

Remarque — Dans le cas classique de dimension finie, un tore K-déployé d'un K-
groupe réductif est contenu dans un tore maximal défini sur K. Il suffit d’invoquer
Iexistence d’un tore maximal défini sur K dans le centralisateur du tore K-déployé
en question.

12.5.2. K-sous-groupes réductifs. Sous-jumelages rationnels associés

On se place maintenant dans la situation suivante. A est un appartement jumelé
Galois-stable, ¥ et —F sont deux facettes sphériques Galois-stables opposées dans A.
On pose Q := EU(—E). On s’intéresse aux structures de K-groupe algébrique sur les
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groupes de la forme Fix(Q2). On suppose, quitte a faire opérer G(K), que la facette E
est standard (sphérique) de type J.

K-sous-groupes réductifs

O™ (E) = ®™(Q) est un systéme de racines fini (5.1.5), {as}scs en est méme une
base. Ce sous-systeme définit une donnée radicielle de Chevalley-Demazure a partir de
la donnée radicielle de Kac-Moody D, a savoir Dy = (J, Alyxt, A\, (¢s)sed, (hs)se_]), et
par conséquent un K-groupe réductif (déployé) G ;(Ky). Par les relations de définition
d’un groupe de Kac-Moody (8.3.3) et la présentation d’un groupe réductif déployé
([Spr80], théoréme (11.3.2) p.253), on a un morphisme surjectif de groupes abstraits

0 Gy(Ky) — Fix(Q).

La référence [Spr80) traite le cas des groupes réductifs sur un corps algébriquement
clos, le cas déployé s’en déduit immédiatement. De part et d’autre de cette fleche, on
a des groupes possédant une combinatoire « standard » de systéeme de Tits jumelés,
pour lesquelles ¢ échange sous-groupes de Borel de chaque signe, et groupes relevant
le (méme) groupe de Weyl. D’ou le respect par ¢ des décompositions de Bruhat, le
fait que le noyau de ¢ est dans le tore maximal standard de G;(K;) associé a la
construction de celui-ci. Finalement, on est ramené a considérer la restriction de ¢ a
ce tore, qui est injective par construction. ¢ est un isomorphisme de groupes abstraits,
ce qui permet un transport de structure algébrique sur Fix(Q2). Pour cette structure,
le sous-groupe de Cartan T(K,) et les sous-groupes radiciels relatifs & T'(K;) dans
Fix(€) — les sous-groupes U, (Ky) pour a dans ®™(£2) — sont des sous-groupes fermés.
Les automorphismes de I' = Gal(K,/K) induits sur Fix({2) opérent sur ce groupe via
un quotient fini d’apres (11.3.4). Ils posent un probléme de descente de corps de base,
dont la solution fait de Fix(€2) un K-groupe réductif ([Ser59], (V.4.20), corollaire 2
p.110). A la différence de M (Q)(K,) qui désigne un groupe abstrait, M (Q%) désigne
le K-groupe réductif ainsi obtenu.

Les sous-groupes de Cartan de M (Q2) sont les sous-groupes de G(K;) inclus dans
M(Q). En effet, ces derniers sous-groupes sont en bijection avec les appartements
jumelés contenant €2, sur lesquels M (€2) est transitif (10.4.4) ; et M (€2) est transitif sur
ses tores maximaux. Ceci fournit une bijection entre famille de sous-groupes abstraits,
mais les structures algébriques se correspondent par définition de celles-ci pour les
tores des groupes de Kac-Moody. Ce dictionnaire est en outre Galois-équivariant, il
respecte donc les K-structures sur les tores.

Petits sous-jumelages rationnels

On peut utiliser la théorie de Borel-Tits pour décrire le groupe des points rationnels
dans le cas ou le semi-simplifié d’'un K-groupe réductif est isotrope. On va surtout
s’attacher a exploiter géométriquement quelques-uns des renseignements que cette
théorie procure ([Bor-Tit65]).
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Le résidu de F (respectivement —F') dans 74 (K;) (respectivement Z_ (K;)) est un
sous-immeuble de Z; (K,) (respectivement Z_(Ky)), et on sait que la réunion (dis-
jointe) Jq(Ks) de ces deux résidus est le jumelage de Fix(Q2). Une réalisation géomé-
trique de ce jumelage Jo(Ks) dans |J|co est donnée par | Jo(Ks)|co, la réunion des
facettes contenant F' ou —F dans leur adhérence (qui est aussi la réunion des facettes
contenues dans les chambres des résidus de F' ou —F, et de type inclus dans celui de
F'). Tout ceci est un rappel des considérations abstraites de (6.2.3).

Dans notre situation, on considere des résidus stables sous le groupe de Galois,
et le dictionnaire entre sous-groupes paraboliques de M () et facettes de Jo(Ks) se
restreint en un dictionnaire entre K-sous-groupes paraboliques de M (2) et K-facettes
dans Jqo(K,). Ainsi, (|Jo(Ks)|eo)! est une réalisation géométrique du jumelage des
points rationnels du K-groupe réductif M ().

Tore K-déployé attaché a un K-appartement

Si Ak est un K-appartement de (|7 (Ks)|eo)!', on peut lui associer un tore K-déployé
de la fagon suivante. On sait que le fixateur de Ak est abstraitement isomorphe & un
K-groupe réductif de semi-simplifié K-anisotrope, par le méme raisonnement sur les K-
sous-groupes paraboliques qu’en (12.3.2). Par conséquent, ce groupe admet un unique
tore K-déployé maximal au sens algébrique, qui n’est autre que la partie déployée de
la composante neutre de son centre. On le note Z9(Ak). On voit que c’est un tore
K-déployé de G(K;) en choisissant un appartement jumelé Galois-stable qui contient
Ag, par (12.2.1) appliqué & une paire de K-chambres opposées de Ag. Ainsi, ZJ(Ak)
est un sous-tore K-déployé du sous-groupe de Cartan Galois-stable correspondant. On
définit ainsi une application

{K-appartements} — {Tores K-déployés maximaux}
AK — Zg (AK>

qui est G(K)-équivariante (pour l'action de G(K) par conjugaison sur les tores K-
déployés).

12.5.3. Tores K-déployés maximaux et K-appartements. — On veut main-
tenant étudier la classe des sous-tores K-déployés de G(Kj).

Théoreme — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condi-
tion (DCS). On fize (Ag, F®, —F%) une standardisation rationnelle du jumelage asso-
cié | T (Ks)|co- Alors, tout tore K-déployé est conjugué par un élément de G(K) dans
le groupe Z9(Ax), qui est la partie K-déployée de la composante neutre du centre
du moyau anisotrope associé & (Ax, F*, —F%). En particulier, Z3(Ax) est K-déployé
mazximal et les tores K-déployés maximauz sont conjugués par G(K).

On se donne un tore K-déployé H, inclus comme sous-tore K-déployé dans un sous-
groupe de Cartan T"(Ky) défini sur K. Alors, le groupe d’automorphismes cohérents I’
agit sur I'appartement associé A(T’(Ky)) par un quotient fini (11.3.4), en stabilisant
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I’ensemble des points sphériques; il fixe donc une paire de facettes sphériques opposées.
Par transitivité de G(K) sur les K-chambres de (|7 (Ks)|co)t et puisque toute K-
facette sphérique est par définition dans l'adhérence d’'une K-chambre, on suppose
désormais que H fixe une K-facette standard en le conjuguant par un élément de
G(K). Ainsi, H est dans le fixateur de deux K-facettes standard opposées E? et —E",
et ce fixateur contient le noyau K-anisotrope associé a la standardisation rationnelle
choisie. 11 existe donc un élément de Fix(—E%U E?)(K) qui conjugue H dans Z9(Ag)
par [Bor90], théoreme (20.9) p.228.

Remarque — L’utilisation de la réalisation algébrique de 'immeuble de (10.1.1) et
(10.1.2), permet d’obtenir un dictionnaire entre sous-espaces contenus dans les parties
de la forme |Z_|7* NC des appartements jumelés et sous-tores génériques. Ce diction-
naire échange les sous-espaces Galois-fixes et les tores K-déployés. Cela doit permettre
d’obtenir une démonstration immobiliere du théoreme précédent, sans faire usage d’'un
résultat algébrique tel que [Bor90], théoréme (20.9) p. 228, au moins dans le cas ou
il existe des sous-tores génériques. Ceci a d’ailleurs été effectué pour les algebres de
Kac-Moody dans [Rou89] et [Rou90].
Il reste & se rappeler le petit résultat combinatoire (1.2.5) pour prouver :

Corollaire. — L’application G(K)-équivariante
{K-appartements} — {Tores K-déployés maximaux}

qui attache & tout K-appartement Al de (|J(Ks)|eo)' le tore K-déployé mazimal
Z9(AL) du K-groupe réductif anisotrope associé (12.5.1), est surjective. Elle est en
outre bijective dés que la condition combinatoire (CENT) de (1.2.5) est vérifiée. O

Remarque — La condition (CENT) se vérifie par exemple sur l'action du noyau
anisotrope du K-appartement standard sur les groupes radiciels relatifs. En fait, avec
la connaissance du systéme de racines, on doit pouvoir montrer que #K > 4 implique
(CENT).

12.5.4. Racines relatives proportionnelles. — Considérons la relation :
(%) a® =\, A > 0.

Elle implique d’emblée D(a?) = D(b?), si bien qu’on peut se ramener & 1’étude des K-
racines réelles passant par une K-cloison (sphérique) donnée. Enfin, par transitivité
de G(K) sur les K-chambres, on suppose sans perte de généralité que la K-cloison
qu’on considere est standard, de type J. On la note Ef = (F;)', et on introduit son
opposée —FE" dans Ak, ainsi que la partie équilibrée Galois-fixe QO := E*U (—FE"). Le
fixateur M (Q%)(K,) est un groupe réductif admettant une K-structure pour laquelle
le groupe de Galois I est transitif sur ®,; d’une part et —®,; d’autre part : c’est
un K-groupe réductif de rang 1. M (QF) contient T et Z(G) comme K-sous-groupes
fermés. On va plutdt considérer le K-groupe réductif M (Q7)/Z(G), de rang 1 lui aussi.
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Il admet T'/Z(G) comme sous-groupe de Cartan défini sur K, dont la partie torique K-
déployée est un tore K-déployé maximal qu’on appellera encore standard. Ce groupe
T/Z(G) a pour groupe de caractéres Q(D). Le R-espace vectoriel des points Galois-
fixes du dual (Q(D) Rz R)* est le tensorisé par R du groupe des cocaractéres du tore
K-déployé maximal standard de M (%)/Z(G). On le note (X)k. La T'-équivariance
de l'application caractere permet de définir un diagramme commutatif

Qr ——— Q(D)r

|

Qr|r: —— QD)rlxar,

ou la fleche supérieure horizontale est 'application caractere, et les fleches verticales
sont des applications de restriction. La relation (%) implique que les caractéres du
tore K-déployé maximal standard de M (Q%)/Z(G) sont proportionnels de rapport .
Par le résultat classique sur les rapports de proportionnalité entre racines relatives, on
obtient le premier point du résultat suivant ; le second résultant de I’étude des groupes
radiciels relatifs des K-groupes réductifs ([Bor90], remarque (21.7) p.231-232).

Lemme

(i) Si a® est une K-racine réelle, la seule K-racine réelle proportionnelle a a® pos-
sible pour un rapport > 1, est 2a”.

(i1) Vau est isomorphe & un groupe radiciel relatif de K-groupe semi-simple; en
particulier, Ve <1 Vi, O

On va maintenant utiliser les techniques abstraites de passage au quotient des
systémes de racines ([Bar96], chapitre 6), pour raffiner la détermination de la com-
binatoire des points rationnels d’un groupe de Kac-Moody presque déployé.

12.6. Donnée radicielle jumelée entiére d’un groupe de Kac-Moody
presque déployé

Nous terminons ce chapitre par une courte section qui consiste & donner une des-
cription plus proche de la théorie de Borel-Tits des points rationnels d’un groupe de
Kac-Moody presque déployé. La difficulté majeure consiste a définir I'objet qui va
indexer la combinatoire de ce groupe.

Dans tout ce qui suit, on se donne G un K-groupe de Kac-Moody presque dé-
ployé vérifiant (DCS). On va travailler aussi sur une standardisation rationnelle
(Ag, F% —F"%) et une standardisation séparable (A, C, —C) compatibles. Rappelons
enfin qu’on voit A comme double cone dans le R-espace vectoriel V* = (@Se g Ras)*,
et que L! est le sous-espace vectoriel de V* engendré par Ag.
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12.6.1. Géométrie du cone de Tits relatif. — Reprenons d’abord un résultat
géométrique de [Rou90] (remarque p.11).

Lemme — Soit (Ag, F%, —F?%) une standardisation rationnelle. Alors :
(i) Le sous-espace vectoriel LY est défini par des équations complétement explicites
a partir du diagramme de Tits. Précisément :

Lf={z e V*|as(x) =0Vs €Sy et as(x) = as(x) pour ['*s = T*t}.

(ii) F7 est un cone simplicial de L¥ de dimension d > #S%. Plus précisément, ses
K-murs sont indexés par les orbites sous l'action x de I' sur S ~. Sp, et ces K-murs
correspondent & des K-racines réelles (i.e.., sont génériques) si et seulement si la
réunion de Sy et de cette orbite est de type sphérique. L’ensemble de ces derniers
murs est indexé par S1.

Démonstration. — F? est dans Padhérence de la chambre standard C. On note Sy le
type de la facette standard contenant F?. On a F = F, go par définition. Pour chaque
o de I', on peut rectifier I'action de o par w € Wg, bien déterminé de fagon a ce
que ¢ := wo stabilise C. Chaque ¢ opere affinement sur Fg, par permutation des
étiquettes suivant I’action * de I' sur S. En outre, F7 est décrit comme suit.

Fo={zeC|as(x) =0VseSyet as(z) = a;(z) pour I'*s = T*t}.
S~.So
r‘*
I'* d’apres cette description). Par conséquent, on a d = #

ﬁ: {:L'EAK | (a5|Ln)(:L') EOVSGS\S()}

Cela définit un cone de dimension # (un degré de liberté par orbite de S\ .Sy sous

S\So
T+

et 'autre description

montre que F7 est Dintersection de d demi-espaces. F" est donc un cone simplicial de
Axg. #85% est le nombre de K-cloisons sphériques de F?, alors que d est le nombre de
toutes les K-cloisons de cette K-chambre, d’ou 'inégalité. On a prouvé ainsi le point
(i), et le point (i) s’en déduit par linéarité puisque F? engendre LF. O

Remarque — La section (13.4) fournira un exemple d’inégalité stricte, ot #S% = 1
et d = 2.

12.6.2. Systeme de racines entier relatif. — Au début de la sous-section
(12.4.3), on a utilisé des résultats concernant Paxiomatique de [Hée91] pour décrire
I’ensemble d’indices de la donnée radicielle jumelée relative. On prend cette fois pour
point de départ 'axiomatique de [Bar96], afin de montrer que A} est un systéme
de racines entier au sens de (6.2.4).

On a déja remarqué en (7.1.4) que A™ était un systeme de racines a base libre,
au sens de [Bar96], section (2.2) p.52-53, et ce avec Ny = {1} pour tout s (A est
réduit). La section 6 de la référence est tout entiére consacrée a la prise de quotient
des systemes de racines infinis, et c’est ce type de résultat qui nous intéresse. Pas-
ser au quotient consiste a partir d’une action de groupe sur un systeme de racines

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2002



314 CHAPITRE 12. DESCENTE GALOISIENNE

(vues comme formes linéaires sur un espace vectoriel L), et & regarder I’ensemble des
restrictions a l’espace des points fixes dans L sous I'action en question. Le but est
de montrer que I'ensemble de ces restrictions de formes linéaires reste un systeme de
racines.

Il faut pour cela procéder en deux temps, conformément a la démarche de la sec-
tion 6 de [Bar96|. La premiere étape consiste a effectuer le quotient par la partie
sphérique Sp, qui est le type de la facette contenant la K-chambre F?, ou encore le
type du noyau K-anisotrope. La seconde étape consiste a prendre le quotient par I’ac-
tion * du groupe de Galois. Dans notre cas, c’est-a-dire au terme des deux étapes, on
obtiendra, d’apreés [Bar96] (6.1.3) et (6.2.1), une description des restrictions des ra-
cines de A™ au sous-espace vectoriel de V* des points fixes sous I'action de W (Sp) xT'™*.
Mais d’apres (12.6.1), ce sous-espace est L?; on obtient autrement dit une description
de Aff comme systeéme de racines au sens de [Bar96], section (2.2) p.52-53.

Premiere étape : quotient par la partie de type sphérique Sp.

Cette étape nécessite la vérification d’un certain nombre de conditions techniques
— conditions (D) et (E) p.164, condition du lemme (6.2.6) p.168, de [Bar96]. Ces
conditions portent sur la composante connexe F(s) dans Sp U {s} de chaque s de
S N\ Sp. Dans [Bar96], il est précisé que ces conditions concernent les F(s) de type

sphérique, mais il résulte du raisonnement de (12.5.4) que la réunion d’une orbite de
S\SU

1.FPar conséquent, il faut vérifier les trois conditions pour tous les F'(s), mais pour ce
faire, il suffit de consulter la classification de [Tit66] (précisément la table II p. 54-61).
Les conditions (D) et (E) requiérent ([Bar96], p.164) :

(D) que le coefficient n’s de la plus grande racine positive dans le systéme de type
F(s) soit < 2;

(E) la stabilité de s sous l'automorphisme d’opposition induit par —ws, ol —ws

et de Sy participe & 'indice d'un groupe algébrique semi-simple de rang relatif

est I'élément de plus grande longueur de Wr(y).

On les vérifie effectivement sur les tables précitées. La troisieme condition est plus
technique et a elle aussi été vérifiée ([Bar96], remarque (b) p.169). On 'a déja re-
marqué, les types F(s) sont tous sphériques. Par conséquent, le résultat qui nous fait
conclure est [Bar96], corollaire (6.2.9) p. 169, qui décrit un systeme de racines réelles.

Seconde €tape : quotient par ’action *.

Quotienter par l'action * de I' ne nécessite en revanche pas de vérification parti-
culiere, on applique les résultats de la section (6.1) de [Bar96]. Le résultat qui nous
concerne est la proposition (6.1.6) p.158.

Récolte.

Pour décrire le résultat final, on peut étre un peu plus précis. L’enchainement des
deux passages au quotient permet d’obtenir un systéeme générateur de racines. C’est
dans notre cas le septuplet

(A%, (L5)*, L%, (= | =), {ad}, {al}, {N2}),
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qu’on ne va pas expliciter complétement. Il vérifie les six axiomes de [Bar96|, défi-
nition (4.1) p.79-80. A% est une matrice de Kac-Moody relative ([Bar96], définition
(2.1) p.43). Cette matrice entiére définit I'action d'un groupe de Coxeter W% de la
méme fagon qu’une matrice de Cartan généralisée définit ’action de son groupe de
Weyl sur son réseau Q (7.1.4). On va le comparer au groupe de Weyl relatif W%, qui
est plus concret dans le sens o ¢’est un sous-quotient de G(K).

De maniere générale, on souligne provisoirement les objets provenant de la théorie
de N. Bardy avant de les identifier & ceux qui existent déja et qui leur correspondent.
D’apres le lemme (12.6.1)(ii), les racines simples a(h) sont les racines simples de [Bar96].
Fixons un K-mur réel de la K-chambre standard, et considérons les réflexions s et
s% correspondantes pour les deux approches. D’aprés [Bar96] (6.1.4) et (6.2.5), s
est dans Wy /Wy qui est aussi W8 (12.4.1), et s7 - s? fixe la K-chambre standard. Par
simple transitivité, on obtient s? = s?, et finalement W% = W¥. 1l en résulte que les
deux systémes de racines (réelles) sont les mémes.

Revenons alors au vocabulaire de J.-Y. Hée et de (6.2.4). La matrice de Cartan de
la prébase B? est la matrice de Cartan généralisée K (A") de [Bar96], section (2.1).
C’est une matrice entiere qui vérifie 'implication

2€ N, = Agp € 2Z V1" € S5

Pour voir cela, il suffit d’utiliser 'axiome (SGR5) de [Bar96], section (4.1). Les
axiomes des bases et systemes de racines entiers sont alors conséquences des pro-
priétés des systemes de racines réelles des systemes générateurs de racines pour une
telle matrice. Résumons les points qui nous intéressent pour la combinatoire du groupe

G(K).

Lemme / Définition

(i) Bf = (S%, (L9, (ag), (%)) est une base de racines, de systéme de racines asso-
cié (I)]K.

(ii) AL est un systéme de racines entier pour B.

On parlera & propos de AR, de systeme de racines entier relatif du K-groupe de
Kac-Moody presque déployé G (vérifiant (DCS) ). O

12.6.3. Donnée radicielle jumelée entiere relative. — Voici enfin le théoreme
de structure fin du groupe des K-points, qui prend en compte via le systeme A, les
relations de proportionnalité entre K-racines réelles mises en évidence en (12.5.4) et
Iintégralité des intervalles pour ces K-racines. On est ainsi plus proche des résultats du
type « théorie de Borel-Tits » tels qu'ils sont énoncés par exemple dans [Bru-Tit72],
exemple (6.1.3)(c) p.110.

Théoréme — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condi-
tion (DCS). On fize (Ax, F?, —F%) une standardisation rationnelle du jumelage associé
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|T (Ks)|co- Alors, (G(K), (Var)aseare, Z(K)) est une donnée radicielle jumelée entiére
de type (BF, A).

Démonstration. — Les groupes radiciels de {Va”}aheA]fg figurent dans la famille
{VD(ah)}D(ah)e<1>Ka avec le méme signe. (DRJE3) découle de cette remarque et de
(12.4.3), ainsi que (DRJE4). Pour le second point de (DRJEO), on a besoin en outre
du lemme (12.5.4). L’axiome (DRJE2) est une conséquence de l'axiome (DRJ2), et
de I’étude des K-sous-groupes réductifs de rang 1 de (12.5.4) pour le second point.
Il reste axiome l'axiome du commutateur (DRJE1) pour lequel on peut adapter la
preuve de (DRJ1) de (12.4.3).

Soient {a®;b%} une paire prénilpotente de K-racines réelles de AR, et F_i ot F7
deux K-chambres positives telles que

D@ ND®*) > F? et (—D(a")) N D(=b) > F-.
Comme pour (12.4.3), on définit les parties de racines de A™ suivantes :

A(l@ V) = U Aw et A(dhV[n) = U A
chielal;bt]n na cti€lal;bt [y na

Chaque partie A est N-nilpotente et Galois-stable, étudions les deux réunions.

(1) Etude des parties de racines

Soit ¢ une racine d’une telle partie. D(c?) et a fortiori D(c) contiennent F, . Puisque
D(c) est réunion de facettes, elle contient d’ailleurs tout le résidu de F. Symétrique-
ment, —D(c) contient tout le résidu de F_. Ceci prouve déja que A([a%; b%]y) et donc
A(]a%; bi[y) sont des parties prénilpotentes de racines. En outre, par définition des
intervalles entiers, on a les implications

c,d € A([a%; b]y) = [e;d]y € A([a%; b%]y), et
ce A([a% b]y), d € A(la*; b y) = ]e; d[nC A(Ja%; b]w),
ce qui montre que A(Ja%; b¥[y) et A([a%; b]n) sont N-nilpotentes.
(2) Groupes associés
Ce qui précede sur les parties de racines permet de définir les groupes U (qt:¢),)
et UA(]an;bn () €t fournit les relations :
Un(astat) Ua(asitiy 6 Ungaspap 2 [U(a%), UB)).

L’inclusion de la premiere assertion provient d’une simple inclusion de parties de
racines, le reste provient de la derniére remarque sur les parties de racines et de
'axiome (DRJE1) pour G appliqué aux paires de racines de A([a%;b%]y). Comme
A(Ja% b[y) est N-nilpotente, en choisissant un ordre adéquat sur cette partie, on peut
écrire par le lemme (6.2.5) pour G :

Una(aspifn) = H U() = H ( H Ud).

cbe]at;b v na chelat;bi[yna dEA 4

ASTERISQUE



12.6. DONNEE RADICIELLE JUMELEE ENTIERE 317

Soit maintenant g un élément du groupe des commutateurs [V,s, Vie]. Au titre
d’élément de Uaas;pafy), g s'écrit g = che]aﬂ;bh[N uqs. En outre, g est fixe sous le
groupe de Galois IT'. Donc par unicité d’écriture, pour chaque K-racine ¢, u.; est fixe
sous Galois. Ainsi, u.s est dans V; et g dans Hche]ah‘b” v Ver- Ceci prouve (DRJE1). O
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CHAPITRE 13

CONSTRUCTIONS DE FORMES. ACTIONS
GALOISIENNES. FORMES QUASI-DEPLOYEES.
DESCENTE DANS UN IMMEUBLE HYPERBOLIQUE

Il s’agit de construire des formes de groupes de Kac-Moody qui rentrent dans le
cadre de I’étude théorique faite dans les deux chapitres précédents. On va voir qu’il
faut faire une restriction de catégorie pour faciliter la définition pratique de formes
de groupes de Kac-Moody. Les foncteurs des formes préalgébriques cherchées (11.1.3)
seront définis seulement sur la catégorie K-sép des extensions d’un corps K contenues
dans une cloture séparable fixée Ky, et pas sur toute la catégorie des K-algebres. Etant
donné que seuls K et K, interviennent dans la descente galoisienne du chapitre 12,
cette restriction n’a aucune incidence en matiere de production de groupes tordus et
d’immeubles jumelés non déployés. De ce point de vue, I’étude des points rationnels
s’apparente plus a la torsion abstraite telle qu’elle est effectuée dans [Ste68], qu’a
une étude des points rationnels d’un groupe algébrique comme dans [Bor-Tit65] ou
[Bor90]. Ce type de torsion a été déja considéré par J.-Y. Hée dans le cas quasi-
déployé ([Hée90]), sans recours & la géométrie des immeubles.

Apres cette étude théorique, on s’intéressera a une classe plus particuliére de formes,
a savoir les formes quasi-déployées. On montrera qu’elles sont les seules possibles sur
un corps fini, ce qui constitue une extension d’un théoreme de S. Lang. On fournira
aussi un procédé, pratique cette fois, de fabrication d’actions galoisiennes conduisant
a de telles formes.

On obtiendra enfin un exemple illustrant le théoreme de descente. On peut pour
cela envisager des classes particulieres de groupes de Kac-Moody. Pour éviter de pro-
duire des jumelages d’immeubles euclidiens déja connus (en considérant des matrices
de Cartan généralisées de type affine), on s’est placé dans le cadre des immeubles
hyperboliques. On construit ainsi des espaces hyperboliques au sens de Gromov avec
des propriétés remarquables qu’on ne fera qu’évoquer. Notre objectif principal sera de
construire des arbres jumelés semi-homogeénes pour une sous-famille de ces immeubles.
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13.1. Construction théorique d’une K-forme restreinte aux extensions a
partir d’une action galoisienne

On veut faire une remarque qui ramene en théorie la construction de K-formes de
groupes de Kac-Moody a celle d’actions de Galois compatibles sur les points séparables
d’un foncteur de Tits constructif et sur 'extension des scalaires de Z a K, de la Z-
forme de l'algebre enveloppante correspondante. La situation est la suivante.

Situation. — On se donne une donnée radicielle de Kac-Moody
D= (Sa Aa Aa (CS)SGSa (hs)ses)a

et un corps K dont on choisit une cloture séparable K. On suppose qu’on dispose en
outre d’une action de I' := Gal(K,/K) sur G(K,) = Gp(K,), et d'une action de I sur
(UD)KS respectant la filtration, de telle sorte que la représentation adjointe Adk, soit
Galois-équivariante.

La prise de points fixes fournit alors une K-forme Ui := (ZJD)HI;S de (ZJD)KS.
Pour chaque extension E/K (E sera toujours supposé dans Ky), on définit G(E) :=
G(K,) G2l /) Cela fournit un foncteur en groupes défini sur la sous-catégorie pleine
K-sép de K-alg formée des extensions de K contenues dans K. Toutes les valeurs
de ce foncteur sur les fleches de K-sép sont par définition des inclusions de groupes
(condition (PREALG2) restreinte & K-sép). En outre, la représentation adjointe est
I'-équivariante par hypothese. En résumé :

Lemme — Par le procédé ci-dessus, on produit a partir d’une action galoisienne
convenable (voir situation), une K-forme préalgébrique (G,Ux) dont le foncteur est dé-
fini sur la catégorie K-sép formée des extensions algébriques de K contenues dans K.

O

A ce stade, on a donc fabriqué une K-forme préalgébrique déployée sur la cloture
séparable K. Pour ce qui est du passage d’une K-forme préalgébrique a une K-forme
algébrique, les conditions (ALG) ne portent que sur action de Galois. Il suffit donc
de les requérir avec E = K, pour 'action de notre situation de départ, afin d’obtenir
une K-forme algébrique. La derniére étape consiste & vérifier la condition (DCS) pour
obtenir une K-forme sur laquelle pratiquer la descente galoisienne. Mais cette derniere
condition est vérifiée par construction. Finalement :

Proposition — On se place dans la situation ci-dessus, et on suppose que l’action
de Galois vérifie en outre les conditions (ALG). Alors, le procédé ci-dessus donne
naissance a une K-forme algébrique qui vérifie la condition de descente galoisienne

(DCS). O

Ce procédé est utile pour se ramener a des situations pratiques d’actions galoi-
siennes, qui permettent concrétement de construire des groupes tordus, comme dans
la section qui suit.
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Remarques

(1) On connait déja un certain nombre de formes. En caractéristique 0, elles ont été
étudiées via les groupes d’automorphismes des algebres de Kac-Moody par G. Rous-
seau dans [Rou89] et [Rou90]. Cette étude aboutit dans [Bac-Bar-Ben-Rou95] a
une classification théorique compléte, analogue a la classification de J. Tits des groupes
semi-simples en termes d’indice et de noyau anisotrope ([Tit66]). Une construction
concrete des formes presque déployées d’algebres de lacets y est présentée, et un ta-
bleau exhaustif des formes réelles presque déployées de ces algebres de Lie est dressé.

(2) De son coté, J.-Y. Hée ([Hée90]) a étudié les torsions a la Steinberg, a la
Ree-Suzuki, des groupes de Kac-Moody.

13.2. Formes quasi-déployées

Les K-formes quasi-déployées fournissent des exemples de K-forme presque dé-
ployées. Leur intérét réside dans le fait qu’on peut les construire explicitement. Ainsi,
pour E/K galoisienne, la simple donnée d’une action du groupe de Galois Gal(E/K)
sur la matrice de Cartan généralisée A de D par automorphismes de diagramme de
Dynkin, permet de mettre en place une forme presque déployée. Dans le cas d’un
corps fini, les valences de cet immeuble n’ont plus de raison d’étre constantes. (Les
valences sont les cardinaux des résidus des cloisons). On montre aussi une exten-
sion d'un théoreme de Lang qui affirme que tout K-groupe pour K un corps fini, est
quasi-déployé.

Remarque — Dans sa thése [Cho00], A. Chosson détermine des conditions néces-
saires et suffisantes pour qu'un automorphisme du diagramme de Coxeter « reversant
les fleches du diagramme de Dynkin » se releve en un automorphisme abstrait du
groupe de Kac-Moody. Les automorphismes obtenus sont du type de ceux utilisés
pour des torsions a la Steinberg et leurs points fixes devraient produire des groupes
de Kac-Moody tordus intéressants (voir la remarque (2). ci-dessus, sur le travail de
J.-Y. Hée).

13.2.1. Formes quasi-déployées
Définition. — Une K-forme algébrique de groupe de Kac-Moody est quasi-déployée
si I'action de Galois associée stabilise une paire de sous-groupes de Borel opposés.

Dans ce cas, le K-groupe de Kac-Moody correspondant est dit lui aussi quasi-déployé
(sur K).

Remarques

(1) T est clair qu'un K-groupe de Kac-Moody quasi-déployé est automatiquement
un K-groupe de Kac-Moody presque déployé puisque par définition tous les sous-
groupes de Borel de signe fixé se déduisent les uns des autres par conjugaison.
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(2) Considérons le cas d’un K-groupe algébrique réductif, qu’on voit aussi comme
un groupe de Kac-Moody. On a déja dit qu’il était déployé sur K, (chapitre 12, intro-
duction ou [Bor90], corollaire (18.8) p.222). Par conséquent, s’il est quasi-déployé au
sens ci-dessus, le groupe de ses points séparables admet deux sous-groupes de Borel
Galois-stables et donc définis sur K. C’est la définition classique de quasi-déploiement.
Réciproquement, supposons que ce groupe possede un sous-groupe de Borel B défini
sur K. On choisit un sous-groupe de Cartan 7' défini sur K dans le sous-groupe de Bo-
rel ([Bor90], théoreme (18.2) p.218), ce qui revient & choisir un appartement Galois-
stable. On appelle B_ le sous-groupe de Borel contenant T et s’intersectant avec B
suivant T'. Le transformé de B_ par tout automorphisme de Galois est un sous-groupe
de Borel contenant T et s’intersectant avec B suivant 1" : c’est B_. B_ est donc lui
aussi stable sous Galois, et on retrouve notre définition d’apres l'interprétation de
I’opposition dans le cas algébrique.

Comme le suggere le raisonnement précédent, on a en fait le petit résultat suivant.

Lemme — UnK-groupe de Kac-Moody presque déployé — vérifiant la condition (DCS)
— et possédant un sous-groupe de Borel Galois-stable, est quasi-déployé.

Démonstration. — On considere la chambre Galois-stable correspondante, qu’on peut
toujours supposer contenue dans un appartement Galois-stable (12.2.1). Le respect de
I’opposition par Galois implique que 'opposée de cette chambre dans ’appartement
jumelé en question, est nécessairement Galois-stable. O

13.2.2. Théoréme de Lang. — Une autre compatibilité avec le cas algébrique est
I'extension & notre situation d’un théoréme de S. Lang ([Hum?75], théoréme (35.2)
p.224).

Théoreme — Soit G un K-groupe de Kac-Moody presque déployé vérifiant la condi-
tion (DCS). On suppose que K est un corps fini : K=TF,. Alors, G est quasi-déployé
sur IFy.

Démonstration. — On se donne une standardisation séparable (A, C, —C) et une stan-
dardisation rationnelle (Ag, F, —F*) adaptées.

On regarde le fixateur de QF = F% U —F" qui est le noyau anisotrope associé &
ces standardisations. Par le lemme (12.3.2), 'image Adq(Fix(Q)) est un F,-groupe
réductif sans sous-groupe parabolique propre défini sur F,. D’apres le théoreme de
Lang classique, il admet aussi un sous-groupe de Borel défini sur F;. Ce n’est possible
que si ce groupe est un tore. Le facteur de Lévi Fix(Q%) de Fix(F?) est donc un
sous-groupe de Cartan défini sur Fy. D’apres sa description théorique (6.2.2), F' n’est
contenue dans aucun mur, autrement dit est une chambre. O
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13.2.3. Actions galoisiennes quasi-déployées. — 1l s’agit de mettre en évidence
une méthode plus concrete pour construire une action galoisienne, donc des groupes
et immeubles tordus. Partons d’'une donnée radicielle de Kac-Moody D dont le dia-
gramme de Dynkin sera noté D.

Définition

(i) Un automorphisme de diagramme de la matrice de Cartan généralisée A de D
est une permutation de son ensemble d’indices S qui induit un automorphisme du
diagramme de Dynkin de A.

(ii) Un automorphisme de diagramme de D est un automorphisme Z-linéaire de A
qui stabilise la base {c;} de D, et la cobase {hs} pour 'automorphisme de A¥ déduit
par dualité, en induisant un méme automorphisme de diagramme de A. On désigne
par Diag(D) le groupe des automorphismes de diagramme de D.

Remarque — Le diagramme de Dynkin d’une matrice de Cartan généralisée est défini
par exemple dans [Kac90], (4.7) p.51.
On se place dans la situation suivante.

Situation. — On dispose d’une extension galoisienne E/K pour laquelle il existe un
morphisme

* : Gal(E/K) — Diag(D),

o—o".

Puisque E/K est galoisienne, Gal(E/K) est un quotient de I' = Gal(K,/K), d’ou
un prolongement I' — Diag(D), encore noté .
En fait, on veut voir :

Proposition — Dans la situation ci-dessus, il existe une K-forme algébrique quasi-
déployée vérifiant la condition de descente galoisienne (DCS) et dont l'action * est
donnée par le morphisme % : ' — Diag(D).

Démonstration. — 1l suffit de revenir a la définition des foncteurs de Tits constructifs
et des extensions de Z-formes d’algebres enveloppantes. Les objets considérés étant
définis par générateurs et relations, un automorphisme de diagramme de D induit
un automorphisme Q-linéaire de la QQ-algebre de Lie gp par permutation de géné-
rateurs qui jouent des roles symétriques. Celui-ci induit un automorphisme de son
algebre enveloppante, qui stabilise les puissances divisées des éléments radiciels as-
sociés aux racines simples et les éléments « binomiaux » formés a partir de AY. Ce
procédé peut étre appliqué a 'image ox d’un élément de Galois ¢ de I'. On obtient

finalement un automorphisme semi-linéaire de (L{p) en faisant le produit tensoriel

Ks
par I’automorphisme de corps . On obtient ainsi une action de I'. C’est exactement
le méme type de raisonnement pour le foncteur de Tits constructif, et 1’équivariance

de la représentation adjointe est immédiate. O
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Remarques

(1) Une situation favorable est par exemple le cas ou la donnée radicielle du groupe
de Kac-Moody est la donnée radicielle adjointe minimale ou la donnée radicielle sim-
plement connexe (7.1.2). Un morphisme & valeurs dans le groupe des automorphismes
de diagramme de la matrice A suffit alors a définir une action. Si on veut juste produire
un immeuble tordu, c¢’est donc une de ces deux données radicielles de Kac-Moody qui
est a considérer en priorité.

(2) D’apres (13.2.2), les formes presque déployées sur les corps finis des groupes
de Kac-Moody sont déterminées par une donnée radicielle de Kac-Moody et un auto-
morphisme de diagramme, puisque les extensions de corps finis sont cycliques.

13.2.4. Actions galoisiennes déployées. — Un cas particulier d’action quasi-
déployée est donné bien entendu par ’action déployée, qui est caractérisée par la tri-
vialité du morphisme *. Si on applique le théoréme de descente (12.4.3) & chaque exten-
sion séparable E/K, on peut déterminer les valeurs du foncteur E — QA{)(KS)G"‘I(KS/ E)
restreint a K-ext. Par définition de l'action de Galois sur les générateurs du groupe
de Kac-Moody, le groupe de Galois Gal(K;/E) opére trivialement sur G(E) — soit
G(E) C G(K,)G2(Ks/E) _ ot sur ses immeubles, vus comme sous-immeubles de G(K,)
(10.1.4). En particulier, 'appartement jumelé standard est Galois-fixe : c’est un E-
appartement, et la standardisation séparable est une standardisation rationnelle. Les
sous-groupes radiciels relatifs associés ne sont autres que les valeurs sur E des groupes
radiciels déployés; de méme, T(K,)(%:/E) = T(E). Ainsi, par (12.4.3), on obtient
autre inclusion G(E) D G(K,)G2E:/E) et (12.4.4) fait conclure que les immeubles
de G(E) sont exactement les points Galois-fixes sous Gal(K;/E) dans |J(Ks)|co. On

a prouveé :

Lemme — Le foncteur-groupes associé a une action galoisienne déployée coincide sur
la catégorie K-ext avec le foncteur de Tits constructif. Les jumelages de points fixes
sont les jumelages associés aux valeurs de Gp. O

Remarque — Une autre fagon de voir les choses pour le volet « groupes » consiste a
dire que la forme déployée (Gp,Up) vérifie la condition (DCS) pour K-ext.

13.3. Construction d’un arbre jumelé semi-homogéne dans un immeuble
hyperbolique

Nous allons maintenant considérer des exemples plutot concrets d’immeubles de
Kac-Moody. Ils appartiennent & une famille d’immeubles hyperboliques construite et
étudiée sous un point de vue géométrique par M. Bourdon dans [Bou97] : les im-
meubles I, 114. Ce sont les exemples les plus simples d’immeubles dont les apparte-
ments peuvent étre vus comme des pavages d’espaces hyperboliques obtenus par le
théoréme de Poincaré (pour ce théoreme, voir par exemple [?], théoréeme (IV.H.11)).
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Nous allons faire un bref survol de leurs tres belles propriétés géométriques, qui in-
citent a les voir tantot comme des analogues des espaces symétriques riemanniens
de rang 1 non compacts, tantét comme des analogues des produits d’arbres homo-
genes de méme valence. Ce que l'on verra dans un premier temps, est que des que
la valence commune des cloisons d’un tel immeuble est un cardinal (fini) de droite
projective, cet immeuble provient d’un groupe de Kac-Moody (sur un corps fini).
En travaillant sur des corps finis, on obtient des réalisations métriques d’immeubles
localement compactes qui cumulent une nature hyperbolique et une structure d’im-
meuble de Kac-Moody. On définira alors des formes quasi-déployées des groupes de
Kac-Moody correspondants dont les immeubles associés formeront des arbres jumelés,
qu’on peut choisir semi-homogenes.

13.3.1. Les immeubles hyperboliques I, 1,,. Aspects géométriques

Dans cette sous-section, on se limite a une présentation géométrique des immeubles
qui nous intéressent. Il n’est pas question de théorie de Kac-Moody. On choisit ici une
définition des immeubles hyperboliques de type R, un peu plus restreinte que celle
proposée dans [Gab-Pau98], dans le sens ou les chambres sont compactes.

Immeubles hyperboliques. Existence et unicité des immeubles Iy 144

Notre préférence pour la définition de ces immeubles va logiquement & leur présen-
tation géométrique.

Définition. — Soit R un polyedre hyperbolique de dimension n pavant H™. Un im-
meuble hyperbolique de type R est un polyedre hyperbolique par morceaux, union d’une
famille de sous-complexes qu’on appelle appartements, qui sont tous isomorphes a la
cellulation de H™ par R et qui vérifient les axiomes d’incidence suivants.

(i) Par deux points passe toujours un appartement.

(ii) Si ¥ et X’ sont deux appartements, il existe un isomorphisme polyédral fixant
Ny

On ne s’intéressera plus qu’aux exemples suivants jusqu’a la fin.

Proposition / Définition — Soient r et q des entiers, avec r > 5 et ¢ > 2. Soit R le
r-gone régulier a angles droits du plan hyperbolique H?. Alors, & isométrie prés, il
existe un unique 2-compleze cellulaire simplement connexe caractérisé par les proprié-
tés suivantes.

(i) Ses 2-cellules sont isométriques ¢ R, elles sont attachées par leurs arétes et
sommets, et deux 2-cellules ont au plus un sommet ou une aréte en commun.

(ii) Le link de chaque sommet est le graphe bipartie complet & (¢ + 1)+ (¢ + 1)
éléments.

On le note I 14q. C’est un immeuble hyperbolique dont les appartements sont iso-
métriques ¢ H2.

Référence. — [Bou97], proposition (2.2.1). O
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Remarques

(1) La version non épaisse de cette définition est pour ¢ = 1 le pavage de H? par R
donné par le théoreme de Poincaré, et sur lequel sont modelés les appartements pour
q quelconque > 2.

(2) Les réalisations de murs sont les géodésiques contenues dans le 1-squelette du
complexe cellulaire.

Construction géométrique. Propriétés. Singularité

Il existe aussi un moyen géométrique de construire ces immeubles. Il est basé sur
la méthode de revétement des complexes de groupes mise au point par A. Heefliger
([Hae91]), qui est une généralisation en dimension supérieure de la théorie des graphes
de groupes de J.-P. Serre ([Ser77|, p.55). D. Gaboriau et F. Paulin ont identifié
les conditions locales pour qu'un complexe de groupes admette un revétement qui
soit un immeuble hyperbolique ([Gab-Pau98]). Avec ce critére général, on montre
I'existence de tous les immeubles I, 144 pour r > 5 et ¢ > 2. Une conséquence facile de
la définition de ces immeubles est que ce sont des espaces CAT(—1), par conséquent
hyperboliques au sens de Gromov.

Ces considérations concernent pour l'instant une classe beaucoup plus large d’im-
meubles. Les propriétés qui vont suivre sont en général prouvées seulement pour
les immeubles I, 114, ou éventuellement pour les immeubles fuchsiens définis dans
[Bou00] et qui les généralisent. Elles justifient 'analogie citée en introduction avec
les espaces symétriques riemanniens non compacts de rang 1. Précisément, le bord
01,144 est topologiquement identifié (éponge de Menger), les dimensions conforme
et de Hausdorff du bord sont calculées pour tous les immeubles fuchsiens (et reliées
a la fonction de croissance du groupe de pavage), la mise en place d’un birapport
combinatoire est établie pour prouver une rigidité de type Mostow de ces espaces (on
reviendra plus loin a la construction des réseaux cocompacts qui permet de formuler
ce résultat). Enfin, la structure quasi-conforme du bord 01, 144 est élucidée.

Référence. — [Bou97] pour la rigidité de Mostow, le birapport combinatoire, le lien
entre la dimension conforme et la dimension de Hausdorff; [Bou00] pour le lien avec
la fonction de croissance du groupe de Weyl ; et [Bou-Paj00] pour la structure quasi-
conforme et des inégalités de Poincaré. O

Une premiere remarque s’impose si on commence a penser a la place de ces im-
meubles parmi les immeubles hyperboliques, ou vis-a-vis des immeubles de Kac-
Moody. Le link d’'un sommet d’immeuble hyperbolique est toujours la réalisation
CAT(1) d’un immeuble sphérique. Dans le cas des immeubles I, 144, il s’agit d'un
graphe bipartie complet, autrement dit d’'un 2-gone généralisé. Ces immeubles sphé-
riques sont completement « flexibles » dans le sens ot ils échappent a la classification
des immeubles sphériques et aux conditions imposées par le théoréeme de Feit-Higman
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([Ron89], théoreme (3.4) p.30). Ainsi, toutes les valences sont possibles. Cette re-
marque explique par exemple pourquoi on fabrique relativement peu d’immeubles
I, 144 en théorie de Kac-Moody, puisqu’en quelque sorte ces immeubles héritent leur
place singuliére parmi les immeubles hyperboliques de celle des immeubles de groupes
finis de type Lie parmi les 2-gones généralisés.

La question des réseaux

La remarque ci-dessus est aussi illustrée en matiere de production de réseaux dans
les immeubles de ce type. Un avantage non évoqué encore de la méthode d’A. Heefliger
est qu’elle fournit dans les cas favorables un réseau cocompact en méme temps que
I'immeuble hyperbolique. En effet, un complexe de groupes est la donnée d’un poly-
édre, d’'un groupe par sommet de la subdivision barycentrique de ce polyedre, d’une
fleche par face de cette subdivision, ces fleches vérifiant des conditions de transition
naturelles. Dans notre cas, le polyedre est le r-gone régulier R, et la valeur 7/2 des
angles au sommet — ou encore le fait de requérir des 2-gones généralisés comme links
aux sommets — permet un choix trés large de groupes pour mettre en place un com-
plexe de groupes dont le revétement sera I'immeuble I, 114 cherché. Cela explique la
grande souplesse avec laquelle on peut fabriquer des réseaux cocompacts, et justifie
la question de la rigidité de Mostow des I;. 144, déja citée.

13.3.2. Immeubles I, 1, du point de vue de la théorie de Kac-Moody

Faisons intervenir a présent la théorie de Kac-Moody. Deux questions s’imposent
assez naturellement. La premieére est celle de la possibilité de construire des immeubles
Iy 144 via les groupes de Kac-Moody, et donc de faire intervenir les I, 144 dans un
jumelage de Kac-Moody. La seconde est I'intérét de cette construction le cas échéant.

Production des I 144 par les groupes de Kac-Moody

En fonction de la derniere discussion concernant les immeubles I, 14, du point
de vue géométrique, on peut s’attendre a ce que la construction de ces immeubles
en théorie de Kac-Moody soit aussi lacunaire que la construction des immeubles de
rang 2, a cause de la grande flexibilité des 2-gones généralisés. C’est le cas, mais la
situation n’est pas pire, puisque des que la valence est convenable, 'immeuble peut
étre vu comme partie d’'un jumelage de Kac-Moody.

Proposition — Soit I, 144 un immeuble hyperbolique, avec r > 5 et ¢ > 2. On suppose
que q est une puissance premiére : q = p¢, avec p entier premier et e > 1. Alors, il
existe un groupe de Kac-Moody G(Fq) dont les immeubles positifs et négatifs sont
des Ir14q-

Démonstration

(1) Déja, pour la construction d’un immeuble abstrait, il suffit de revenir a la
définition des foncteurs de Tits constructifs. La matrice de Coxeter [Mg]stes du
groupe de Weyl se déduit de la matrice de Cartan généralisée par la regle (7.1.4)(ii).
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Autrement dit :
Mgs = 1 pour tout s de S,

et pour s # t dans 5,
AstAts = 0~ My = 2, AstAts =1~ Mg = 3,
AstAgs =2~ My = 4, AstArs = 3~ Mg = 6,
AgAps 2 4~ My = o0.

Dans le diagramme de Dynkin du pavage de Poincaré d’un r-gone régulier a angles
droits de H?, n’apparaissent que des arétes étiquetées par oo, et la situation est la
méme vue de chaque sommet. Plus précisément, pour obtenir ce diagramme, il suffit
de disposer r points régulierement sur un cercle, et de relier chaque point a tous les
autres par oo, sauf a ses voisins avec lesquels il n’entretient aucune relation.

[Pour r =5 et r = 6.

Ces diagrammes se relevent donc en n’importe quel diagramme de Dynkin en rem-
plagant les arétes par des fleches orientées, pourvu que ces fleches soient assez épaisses
dans le sens ou l'on ait Az Ags > 4. Pour un diagramme de Coxeter donné, on a donc
une infinité de diagrammes de Dynkin possibles, dont voici un exemple pour r = 5.

On a intérét pour définir des formes quasi-déployées, a assurer le maximum de
symétries a la matrice de Cartan généralisée. Choisissons donc de relever toute aréte
en une fleche <.

Le corps est en fait imposé par la condition de valence. D’aprés la condition de

Moufang (2.5.4), ce corps est nécessairement le corps fini F,. En choisissant ensuite
une donnée radicielle de Kac-Moody de matrice de Cartan généralisée A — la donnée
adjointe minimale par exemple (7.1.2) — on obtient un groupe de Kac-Moody G =
QA{)(IFq) dont les immeubles ont pour groupe de Weyl le groupe de pavage de H? défini
par R, et 1 + g pour valence aux cloisons.
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(2) Puisqu’on cherche ici un espace métrique, il faut procéder & un recollement
pour obtenir une réalisation convenable. La technique qui suit est classique ([Lan96],
lemme (9.1) p. 87 ou [Bru-Tit72]), et on 'effectue pour 'immeuble de chaque signe ¢.
Précisément, on voit H? comme réalisation géométrique du complexe de Coxeter
associé au groupe de pavage W de R. N C G y opére via son quotient W = N/T.
Chaque point z de H? est sur une facette sphérique wF; de type J, transformée
par w € W de la face F' de type J du polygone R. On attache a x le sous-groupe
parabolique G, := wF., sw™t. On définit alors I’espace cherché par

G x H?
| Ze|nyp == -

o ~ est la relation d’équivalence définie par (g,x) ~ (¢’, 2’) si et seulement s’il existe
n dans N tel que ' = nz et g~'g'n € G,. 1l est classique que la décomposition de
Bruhat de signe € de G assure la validité du premier axiome des immeubles I, 1,.
Le second est vérifié grace aux propriétés des rétractions. L'unicité des I, 144 (13.3.1)
assure que chaque immeuble du jumelage est un tel immeuble. o

Remarques

(1) On a fait de nombreux choix — notamment de relevement, de donnée radicielle
de Kac-Moody — mais on aboutit & une réalisation d’immeuble bien déterminée.

(2) Les espaces métriques obtenus sont des réalisations qui ne représentent que les
types sphériques.

Notation. — L’ensemble d’indices de la matrice d’'une Cartan généralisée comme ci-
dessus est S = Z/r. Les cloisons de la chambre standard R sont indexées par Z/r,
les sommets par les paires {i;¢ + 1}. On désigne par s; 'inversion de H? par rapport
au mur portant la face de type i de R. On désigne par U;(F,) le groupe radiciel
correspondant & la racine simple d’indice 1.

La nature « algébrique » c’est-a-dire Kac-Moody de certains immeubles I, 144 per-
met de faire quelques interprétations en utilisant les résultats des chapitres précédents.

Link et décomposition de Lévi

Prenons par exemple le cas des links. Le link d’un sommet positif x est 'intersec-
tion d'une petite sphere de distance avec I'immeuble positif I, 114. Il est décrit par
Iintersection d’une telle sphere avec les chambres qui contiennent x dans leur adhé-
rence. De cette fagon, on peut retrouver le graphe bipartie complet & (¢+ 1)+ (g+1)
sommets.

Considérons I'appartement jumelé standard A, c’est-a-dire les deux copies de H?
qui le représentent. Regardons le sommet positif =, de type {i;i + 1} de la chambre
standard R. Le {i;7 + 1}-résidu de la chambre standard positive est I’ensemble des
chambres qui contiennent z dans leur adhérence. Par respect du type par le groupe
de Kac-Moody G, elles s’écrivent pR pour p dans Fix(xi). Par décomposition de
Bruhat de ce sous-groupe parabolique sphérique, ce résidu est formé de la chambre
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standard R, des ¢ chambres de U;(F,)s;R, des g chambres U;(F,)s;z1R, et des
¢* chambres de U;(Fq)U;1(Fy)s;s;57R (sjpy commute & s; et Up4(F,) commute &
U;(IFq)). Un autre facon de le décrire consiste & le voir comme orbite de R sous l'action
du facteur de Lévi de Fix(x ) associé & A puisque U(z) est contenu dans le fixateur
de R. Un tel facteur de Lévi est engendré par T, et deux paires de groupes radiciels
correspondant & deux paires de racines opposées de A, de murs orthogonaux (6.2.2).
Ce groupe est un groupe réductif fini de type Lie A; x A; sur Fy, attaché & la matrice
de Cartan d’indices {7;7 + 1}, extraite de la matrice de Cartan généralisée A. A ce
titre, son immeuble est bien un graphe bipartie complet & (¢ + 1) + (¢ + 1) sommets.

Retour aux réseaux

1l existe un autre type de décomposition de Lévi (section (6.4)) qui a lui aussi
un intérét géométrique. En effet, si x_ est un point fixé dans I'immeuble négatif du
jumelage, son fixateur Fix(z_) va opérer proprement discontiniiment sur I'immeuble
positif, précisément par décomposition de Lévi des parties équilibrées. En effet, avec
chaque point positif z, le point z_ forme par définition une partie équilibrée. Le
fixateur de cette partie — qu’on voit comme fixateur de x4 dans Fix(x_) — posséde une
décomposition de Lévi, dont les deux facteurs sont des points de groupes algébriques
sur IFy, donc des groupes finis. En travaillant un peu plus, i.e., en utilisant un critere
de type Serre ([Ser77] p.116 ou [Bou00], proposition (1.D.2) pour notre cas) et une
détermination de domaines fondamentaux combinatoires ([Abr97], lemme 6 p.32),
on peut prouver :

Théoreme — On suppose que le cardinal q excéde le nombre de cotés du polygone
hyperbolique R : q > #{cotés de R}. Alors,

(i) Le fizateur d’un point de limmeuble négatif est un réseau (du groupe d’auto-
morphismes Auty ) de immeuble positif.

(i) Le groupe de Kac-Moody G lui-méme est un réseau du produit de groupes d’au-
tomorphismes Auty x Aut_ des immeubles positifs et négatifs.

Ces réseaur me sont pas cocompacts.

Référence. — [Car-Gar99], [Rém99a]. O

Remarques

(1) En fait, le résultat prouvé dans [Rém99a] est plus précis et s’applique a la
réalisation de Davis de tout jumelage de Kac-Moody. En outre, 'hypothese ¢ >
#{cotés de R} n’est pas optimale.

(2) On obtient ainsi un réseau de covolume fini dans un espace hyperbolique
au sens de Gromov. Il serait intéressant de construire par une méthode algébrique
(Kac-Moody) des réseaux cocompacts, qui seraient ainsi des groupes Gromov-
hyperboliques. J’ignore si ce probléeme admet une solution positive.

(3) En revenant un instant au cas affine, on est tenté de voir les groupes de Kac-
Moody sur des corps finis (assez gros pour l'instant) comme des généralisations de
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groupes {0; co}-arithmétiques pour les corps de fonctions ([Mar90], section (3.1)
p.61). Ces groupes constituent donc une famille de groupes discrets sur lesquels tester
des propriétés classiques concernant les réseaux (propriété (T) de Kazhdan — voir
[Car-Gar99] et [Dym-Jan00], propriétés cohomologiques F,, et FP,, — voir [Abr97],
Gromov-hyperbolicité...). Leur intérét est qu’ils ne proviennent pas de constructions
classiques faisant intervenir les groupes de Lie p-adiques.

(4) Cela incite réciproquement & interpréter la théorie de ces réseaux arithmétiques
en théorie de Kac-Moody. C’est possible dans une certaine mesure, et c’est d’ailleurs
l'objet du livre de P. Abramenko [Abr97].

13.3.3. Un arbre jumelé semi-homogene dans I, ;,,. — Passons maintenant
a la définition d’exemples de formes, en termes d’action galoisienne conformément aux
remarques de (13.1). Appelons dans cette sous-section Cox le diagramme de Coxeter
du pavage hyperbolique de H? par R.

L’action galoisienne

Le diagramme Cox est toujours stable par permutation circulaire des sommets.
Il est en outre symétrique par rapport a des réflexions suivants certains axes. On
distingue deux cas suivant la parité de r = #{c6tés de R}.

(1) r est impair. Cox est alors symétrique par rapport & tout axe passant a égale
distance de deux sommets voisins et par le sommet opposé au segment en question.

(2) r est pair. Cox est alors symétrique par rapport & tout axe joignant deux
sommets opposés. Il est aussi symétrique par rapport & tout axe passant par les
milieux de deux segments opposés.

On va exploiter les symétries par rapport aux axes. Rappelons qu’on a choisi de
* du diagramme de Coxeter en fleches <= dans le dia-

relever toutes les arétes
gramme de Dynkin, ce qui assure autant de symétrie a ce dernier qu’a Cox. L’ordre
2 des symétries nous restreint aux extensions F,2 /F,. C’est en fait la seule restric-
tion d’aprés (13.2.3). Ainsi, étant donnée une réflexion qui stabilise le polyedre R
et une extension Fg/F,, il existe toujours une action de Galois quasi-déployée de
Z/2 = Gal(F,2/F,), qui stabilise I'appartement jumelé et les chambres standard, en
induisant sur H? Iinversion du pavage correspondante.

L’arbre jumelé semi-homogéne

Dans tous les cas, le F -appartement sera une droite découpée par les traces des
murs. Le groupe de Weyl relatif est toujours le groupe diédral infini, et on a systéma-
tiquement affaire a des arbres pour les immeubles de points fixes. Par contre, la forme
de la chambre (notamment la parité du nombre de ses cotés) n’est pas indifférente.
On distingue deux sortes d’intersection de cloison de R avec le F;-appartement, ce
qui donne lieu a deux calculs différents de valence.

Cas 1. Le F,-appartement coupe une aréte. Le groupe Galois-stable correspondant
est un groupe radiciel isomorphe & IF ;2. Le groupe des points Galois-fixes est isomorphe
a F, et la valence est donc 1+ q.
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Cas 2. Le F ;-appartement passe par un sommet, il y a deux racines de murs ortho-
gonaux qui laissent la méme trace contenant R. Le groupe Galois-stable correspondant
est un produit direct de deux exemplaires de F 2 sur lequel Z/2 opere par interversion
et Frobenius. La valence au point d’intersection est 1 + g X q.

On voit donc que dans le premier cas du dessin, on produira un arbre homogene
de valence 1 + ¢, alors que dans le second cas, on obtiendra un arbre jumelé semi-
homogene de valences 1 + g et 1 + ¢°.

N \

/LL R
- | ?; :
h \/\O/XLQ< wo $
% X

/N

< A ¥

[Ici ¢ = 2]

13.4. Une descente qui dégénere

Finissons par la courte étude d’un cas ou la prise de points rationnels va faire
passer d’un groupe de Kac-Moody « de dimension infinie » & un groupe réductif. On
va pour cela se donner un immeuble jumelé dont les appartements sont des plans
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hyperboliques pavés par un triangle idéal. Considérons le second dessin ci-dessous
comme un diagramme de Dynkin (choisi pour sa symétrie).

&

%
2 —2-2
Il correspond a la matrice de Cartan généralisée A = [ —2 2 —2 |, dont on note
—2-2 2

{0;1; 2} l'ensemble d’indices. Le diagramme de Coxeter associé est un triangle dont
les cotés sont indexés par co (premier dessin ci-dessus). Il existe donc bien une repré-
sentation hyperbolique du groupe de Coxeter par le pavage triangulaire idéal annoncé
(c’est le triangle du contre-exemple de (5.4.2) concernant les intervalles de racines). On
va maintenant considérer I'action quasi-déployée d’une extension quadratique F 2 /F,
qui opere par interversion des deux symétries étiquetées 1 et 2 (troisieme dessin ci-
dessus) ; autrement dit, Paction x est donnée par le morphisme qui attache & 1’élément
non trivial de I' = Z/2 la transposition (12).

Par construction, I'appartement jumelé standard (deux copies de H?) est Galois-
stable, ainsi que les deux chambres standard, qui subissent une symétrie par rapport
a la médiatrice coupant le coté de type 0. Les [F-chambres standard sont donc ici
de dimension 1 et le F,-appartement positif est un rayon du disque de Poincaré, qui
traverse exactement deux chambres. Ainsi, le groupe de Weyl relatif n’est pas plus
gros que Z/2 : 'immeuble obtenu par descente est sphérique. Au passage, on voit
qu’on est bien dans le cas d’inégalité stricte annoncé en (12.4.3), c’est-a-dire ou il
existe une K-cloison non sphérique.

On vient de faire une description de la descente au niveau des immeubles, il s’agit
maintenant de voir comment elle se traduit sur un groupe de Kac-Moody auquel est
associé le jumelage de départ. A partir de A, choisissons la donnée radicielle de Kac-
Moody simplement connexe D. D’apres les relations de définition (8.3.3), le groupe
de Kac-Moody G = QA{)(qu) est engendré par ses sous-groupes radiciels, et méme par
les sous-groupes radiciels indexés par les racines simples et leurs opposées.

Appliquons le théoreme de descente (12.4.3). Il s’agit de déterminer les deux types
d’objets qui interviennent dans la combinatoire de donnée radicielle jumelée. Le noyau
anisotrope n’est autre que le sous-groupe de Cartan standard. Vu l'action de Galois
sur le groupe de ses cocaracteres, le groupe de ses points fixes est un tore Fy-déployé
de dimension 1. C’est le groupe associé au cocaractere hg. Il n’y a qu’une F,-racine
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positive a?, qui est non multiple. Le F4-demi-appartement de signe positif est I'inter-
section du demi-espace positif de la racine de type 0 avec le F,-appartement positif.
Sur le groupe radiciel de type 0, le groupe de Galois opere par 'automorphisme de
Frobenius de F 2 /IF, et les points rationnels sont les points de ce sous-groupe radiciel
a valeurs dans F,. Uy, (Fy) et U_q,(IF,) engendrent le groupe associé au cocaractere
ho, si bien que d’apres (12.4.3), GT=%/2 est abstraitement isomorphe & SLa(Fy).

Remarques

(1) Le trés important rapetissement du groupe par passage aux K-points est &
rapprocher du résultat sur les relations de commutation entre sous-groupes radiciels
indexés par deux racines ne formant pas une paire prénilpotente ([Tit90], proposi-
tion 5). D’apres cette proposition, le sous-groupe engendré par un telle paire est le
produit libre des sous-groupes. Dans notre exemple, aucune paire de racines simples
n’est prénilpotente, et il est clair que dans le produit libre de deux groupes U et V
isomorphes, I'involution qui échange U et V' n’a pas de point fixe non trivial.

(2) Une conséquence géométrique de la remarque (1) est la suivante. Sur le dessin
ci-dessus, la chambre standard est I'un des deux triangles idéaux Galois-stables du
pavage. Elle est traversée par les pointillés figurant le K-appartement. C’est 'inter-
section des racines ag (stable sous Galois), a; et ag (interverties par Galois). La paire
{a1; a2} n’est pas prénilpotente et 'intersection des murs des racines a; et as et du
bord a 'infini de ’appartement représente une facette non sphérique Galois-fixe. C’est
précisément Dillustration de la remarque qui suit le théoréme de descente (12.4.4). En
effet, le lieu de points Galois-fixes dans 'immeuble déployé est strictement plus gros
que la représentation de 'immeuble des points rationnels, les points supplémentaires
appartenant a des facettes Galois-fixes non sphériques.
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Action étoile = action * : (11.3.2)

Adjacentes (chambres) : (2.1.1)

Adjointe, adjointe minimale (donnée radicielle de Kac-Moody) : (7.1.2)
Admissible (appartement) : (2.5.2)

Algebre de Kac-Moody : (7.3.1)

Algebre de Kac-Moody classique : (7.3), introduction
Algébrique (K-forme) : (11.2.5)

Amalgame de groupes : (3.3.1)

Anti-involution de Chevalley : (7.2.2)

Appartement : (2.3.2), (2.4.1)

Appartement géométrique : (4.2.3)

Appartement jumelé : (2.5.2)

Argument standard d’unicité : (2.1.1)

Ascendante (bijectivité, injectivité, surjectivité) : (3.1.3)
Base de racines : (6.2.4), (7.4.2)

Base d’un revétement : (3.1.3)

Bégayante : (2.1.1)

Bloc de Coxeter : (4.3.2)

BN-paire : (1.1.1)

BN-paire jumelée : (1.3.1)

BN-paire raffinée : (1.2.1)

BN-paire raffinée symétrique : (1.2.1)

Bord d’une racine : (2.2.4)

B-systéme de racines : (6.2.4)

Caractere algébrique : (8.4.3)

CAT(x) (inégalité CAT(x)) : (4.4.1)

Cellule : (4.1.1)



336 INDEX DES DEFINITIONS

Cellule d’un polyedre : (4.1.1)

Centre de boule circonscrite : (4.6.1)

Chambre : (2.1.1), (2.1.2), (5.1.4)

Chemin dans un ensemble ordonné : (3.1.2)

Cloison : (2.1.1)

Close (partie de racines) : (1.4.1)

Close (partie dans un immeuble) : (5.4.3)
Cocaractere algébrique : (8.4.3)

Cohérent : (2.1.1), (2.1.2), (2.3.2), (2.4.2)

Complet (systéme complet d’appartements) : (2.4.4)
Complexe de chambres : (2.1.1)

Complexe de Coxeter : (2.2.1)

Complexe simplicial : (2.1.1)

Céne de Tits : (5.1.5)

Connexité (au sens des galeries) : (2.1.3)

Connexité (au sens des ensembles ordonnés) : (3.1.2)
Convexe (partie de racines) : (1.4.1)

Convexe (au sens des galeries) : (2.1.3)

Corang : (2.1.1)

Courbure négative ou nulle (au sens des espaces métriques) : (4.4.1)
Décomposable (partie de racines) : (7.1.4)
Décomposition de Birkhoff : (1.3.2)

Décomposition de Birkhoff raffinée : (1.2.4)
Décomposition de Bruhat : (1.1.2)

Décomposition de Bruhat raffinée : (1.2.3)
Décomposition de Lévi : (6.4.1), (6.2.2)

Définition d’une racine relative réelle : (5.5.2)
Demi-espace d’une racine : (5.1.4)

Déployée (K-forme) : (11.1.5)

Descendante (bijectivité, injectivité, surjectivité) : (3.1.1)
Diagramme de Tits : (12.3.5)

Distance entiére (ou numérique) : (2.1.3), (2.2.1)
Domaine fondamental : (3.3.2)

Donnée B-radicielle : (1.4.2)

Donnée radicielle de Kac-Moody : (7.1.1)

Donnée radicielle jumelée : (1.5.1)

Donnée radicielle jumelée entiere : (6.2.5)

Double base : (7.4.2)

Enclos : (5.4.3)

Ensembles ordonnés (catégorie O) : (3.1.1)
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Ensembles ordonnés pointés (catégorie (O, x)) : (3.1.4)
Enveloppe convexe : (5.3.3), (10.4.5)

Epais (immeuble) : (2.3.1)

Equilibrée (partie équilibrée dans un immeuble jumelé) : (5.4.4)
Espace total : (3.1.3)

Etiquetage : (2.1.1)

Extension vectorielle : (5.3.3)

Face : (2.1.1)

Face d’un bloc de Coxeter : (4.3.2)

Facette : (2.4.1), (5.1.4)

Facteur de Lévi : (6.4.1)

Foncteur de Steinberg : (8.3.2)

Foncteur de Tits : (8.2.2) et (8.2.3)

Foncteur de Tits constructif : (8.3.3)

Fonctorielle (K-forme) : (11.1.3)

Fortement transitive (action sur un immeuble simple) : (2.6.1)
Fortement transitive (action sur un immeuble jumelé) : (2.6.2)
Galerie : (2.1.1), (2.1.3)

Géodésique (courbe géodésique) : (4.1.3)

Géodésique (espace géodésique) : (4.1.3)

Géodésique fermée : (4.1.3)

Géodésique locale : (4.1.3)

Géométriquement opposées (K-facettes) : (12.2.2)
Gradué (sous-groupe) : (1.2.5)

Graduée triangulaire déployée (algebre de Lie) : (7.2.3)
Grignotant (ordre) : (9.1.2)

Groupe de caracteres, de cocaracteres : (8.4.3)

Groupe de Weyl : (1.1.1), (7.1.3), (7.1.4)

Groupe de Weyl relatif : (12.4.1)

Homotopie dans un ensemble ordonné : (3.1.2)
Imaginaire (racine) : (7.4.2)

Immeuble au sens des systémes de chambres : (2.3.1)
Immeuble au sens des systémes d’appartements : (2.4.1)
Immeuble jumelé = jumelage : (2.5.1)

Indice : (12.3.5)

Intervalle de racines : (1.4.1)

Intervalle entier de racines : (6.2.4)

Intervalle linéaire de racines : (5.4.2)

Isométrie entre immeubles de type M ou (W, S) : (2.3.2)
J-antiréduit : (3.5.1)
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J-connexité : (2.1.3)

J-galerie : (2.1.3)

Joint : (4.1.4)

Jumeau : (2.5.3)

Jumelage : (2.5.1)

K-appartement : (12.2.2)

K-ext (catégorie) : 11, introduction

K-facette : (12.2.2)

K-forme d'une K-algebre associative : (11.1.1)
K-forme d’un K-foncteur : (11.1.2)

K-forme algébrique : (11.2.5)

K-forme déployée : (11.1.5)

K-forme fonctorielle : (11.1.3)

K-forme préalgébrique : (11.1.3)

K-forme (algébrique) presque déployée : (11.3.1)
K-groupe radiciel : (12.3.3)

K-isotrope (K-groupe de Kac-Moody) : (12.2.2)
K-mur : (12.2.2)

K-racine : (12.2.2)

K-sép (catégorie) : 11, introduction

Lemme de Tits : (8.3.1)

Libre universelle (donnée radicielle de Kac-Moody) : (7.1.2)
Ligne polygonale : (4.1.2)

Link : (4.1.4)

Matrice de Cartan d’une matrice de Coxeter : (4.3.1)
Matrice de Cartan généralisée : (7.1.1)

Matrice presque négative : (4.3.1)

Mince (immeuble) : (2.3.1)

Modele métrique de chambre : (4.3.3)

Morphisme de systémes de chambres : (2.1.2)
Morphisme d’immeubles de type M ou (W, S) : (2.3.2)
Morphisme d’immeubles au sens des systémes d’appartements : (2.4.2)
Morphisme de jumelages : (2.6.2)

Moufang (immeuble de Moufang) : (2.5.4)

Mur : (2.2.3), (5.1.4)

Mur rationnel : (10.1.1)

N-close : (6.2.4)

N-nilpotente : (6.2.4)

Nerf : (4.3.1)

Nilpotent : (1.4.1)
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Noyau K-anisotrope : (12.3.2)

Ordre cyclique : (1.4.1)

Opposées (chambres) : (2.5.1)

Opposées (racines) : (2.2.4)

Partager (une K-cloison) : (12.2.4)

Petit sous-groupe : (10.2.2)

Plein : (3.1.1)

Pliage : (2.2.4)

Polyedre euclidien, hyperbolique, sphérique par morceaux : (4.1.1)
Polyedre métrique par morceaux : (4.1.1)
Polyedre M, -par morceaux : (4.1.1)

Polytope : (4.1.1)

Préalgébrique (K-forme) : (11.1.3)

Prébase de racines : (6.2.4)

Prénilpotente (partie de racines) : (1.4.1)

Presque déployée (K-forme) : (11.3.1)
Pseudo-distance des chemins : (4.1.2)

Racine : (1.4.1), (2.2.4), (5.4.1)

R-alg (catégorie) : 9, introduction

Rang : (2.1.1)

Rayon de boule circonscrite : (4.6.1)

Réalisation conique d’un immeuble simple : (5.3.1)
Réalisation conique d’un jumelage : (5.3.2)
Réalisation géométrique d’une structure-miroir : (4.2.1)
Réalisation géométrique d'un morphisme d’immeubles : (4.2.2)
Réalisation métrique d’un immeuble : (4.3.4)
Réduit : (6.2.5)

Réel (objet immobilier relatif) : (5.5.1)

Réelle (racine) : (7.4.2)

Réflexion : (2.2.3)

Relatif (objet immobilier) : (5.5.1)

Représentation d’un type : (4.2.2)

Représentation adjointe : (9.5.3)

Réseau des coracines : (7.1.3)

Réseau radiciel : (7.1.3), (7.1.4)

Résidus : (2.1.3)

Rétraction : (2.3.3), (2.4.3)

Revétement d’un ensemble ordonné : (3.1.3)
Revétement universel pointé : (3.1.4)

R-foncteur : (11.1.2)
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s-adjacence : (2.1.2)

Saturée (BN-paire) : (1.1.1)

Saturée (BN-paire jumelée) : (1.4.6)

Signe (d’une racine) : (1.4.1)

Simplement connexe (donnée radicielle de Kac-Moody) : (7.1.2)
Simplement connexe (ensemble ordonné) : (3.2.1)
Simplexe : (2.1.1), (4.1.1)

Sous-algebre de Borel : (7.2.2)

Sous-algebre de Cartan : (7.2.2)

Sous-espace générique : (5.3.3)

Sous-espace rationnel : (10.1.1)

Sous-groupe de Borel : (8.3.4)

Sous-groupe de Cartan : (8.3.4), (10.4.1)
Sous-groupe radiciel : (1.5.1)

Standardisation : (5.3.2)

Standardisation rationnelle : (12.3.2)
Structure-miroir : (4.2.1)

Suspension : (4.1.4)

Systéme d’appartements : (2.4.1)

Systeme de chambres : (2.1.2)

Systeéme de racines libre : (7.1.4)

Systeme de Tits : (1.1.1)

Systole : (4.1.3)

Tendue (galerie) : (2.1.3)

Triangulaire déployée (algebre de Lie) : (7.2.1)
Traversée de mur : (2.2.3)

Type : (2.1.1), (2.1.3), (2.2.1), (2.4.5)
W-distance d’un complexe de Coxeter : (2.2.1)
W-distance d’un immeuble de type M ou (W, S) : (2.3.1)
Z-forme : (7.4.3)
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Axiomes (BN) : (1.1.1)
Axiomes (RT) : (1.2.1)
Condition (CENT) : (1.2.5)
Axiomes (BNJ) : (1.3.1)
Axiomes (DR) : (1.4.2)
Axiomes (DRJ) : (1.5.1)
Axiomes (IM) : (2.3.1)

Axiomes (I), (I)' et ()" : (2.4.1)
Axiomes (JU) : ( 5.1)

Axiomes (MO) : (2.5.4)
Axiomes (FT) : (2.6.1)

Axiomes (DF) : (3.3.2)

Inégalité CAT () : (4.4.1)
Propriété (CN) : (4.6), introduction
Propriété (FL) : (5.2.1)

Axiome (DRJ1)};,, : (6.2), introduction
Axiomes (DRJE) : (6.2.5)

Axiome (NILP) : (6.3), introduction
Axiomes (TD) : (7.2.1)

Axiomes (GTD) : (7.2.3)

Axiomes (KMG) : (8.2.2) et (8.2.3)
Condition «K assez gros pour D » : (8.4.1)
Condition (PREALG) : (11.1.3)

Condition (SGR) : (11.2.3)

Condition (ALG) : (11.2.5)

Condition (DCS) : (12.1.2)
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