MAT 452 — Analyse Fonctionnelle (2016-17)

Feuille d’exercices n° 4

Exercice 1 (Densité des inversibles). Soit A une algebre de Banach. On dit que

a € A est topologiquement un diviseur de zéro (a gauche) dans A s'’il existe une

suite o = (an)n>1 de A telle que @ ne converge pas vers 0 dans A mais ac,, — 0.

1. Montrer que les éléments de OA* (la frontiere du groupe des inversibles A* de
A) sont topologiquement des diviseurs de zéro.

2. Soit A = Z(*(N)) et S : A — A lopérateur de décalage (zg,z1,...) —
(0, zg,x1,...). Montrer que S n’est pas dans 'adhérence de A*. Ce qui montre
que A* n’est pas dense dans A.

3. Montrer que si A est de C-dimension finie alors A* est toujours dense dans A.
(On pourra commencer par traiter le cas A = M, (C)).

Exercice 2 (Quelquess calculs de spectre). 1. Soit x : A — C un caractere (i.e.
morphisme de C-algebres) et a € A, rappeler pourquoi x(a) € spec(a).

2. Calculer le spectre de 'opérateur de décalage de Pexercice 1 (2).

3. Soit S le cercle unité, D le disque unité et A := (C(S*,C),|| — ||oo), B C A la
sous-C-algebre des fonctions qui s’étendent en des fonctions continues sur D et
holomorphes sur D°. Calculer le spectre de Id dans A et dans B.

4. Soit A = (*(Z) (muni du produit de convolution (z * y), = > ptg=n TpYq €t de
la norme [[z]; = 3,20 [7a]).

(a) On note e, la fonction qui vaut 1 en n et 0 partout ailleurs. Calculer e, x e,
et e, . Vérifier que tout z € A est limite de 3y, <y Znel

(b) Calculer le spectre de e;.

(c) Méme question mais en considérant e; comme un élément de la sous-algebre
de Banach fermée B = (1 (N) C A.

Exercice 3 (Idéaux fermés de C(X,C)). Soit (X,d) un espace métrique compact
et A= (C(X,C),| - |leo) l'algebre de Banach commutative unitaire des fonctions
continues sur X munie de la norme sup. Pour z € X on note e, : A — C € A’
I’évaluation en x. Pour toute partie Y C X et B C A on note

I(Y):= m ker(e,) C A, V(B) := ﬂ b=1(0)
yey beB

1. Vérifier que I(Y) est un idéal fermé de A et que I(Y) = I(Y) et que V(B) est

un sous-ensemble compact de X et V(B) = V((B)), ou (B) désigne le sous-idéal
de A engendré par B.

On note Z(A) 'ensemble des idéaux fermés de A et F(X) lensemble des parties
fermées de X. On dispose donc de deux applications qui inversent l’inclusion :

I(A) % F(X), FX) 514
et telles que Vo I(F) D F,IoV(J) D J.

2. Soit J € Z(A) et pour tout n € Zx1,

V() =z € X |d(r, V(7)) < 1)



(a) Montrer qu’il existe a,, € J qui est strictement positive sur X \ V(J),.
(b) En déduire que I(V(J),) C J puis que I(V(J)) = J.

(¢) En déduire que V et I sont inverses 'une de lautres. Quels sont les idéaux
maximaux fermés de A7 Quel est le spectre de Gelfand de A7

Exercice 4 (Un critere de commutativité). Soit A une algebre de Banach unitaire.

Pour a € A, on note p(a) le rayon spectral.

1. Montrer que 8’il existe N > 0 tel que N||a||?> < ||a?||, a € A alors N||a|| < p(a),
ac A

2. Soit a,b € A et supposons qu’il existe M > 0 tel que ||exp(Aa)bexp(—Aa)|| < M,
A € C. Montrer que ab = ba.

3. En déduire que si s'il existe N > 0 tel que Nl|a||> < ||a?]], a € A alors A est
commutative.

Exercice 5 (Fonction exponentielle). Soit A une algeébre de Banach avec unité et

exp(x) := Z Z—T

n>=0

1. Montrer que si x et y commutent (c’est-a-dire zy = yz), alors cexp(z + y) =

exp(z) exp(y).
2. Montrer la formule de Trotter

exp(z +y) = nlgréo (exp (%) exp (%))n .

3. On prend A = M5(C) et

- 0 1 (0 0
“o o) Y71 o)
Calculer exp(x), exp(y), exp(x +y) et constater que exp(x) exp(y) # exp(x +y).
4. Soient A = A et B = B* deux matrices hermitiennes de taille n. Montrer que

det (exp(A + B)) = det (exp(A) exp(B)).

5. (a) Soient A;, Ay € M, (C) deux matrices de taille n (pas forcément hermi-
tiennes). Montrer que

tr (A1 A2)| < /o (A5 A1)yt (A3 49).

(b) Montrer par récurrence que pour p = 2¥ et Ay, ..., A, € M,,(C), on a

1 1

br (Ag - Ay)| < (o (A7) E) 7 (1 (454,)8) 7
(c) En prenant A; = AB avec maintenant A = A* et B = B*, en déduire que
tr (AB)? < tr (A2B?)%
puis par une nouvelle récurrence sur p que

tr (AB)P < tr (APBP).



(d) En utilisant la formule de Trotter, en déduire I'inégalité de Golden-Thompson
tr (eA+B) < tr (eAeB) ,

pour toutes matrices hermitiennes A, B € M, (C).

Exercice 6. Soit A l'algebre des sommes de séries de Taylor absolument conver-
gentes f = f(2) = 3,5, @nz", munie de la norme || f|| = 37 |a,| < +oo.

1.

Montrer que les caractéres de A sont exactement les x., : f — f(z0) olt 2o € C
avec |zg| < 1. Ceci permet d’identifier A au disque unité fermé de rayon 1 de C.

. Montrer que si f € A n’est jamais nulle sur ce disque, alors il existe des nombres

complexes b, tels que
1 . Nt
— :anz’ et Z|bn| < +o00.
f(Z) n=0 n=0

Soient f1, fa,... fp des fonctions appartenant a A et n’ayant aucun zéro commun
dans {z € C : |z| < 1}. Montrer qu’il existe g1, g2, . .. gp telles que >0_, fg;: = 1.



