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Avertissement : 'utilisation d’appareils électroniques (calculatrices, téléphones por-
tables, traducteurs, etc) est rigoureusement interdite. Le polycopié, les documents dis-
tribués en amphi et les notes de cours personnelles sont autorisés.

Il n’est nullement nécessaire de terminer le sujet pour avoir une excellente note. La
rédaction doit étre concise et précise et on énoncera clairement les théoremes utilisés.

Exercice. Soit F un espace de Banach et soit F' un espace vectoriel normé. Soit (Ly)n>1
une suite d’applications linéaires continues £ — I telles que pour tout x € E la suite corres-
pondante (Ln(az))n>1 de vecteurs de F' soit convergente, disons de limite L(z). Montrer que
I’application L : E = F ainsi obtenue est linéaire et continue.

Il est clair que L est une application linéaire de E dans F' : pour tous scalaires A\, ' et tous
vecteurs z,2’ € E on a :

LOxz+N2') = lin%o L,(Oz+Nz') = lirrolo ALy (2)+NLy(2") = A linslc Lp(z)+XN lin;O Ln(2') = AL(z)+ )\ L(2').

Pour tout = € E, la suite (Ln(x)) converge dans F'; en particulier, elle est bornée :

n=1

sup || Ln(z) || < +o0.

n=1

Par le théoreme de Banach-Steinhaus, cela implique que sup || L, || < +00, autrement dit qu’il
nz=

existe M > 0 tel que ||L,|| < M pour tout n > 1. Ainsi pour tout x € E et tout n > 1, on a :
| Ln(z) | < M-l = |,

et en passant a la limite quand n tend vers l'infini, on voit que L est continue de norme < M.

Exercice. Soit E un espace vectoriel normé et soit G un groupe abélien. On note B(FE)
I’ensemble des opérateurs bornés de E dans lui-méme et Aut(F) le groupe des inversibles de
B(E) pour la composition. On se donne 7 : G — Aut(E) un homomorphisme de groupes,
c’est-a-dire une application satisfaisant w(gg’) = 7(g) o w(¢’) pour tous g,¢' € G.

On se donne une partie convexe, compacte, non vide A dans E. On suppose que A est stable
sous action de G, i.e. telle que 7(g)(A) € A pour tout g € G. On veut démontrer que I'action
de G admet un point fixe dans A, c’est-a-dire qu’il existe un point x € A tel que 7(g)(x) = =
pour tout g € G (théoreme de Markov-Kakutani).

n—1
1°) Pour tout g € G et tout entier n > 1, on note M, 4 = % Z 7(¢g') € B(E). Justifier que
i=0
A est stable sous chaque opérateur M, 4.



Soit a € A. Son image par M,, 4 est I'isobarycentre des points m(g)(a) pour 0 < i < n — 1.
Chacun de ces points est dans A par G-stabilité de A et donc M, 4(a) € A par ConveX1te.

2°) On note G* I'ensemble des compositions finies d’opérateurs de la forme M, 4. Justifier
que les opérateurs dans G* commutent entre eux et que pour tout 7'e G* on a T'(A) < A.

La stabilité demandée provient directement de la stabilité précédente, par composition. Pour
les commutations entre éléments de G*, il suffit de voir que les opérateurs M, ;, commutent
entre eux. Soient g, h € G et m,n des entiers > 1. Alors :

-1

Mo n,hz(;rzw(gi))o(ii 1) = o S o 50) = 2 St
=

ou pour la derniere égalité on a utilisé le fait que 7 est un homomorphisme de groupes. Dans
le dernier membre de 1’égalité, comme le groupe G est abélien on peut écrire 7(h’g") au lieu
de 7(g'h?), et en remontant les égalités on obtient bien que My, 40 My, = My p 0 My, 4.

3°) Soit k = 1 un entier et soient 77, Ts,...Tp € G*. On note S = Ty o Th 0 - - - 0 T},. Prouver
k
que 'on a S(A) < ﬂ T;(A

Comme les T; commutent entre eux, on peut écrire la composition des T; définissant S dans
lordre qu’on veut; une écriture de S commencant par 7; montre que S(A) < T;(A); on fait
varier ¢ pour conclure.

4°) En déduire que ﬂ T(A) est non vide.

TeG*

C’est une conséquence de la compacité de A (précisément le passage au complémentaire de
la possibilité d’extraire un sous-recouvrement fini de tout recouvrement ouvert), puisque que
la question précédente fait voir que les intersections partielles indéxées par les parties finies
de G* sont non vides.

5°) Conclure en montrant que tout élément de (o« T(A) est un point fixe sous G. Pour
z dans cette intersection et g € G, on pourra estimer la distance de z a 7(g)(2) en utilisant les
opérateurs T' = M,, ;, comme ci-dessus.

Soit z € (Ve T (A) comme suggéré. Pour g € G et n entier > 1, il existe x € A tel que

e

Alors, puisque 7 est un homomorphisme de groupes, on a 7(g)(7(¢°)(z)) = 7(g"*')(z), et par
simplification télescopique, on a :

z_

3\H

1 = H—l C 1 n
m(g)(z) — 2z = — — (7 x)—x).
@& 2= (X }_; (@) = (w(g")(x) — 2)
Comme la partie A est compacte, elle contenue dans une boule centrée a l'origine, disons de

1 2R
rayon R, de sorte que pour tout n > 1lona: || w(g)(z)—z || < —=(| = || + | 7(¢")(2) ||) <
n

puisque 7(g")(z) € A par G-stabilité de A. Il reste a faire tendre n vers 'infini pour voir que
7(g)(2) = z pour tout g € G, et donc que tout élément de (\peqx T(A) # & est un point fixe
sous ’action du groupe abélien G.
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Probléme. Dans ce qui suit, si A une algebre de Banach commutative avec unité e, on note
A son spectre de Gelfand. C’est un espace muni d’une topologie qui en fait un espace compact
dans lequel une suite d’éléments (x,)n>1 converge vers le caractére x € A si, et seulement
si, on a nlgglo Xn(z) = x(x) pour tout z € A. Ainsi tous les résultats de ce cours et du cours

de tronc commun sur ’espace des fonctions continues sur un espace compact (compacité par
Ascoli, densité par Stone-Weierstrass réel et complexe etc.) sont susceptibles d’étre utilisés en
ce qui concerne la C-algebre de Banach C (121\, C) des fonctions continues a valeurs complexes
sur A, munie de la norme || — ||oc de la convergence uniforme.

I. Tout d’abord, introduisons et étudions sommairement la notion suivante.

Définition. Une C*-algebre (unitaire) est une algébre de Banach unitaire complexe A, disons
de norme || — ||, munie d’une application continue % : A — A;a — a* qui est

e antilinéaire, i.e. additive et telle que (Aa)* = Xa* pour tous \e C etae A;

o telle que (ab)* = b*a™ et a** = a pour tous a,be A;

e et telle que || a*a || =] a ||* pour tout a € A.
1°) Justifier que dans une C*-algebre (unitaire) comme ci-dessus, on a || z ||=|| * || pour
tout z € A.
C’est évident pour x = 0, cas désormais exclu. Par sous-multiplicativité d’une norme

d’algebre de Banach (par définition) et par le troisieme point e ci-dessus, on a :
la < = |-,

soit || z || < || «* || pour tout x. L’inégalité complémentaire s’obtient en appliquant I'involution
* aux arguments des normes et en utilisant z** = x.

2°) Justifier que 'algebre B(H) des opérateurs bornés d’un espace de Hilbert complexe H
dans lui-méme est une C*-algebre pour opération = qui & T' € B(H) attache son adjoint 7.

On sait déja que B(H) est une algebre de Banach pour la norme d’opérateur. Rappelons
que ladjoint T* de T' € B(H) est défini et caractérisé par : (Tz|y) = (x|T*y) pour tous
x,y € H, ou (—|—) désigne le produit scalaire hermitien de H. Le premier point e & vérifier
provient de ce que (—|—) est antilinéaire par rapport l'un de ses arguments et linéaire par
rapport & Pautre. Le second point vient du fait qu’intervertir les arguments de (—|—) revient
a conjuguer sa valeur :

@|T*y) = (T*zly) = Y|T*x) = (Ty|z) = (x[Ty).

Par ailleurs, la norme d’opérateur ||T'[| de T" se calcule ainsi : ||T]| = sup [{Tz|y)|. Pour
llzll=llyll=1

|z ||=1,ona:| Tz ||>= (Tz|Tx) = (T*Tx|x) < ||T*T||, ce qui fournit déja ||T||* < ||T*T|.
Dans 'autre sens, pour || z [|=|| y [|= 1, on a [(T*Tx|y)| = KTz[Yy)| <|| Tz || - | Ty [I< | T]|?,
et on passe au sup sur x et y.

3°) Soit X un espace compact. Justifier que C(X, C) munie de la norme || — |5 admet une
structure naturelle de C*-algebre commutative.

On sait déja que C(X,C) est une algebre de Banach pour la norme de la convergence
uniforme. Ici 'involution * & choisir est 'application qui conjugue point par point les valeurs
des fonctions. Avec cette involution, les deux premiers points e a vérifier sont évidents, et le
dernier provient de :

1 £F = 1fP o= sup | f* = (sup [F))* = (Il f llc)*.
X X



II. Le but de ce qui suit est de démontrer que dans le cas commutatif, le dernier exemple,
proposé dans 3°), est en quelque sorte universel. Plus précisément, on veut prouver I’énoncé
suivant.

Théoréme. Soit A une C*-algébre (unitaire) commutative, de spectre de Gelfand X = A.
Alors la transformation de Gelfand G : A — C(X, C) est un isomorphisme qui est isométrique
et compatible aux involutions *, i.e. tel que Gy+ = G, pour tout x € A.

On se place désormais dans le contexte de I’énoncé du théoreme.

w2
n=0 n!’

| e || < el pour tout z € A. Prouver aussi que e®+¥ = e%e¥ pour tous z y e A

1°) Justifier la convergence de la série exponentielle e* = > ainsi que l'inégalité :

n
Pour tout z € A, on a par sous-multiplicativité de la norme de A : || Z; || < ” ; d’ou
la convergence absolue de la série exponentielle dans A, car on sait que la série exponentielle
numérique converge normalement. De plus, pour tout entier N > 1, on a :

N N
2 D _ &
I < 2 < 2
mn. mn mn
n=0

fopurt . .

"

ell

et on obtient I'inégalité demandée en faisant N — oo0. Par convergence absolue, on peut
réarranger 'ordre des facteurs dans le calcul des termes de la série produit e*e? ; pour 'indice
n, et puisque z et y commutent car A est commutative, on peut utiliser la formule du binéme,
qui fournit :

(z+y)" Py

T 2 gt
ce qui identifie les termes des deux séries e*Y et e®e¥ & comparer.
On dit qu'un élément z € A est auto-adjoint 8’1l satisfait z* = z et qu’il est unitaire s’il est
inversible d’inverse z*.

2°) Montrer que si z est auto-adjoint, alors u, = €* est unitaire pour tout ¢t € R et qu’'on

a |x(uz)| < 1 pour tout y € X.

Pour commencer, c’est un calcul, qui utilise la continuité, I’antilinéarité de I’involution
et son comportemement vis-a-vis de la multiplication (sachant que A est commutative), ainsi
que le fait que = est auto-adjoint :

a0

= (3 ) = 2 (5

n=0

i zt:n i ztw _ it

Par la derniere formule de la question précédente, on sait que e*itm = (uy)* est 'inverse de
e = y,, d’ou I'unitarité de u, pour tout = auto-adjoint et tout ¢ € R. La troisiéme condition
e sur les C*-algebres implique que 1 =|| e ||>=| (uz)*us ||= (|| uz ||)?, et donc || us [|= 1.
Ainsi le spectre de u, est contenu dans le disque unité D de C, et donc |x(uz)| < 1 pour tout

X € X puisque les valeurs des caracteres de A sur u, sont dans sp4(u,) € D.

3°) En déduire que dans ce cas x(z) € R pour tout y € X.

Un caractere est un morphisme de C-algebre, et est automatiquement continu ; on peut donc
éerire = x(ug) = x (™) = eX(@) pour tout ¢t € R (quitte & développer Pexponentielle si besoin

est pour s’en convaincre). Ainsi |y (uz)| = eRe(itX(ﬁ)) = eitlm("(z)). La condition |x(uz)| <1
pour tout ¢t € R impose donc Im(x(:p)) = 0 pour tout y € X deés que z est auto-adjoint.
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4°) En déduire la compatibilité de la transformation de Gelfand aux involutions * annoncée
dans le théoreme.

Pour l'instant, on n’a de bonnes informations que pour les z auto-adjoints, mais on s’y
rameéne en écrivant x € A quelconque sous la forme

az+$*+,x—x*
T = i ,
2 24

sont auto-adjoints. Alors :

il soAL 4 ztaz* z—z*
l'intéret étant que 57— et *;

_— T+ x* x—zx*
( )

_ +aF, w—a oty o r—at
Ga () = Gol) = X(5— +i" (F5) +ix () = x () —ix ().

la derniere égalité étant justififiée par le fait que les valeurs de caracteres sur les éléments
auto-adjoints sont réelles. On continue :

G0 = () —in () = x(FE - ) = xa),

qui vaut bien G+ (x). On conclut en remarquant que ceci est vrai pour tout x € X.

5°) Prouver que la transformation de Gelfand est isométrique.

On a || Gz [lo= sup,ex |9z(X)| = sup,ex [X(z)| = p(z), olt p(x) est le rayon spectral de
x. La formule du rayon spectral dit par ailleurs que p(z) = nh_{rolo | " ||% Pour z adjoint,

la troisieme condition e implique que que || 22 ||=| z ||?>. Comme z*z est auto-adjoint pour
tout z € A, on a : || (zz*)? ||=|| x2* ||?. Puisque A est commutative, le membre de gauche
vaut aussi || (22)*z? ||=|| 22 ||?; et par la troisieme condition e, le membre de droite vaut
|  ||*. En passant & la racine carrée, on obtient que || 22 ||=|| = || pour tout x € A, donc
| 22" ||=|| = ||*" pour tout entier n > 0 par récurrence. Finalement la formule du rayon

spectrale donne p(x) =|| z ||, et en revenant au début on obtient bien : || G, ||o=] = ||.
6°) Prouver que la transformation de Gelfand est d’image dense.

On applique pour cela la version complexe du théoreme de Stone-Weierstrass a 'image de
la transformation de Gelfand : {G,},ca, dans C(X, C). Cette image est une C-algebre au titre
d’image d’un homomorphisme d’une telle structure. Elle contient les constantes car G, est
la fonction constante égale & 1 (puisque tout caractere vaut 1 sur ’élément neutre e). Cette
image est aussi stable par conjugaison puisqu’on a vu que G, = G,+. Enfin, elle sépare les
points puisque dire que y # X' dans X, c’est dire qu'il existe x € A tel que x(z) # x/(z),
autrement dit que G, sépare x et x/, soit G,(x) # G (X').

7°) Conclure.

On sait que G est continue et injective car isométrique. En montrant qu’elle est surjective,
on aura terminé; ceci découle de 'observation plus générale suivante : si F et F' sont deux
espaces de Banach et si ¢ : E — F est une application isométrique d’image dense, alors ¢ est
surjective. En effet, soit y € F. Par densité, il existe (z,,)n>1 dans E telle que nh—l;%o d(xn) = v.

Par isométrie (x,)n>1 est de Cauchy dans E complet, donc converge, disons vers = € E'; et
par continuité ¢(z) = y.



