Ecole polytechnique 2015-2016

MAT 311 <« Introduction a I’analyse réelle >

Controéle blanc de préparation — début juillet 2016

Durée de I’épreuve préparée : 2 heures

Avertissement : 'utilisation d’appareils électroniques (calculatrices, téléphones por-
tables, traducteurs, etc) est rigoureusement interdite. Le polycopié, les documents dis-
tribués en amphi et les notes de cours personnelles sont autorisés.

Les différents exercices sont indépendants et il est fortement recommandé de lire le sujet
en entier. Il n’est nullement nécessaire de terminer le sujet pour avoir une excellente
note. La rédaction doit étre concise et précise et on énoncera clairement les théoremes
utilisés.

Exercice 1. On se donne une suite (z,),>1 de nombres complexes telle que la suite de
modules correspondante (| zy, |),>1 soit croissante et que :

275] = |Z,L'—Zj|>1.

(1) En considérant les ensembles D; = {z € C: |z — z;|< 3} pour j < n, montrer qu'on a :

nm 1.2
7 S mz=l+3)"
(2) Montrer que pour tout € > 0, la série Z W converge.

n=1
(3) L’hypothese de croissance des modules est-elle indispensable ?

(4) Peut-on obtenir le résultat de convergence de (2) avec e =07

Exercice 2.
1) Soit (X, o7, 1) un espace mesuré. On suppose que p est finie, i.e. que p(X) < +o0o, et
i
pour tout r € [1;+00] on utilise la notation abrégée L™ pour L"(X, .o/, ). Montrer que :
L*cLicrrclL!
pour tous p,q €]1; +o0[ tels que p < q.

(2) Pour r € [1;+o00[ on note ¢"(IN) I'ensemble des suites complexes (z,)n>0 telles que la
série de terme général | z, |” converge, et £o(IN) celui des suites qui tendent vers 0 a
I'infini. Montrer qu’on a :

(Y(N) C /P(N) C £9(N) C £y(N)
pour tous p, q € [1;+oo[ tels que p < g.

(3) Soit 1 < p < g < 4o0. Montrer que LP(R4,dz) n’est pas inclus dans LI(R4,dz) et

que LI(R4,dz) n’est pas inclus dans LP(Ry,dz). On pourra considérer des fonctions

particulieres, par exemple les fonctions x — pour «, 3 > 0.
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Exercice 3. Soit H I'espace de Hilbert L?([0;1],dx) ot dz désigne la mesure de Lebesgue.
Déterminer ’adjoint T* de 'opérateur 7" de H dans lui-méme dans chacun des cas suivants,
en justifiant systématiquement I’existence de 1.

(1) On se donne h € L*>([0;1],dx) et T est défini par T'(f) = hf.
(2) On se donne K € L*°([0;1] x [0;1],dzdy) et T est défini par

T(f) o K(z,y)f(y)dy.
[0;1]

(3) On définit T par T'(f) :x»—>/m f(t)dt.
0

Exercice 4. Soit p€]l;+4o00[ et soit ¢ 'exposant conjugué de p. Soit f € LP(R4,dz) ou dx
désigne la mesure de Lebesgue. On associe a f la fonction H(f) définie par :

1 x
H(f).a:r—>x/0 f(t)de
pour z > 0 et F'(0) = 0.

(1) On suppose f continue, et nulle hors de [e; A] pour 0 < € < A jusqu’a la question 3
incluse. On note F' = H(f). Montrer que F est dans LP(R4) et que F(z) = f(z)—xF'(z)
pour tout x > 0.

(2) Montrer que
400 +o0
/ F(z)Pdx=q- / F(x)P~ 1 f(z)d.
0 0

3) Montrer que l'on a :
(
[F e < qllfllee -
(4) Justifier qu’il existe une suite de fonctions f,, avec les mémes propriétés que la fonction
f du point 1 et telle que lim | f — fn|lzr=0.
n—oo
(5) Montrer que pour x > 0 on a : lim F,(z) = F(x), en notant F,, = H(f,), et que

. n—oo
lim | frl|lze = [ f [l r-
n—o0

(6) Montrer que H est un opérateur borné de LP(R ) dans lui-méme, de norme g. On pourra

1
considérer les fonctions f4 : z +— 2?1 4(7) pour A > 1.



