MAT311, Cours 9 : espaces de Hilbert, analyse

§1. Théorémes de représentation

1.1. Forme linéaire associée a un vecteur Pour tout a € H, on
note A, la forme linéaire définie sur H par

Aq(x) = (x,a).

Lemme 1.1. Avec la définition ci-dessus, A, € H' et || A4llgr =
llallz-

Preuve. Ona|A,(x)| = |(x,a)| < ||a|| ||x|| (inégalité de Cauchy-
Schwarz) donc

[Aallrr = sup [Aa(x)] < lal]-
<1

Enfin, Aq(a) = ||a||> ce qui montre que || Al = ||a]|. O

Remarque : réciproquement en dimension finie, on sait que si
u est une forme linéaire sur R, il existe y € RV tel que u(x) = x-y,
ou - désigne le produit scalaire euclidien.

Le théoréme qui suit est une vaste généralisation de la remar-
que au cas des espaces de Hilbert.

1.2. Théoréme de représentation de Riesz

Théoreme 1.1 (théoréme de représentation de Riesz). Soit H un
espace de Hilbert et u € H' une forme linéaire continue sur H.
Alors, il existe un unique a € H tel que,

Vx € H, u(x) = Ag(x).

De plus, I'application a — A, définie de H dans H', est un isomor-
phisme anti-linéaire isométrique.

Preuve. Soit u € H', u # 0. On note F := Keru, qui est un
sous-espace fermé de H (car u est continue). On décompose H =
F @®F*. Le sous-espace F est de dimension 1 : sia € F+—{0}
et, six € F, on peut écrire

—@a = x—@a L=
u(x u(a)> 0, donc u(a) e FNF—={0}.

Conclusion x = %a. Choisissons a € F* tel que u(a) = (a,a) =
l|a||2,. On vérifie que u(x) = (x,a), pour tout x € H. O

1.3. Application au dual topologique d’'un espace de Hilbert
Exemple : toute forme linéaire continue définie sur L?(R;C) est
de la forme

s [ rasia
pour une fonction g € L?(R; C) convenable.

Remarque : il résulte du théoréme de représentation de Riesz
que tout dual topologique H' d’'un espace de Hilbert H est lui-méme
un espace de Hilbert, ce qui n’était pas évident a priori. Le produit
hermitien (-,-) g sur H' est défini en posant, pour tous u,v € H’

<M7V>H’ = <baa>a

ouu=A,etv=A,.
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1.4. Théoréme de Hahn-Banach

Théoréeme 1.2 (théoréme de Hahn-Banach dans un espace de
Hilbert). Soit F un sous-espace d’un espace de Hilbert H tel que
F+H.

Pour tout x ¢ F, il existe u € H', une forme linéaire continue,
telle que :

ulx)=1 et u=0 sur F.

Preuve. On note G := F' = fL et on décompose : x =
Pg(x) + (x— Pg(x)), ou x — Pg(x) € G- = F. Comme Pg(x) # 0

(sinon on aurait x € F'), on peut définir

Ps(x) 1_ 7l
yi=—"FTs€F=F
1P6 (x)I2
Donc
A)’(x) = <X,y> = 1 et Ay(z) = <Z7y> = 07
pour z € F. |l suffit alors de prendre u := Ay. (Il

1.5. Critére de densité

Corollaire 1.1 (critére de densité). Soit F' un sous-espace vectoriel
de H. Alors, F est dense dans H si et seulement si F+ = {0}.

Autrement dit, pour vérifier qu’un sous-espace F est dense de
H, il suffit de vérifier que

YaeH, ((x,ay=0, VxeF) = a=0.

Preuve. SiF estdense, alors F = H et F- = F- = {0}. In-
versement, si F' n'est pas dense, il existe u € H', u # 0 telle que
u(x) =0 pour tout x € F. |l existe a € H, a # 0 tel que u = A,.
Alors (x,a) = 0 pour tout x € F et a # 0. Donc F* # {0}. O

Exemple : Soit /.(N;C) l'ensemble des suites de £(N;C) qui
sont nulles a partir d'un certain rang. On note ¢, € £.(N; C) la suite
dont tous les termes sont nuls sauf le n-iéme qui est égal a 1. Si
a = (an)n>0 est orthogonale a tous les élements de ¢.(N;C), on a

(a,en)p =a, =0,

donc a = 0. Conclusion, £.(N;C) est dense dans ¢>(N;C).

1.6. Théoreme de Riesz pour les formes sesquilinéaires

Définition 1.1 (continuité des formes sesquilinéaires). Une forme
sesquilinéaire ® : H x H — C est continue s'il existe une con-
stante C > 0 telle que

|26 y)| < CIxlllIvIl,

Remarque : la continuité (au sens usuel) de @ : H x H — C est
équivalente a la continuité au sens de la définition ci-dessus.

Vx,y € H.

Théoreme 1.3 (théoréme de représentation de Riesz - version
sesquilinéaire). Soit ® une forme sesquilinéaire continue sur un
espace de Hilbert H. Alors, il existe une unique application linéaire
continue A : H — H telle que

P(x,y) = (x,A(¥))

Remarque : si ® est hermitienne alors A vérifie (x,A(y)) =
(A(x),¥)-

Vx,y € H.



1.7. Théoreme de Riesz pour les formes sesquilinéaires,
preuve Preuve. Soit y € H. La forme linéaire x — ®(x,y) est
continue, donc par le théoreme de représentation de Riesz il existe
un unique a, € H tel que ®(x,y) = (x,a,) pour tout x. Vérifions
que l'application A : H — H définie par A(y) := a, est linéaire et
continue.

La linéarité résulte de [lunicité dans le théoreme de

représentation de Riesz.

Par hypothese

IAW)I? = (A(Y),A(Y)) = P(A(Y),y) < ClIyI [AW)II-

Donc
A < ClIyll,

ce qui montre la continuité de A. O

1.8. Adjoint d’une application linéaire continue

Définition 1.2. Soit A : H — H une application linéaire continue.
On appelle adjoint de A et on note A*, une application linéaire
continue A* : H — H vérifiant

<A(x)’y> = (x,A*(y)) Vx,y € H.

Remarque : I'adjoint, s'il existe, est unique (par injectivité de
I'application a — A,).

Corollaire 1.2. Soit A une application linéaire continue d’un espace
de Hilbert H dans lui-méme. Alors, I'adjoint de A est bien défini et
c’est une application linéaire continue de H dans H.

Preuve. La forme sesquilinéaire ®(x,y) := (A(x),y) est con-
tinue. En effet

(A, < NAGHIIF < Al £ea,my 1[I

Il existe donc A* (unique) telle que (A(x),y) = (x,A*(y)) pour tous
x,y€H. O

1.9. Adjoint d’opérateurs a noyau Exemple Soit K €
L*([0,1]%;C). On définit Ak : L*([0,1];C) — L?([0,1];C) par

Ak (f)(x) == o K(x,y) f(y)dy.

Alors A est une application bien définie et continue de L*([0, 1];C
dans lui-méme et I'adjoint de Ag est donné par Ag ou K(x,y) :=

K(y,x).

Justification. Par Cauchy-Schwarz puis Fubini, on obtient :

[ wtnwpes <[ ( L |K<x,y>2dy) ( L

)

3

Autrement dit : [|Ax ()| 220,17 < Kl 2(0,112) 1 £ 1122 0,1)- O

If(y)lzdy)

< (/{0‘1]2 IK(W)Idedy) (/M f

1.10. Exemple d’opérateur a noyau Exemple : ['application

A L2(]0,1]) — L*([0,1]) définie par

AN@ =19 [ vraste [ 1= 70)a

s

pour toute f € L*([0,1]), peut aussi s’écrire

AN@ = [ K 0,
pour
K(x,y) :=min(x(1—y),y(1—x)).

Si f € C(]0,1]), on vérifie que u := A(f) est une fonction de classe
C? qui est solution de 'équation

W'+ f=0

sur [0; 1], avec comme conditions au bord u(0) = u(1) = 0.

1.11. Formes sesquilinéaires coercives

Définition 1.3. Une forme sesquilinéaire ® définie sur un es-
pace de Hilbert H est coercive , s'il existe une constante
¢ > 0 telle que

D(x,x) > c||x]?,

pour toutx € H.

1.12. Théoréme de Lax-Milgram

Théoreme 1.4 (Lax-Milgram). On suppose que ® est une
forme hermitienne continue et coercive, alors I'application A
définie dans le Théoreme de représentation de Riesz est in-
versible et d’inverse continu.

Preuve. La coercivité et 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous
donnent

c|lx]* < ®(x,x) =: (x,A(x)) < [JA@)]| |lx]-
Conclusion
cllx[ < AR,

donc A est injective. O

§2. Bases hilbertiennes

2.1. Notion de base hilbertienne

Définition 2.1. Soit (e,),>0 une famille dénombrable d’un espace
de Hilbert H. On dit que la famille (e, ), >0 est une base hilbertienne
si:

(i) pour tous n # m on a (ey,e,,) =0, et |ley]| = 1 pour tout
neN;

(ii) l'espace vectoriel Vect{e, : n € N} des combinaisons

linéaires finies des vecteurs e, pourn € N, est dense dans

Uy

2
o)l &llyt;n'tion : une base hilbertienne n’est pas une base algébrique

car pour une base algébrique, tout élément de 'espace est combi-
naison linéaire finie d’éléments de la base.



2.2. Identité de Parseval

Théoréme 2.1. Soit (e,)n>0 une base hilbertienne d’'un espace de
Hilbert H. Tout x € H s’écrit de maniére unique comme la somme
d'une série convergente dans H

x= anen

n=0

ou  x,:={x,e,) €C.

De plus, on a I’ égalité de Parseval

el =Y bal® = Y [(x,en).

n=>0 n=>0
Réci . 2
éciproquement, si Y |x,|* < oo, alors )" x, e, converge dans

n=0 n=0
H.

2.3. Identité de Parseval, preuve Preuve. Soit P, la projection
orthogonale sur F;, := Vect{ey, ..., e, }. Par hypothése F = J,cn Fn
n

est dense dans H, donc lim P, (x) = x. De plus P,(x) = Y xeex,
n—+-oo =0

2 etpar passage

n
ol x, = (x,e,). Par Pythagore ||P, (x)||* = Y [x
k=0

a la limite on obtient la formule de Parseval

Ilell> = Y .

k>0

On suppose maintenant que Z |x,,|2 < 4-o0. Par Pythagore, on a
n=0

2

n n n

Y xee|| =) |xe|>. En particulier, la suite (Y xcer) 5, est
k=m k=m k=0 ~

une suite de Cauchy dans H, donc elle converge.

2.4. Inégalité de Bessel

Lemme 2.1. Soit (e,),>0 une famille orthonormale de vecteurs de
—+oo

H etx e H. Alors Y (x,e,)en, est la projection orthogonale de
n=0

x sur F, l'adhérence du sous-espace vectoriel F engendré par les

vecteurs ey,.

Le théoreme de Pythagore nous permet décrire

2
IxlI* = [be = Peo) 1>+ 1 Pr)I1* = [lx = P> + Y [ (x,en)
n>0

On en déduit I' inégalité de Bessel :

Y [ ren) P < .

n=0

2.5. Exemple : séries de Fourier dans L*(S';C) Soit H =
L%(S';C) muni du produit hermitien
(.80 = 5 [ FO0 @
,g L2 «— 27‘[ Sl g .

La famille (e,)ncz OU e,(t) := ™ est une famille orthonormée de
L2(S';C).

Par Stone-Weierstrass, les combinaisons linéaires des e, sont

denses dans C(S';C) pour la norme de la convergence uniforme,
qui lui-méme est dense dans L(S';C), pour la norme | - || 2.

Conclusion : la série de Fourier de f € L*(S';C) converge
pour la norme L? vers f et I'égalité de Parseval nous donne

Y len(f)P = %/51 |F(0)|dr.

nez

1 .
ol cu(f) :==(fren) 2 = I /1 f(t)e ™ dt est le n-iéme coefficient
s
de Fourier de la fonction f.

2.6. Espaces de Hilbert séparables

Définition 2.2. On dit qu'un espace de Hilbert H est séparable ,
s'il existe un sous-ensemble de H qui est a la fois dénombrable et
dense.

Théoreme 2.2. Tout espace de Hilbert séparable posséde une
base hilbertienne.

Preuve. Utiliser le procédé d’orthonormalisation de Schmidt. [

Remarque : si H posséde une base hilbertienne (e,),>0, alors
H est séparable.

Preuve. Considérer le Q-espace vectoriel engendré par les e,
pour n € N. Il

Remarque : Tous les espaces considérés dans ce cours sont
séparables : /2(N;C), L*(R;C), L*([a,b];C), ...sont des espaces
de Hilbert séparables.

2.7. Espaces de Hilbert séparables

Corollaire 2.1. Tous les espaces de Hilbert séparables de dimen-
sion infinie sont isomorphes entre eux.

Preuve. Soit (e,),>0 une base hilbertienne de H. Pour tout
x:= (x4)n>0 € £2(N;C), on note

L(x):= Z Xpen €H.

n=0
Alors L : >(N;C) — H est linéaire et ||L(x)|| = ||x|| (Parseval).
Donc L est continue et injective ; elle est surjective par définition
d’une base hilbertienne. O

Proposition 2.1. Un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert
séparable est séparable.

Preuve. Soit X = {x, : n >0} un ensemble dénombrable et
dense dans H. Puisque Pr est 1-lipschitzienne, pour touty € F, on
a: [|Pr (i) = yI| = [1Pr () = PrO)I| < o — ¥ Ainsi Pr(X) est
dense dans F. O

2.8. Ondelettes de Haar (1909)

On note
@ =11 /20 = pij21p-
Pour tout n > 0 et pour tout k =0,...,2" — 1, on note

Pui(x) =22 @(2"x — k).



2.9. Ondelettes de Haar (1909)

2.10.

Lemme 2.2. La fonction 1 et les fonctions @, pour n €
N et pour 0 < k < 2", forment une base hilbertienne de
L*([0,1];C).

Preuve. Soit f € L%([0,1];C) orthogonale & 1 et & toutes les

Qni- Ona
/ f(x)dx=0,
[0,1]

car f est orthogonale a 1 et

/[0’1/2] Fr)dx— /[1/2,1] F(x)dx =0.

car f est orthogonale a @g . Donc

/[071/2] fwac= [ rea=o

Ondelettes de Haar (1909)

On montre (récurrence sur n > 0) que, pour 0 < k < 2%,

/[k %f(x)dx:o.

M5

La fonction

X f(r)de,
(0.%]

est continue et est égale a une méme constante en les points
de la forme +;, donc elle est constante sur [0, 1].

Donc, f est orthogonale a toutes les fonctions indicatrices
des sous-intervalles de [0, 1] dont les combinaisons linéaires
sont denses dans L([0,1];C). Conclusion, f = 0 p.p. sur
[0,1]. g



