MAT311, Cours 8 : Espaces de Hilbert, géométrie ’

81. Géométrie et topologie

1.1. Forme bilinéaire et produit scalaire

Définition 1.1. Soit E un R-espace vectoriel. Une application
(-,) : ExXE — R est une forme bilinéaire si toutes les applica-
tions partielles x — (x,y) ety (x,y) sont linéaires.

(i) Elle est symétrique si{x,y) = (y,x) pour tous x,y € E.

(i) Elle est définie positive si

(x,x) 20 pourtoutx € E etsi ({(x,x) =0 < x=0).
(iii) Un produit scalaire est une forme bilinéaire, symétrique,
définie, positive.

Rappel : un produit scalaire sur un R-espace vectoriel de
dimension finie, peut toujours s’écrire sous la forme (x,y) :=
21}’:1 Xjyj,ou (x1,...,xn) sontles coordonnées de x dans une base
adaptée. Quand la base en question est la base canonique sur R,
on parle de produit scalaire standard ou canonique.

1.2. Exemples de produits scalaires réels Exemples.

1. Sur My(R), on peut définir le produit scalaire (A,B) :=
Trace (AB').

2. Sur />(N;R) = {séries x = ¥,,cn X, de carré sommable, i.e.

telles que Z | x,2 | < 40}, on peut définir le produit scalaire
n=0

<X7y>52 = Z XnYn-

neN

3. Pour tout ouvert non vide @ C RV, on peut définir sur
L?(Q;R) le produit scalaire (f,g);> ::/ f(x)g(x)dx.
Q

1.3. Applications anti-linéaires et formes sesquilinéaires

Définition 1.2. Soient E et F, deux C-espaces vectoriels. Une ap-
plication L : E — F est dite anti-linéaire si

VhucC et Vx,yeE L(Ax+uy) = AL(x) + L(y).
Définition 1.3. Une application (-,-) : E x E — C est une forme
sesquilinéaire si I'application linéaire partielle x — (x,y) est linéaire
et si l'autre y — (x,y) est anti-linéaire.

(i) Elle est dite symétrique hermitienne si (x,y) = (y,x) pour
tous x,y € E. Sitel est le cas, (x,x) € R pourtoutx € E.

(ii) Elle est dite définie positive si

(x,x) 20 pourtoutx e E etsi ({x,x)=0< x=0).

(iii) Un produit (scalaire) hermitien est une forme sesquilinéaire,
symétrique hermitienne, définie, positive.
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1.4. Exemples

1. Sur CV, on peut définir le produit (scalaire) hermitien canon-
N

ique ou standard : (x,y) := Y x;¥;. En fait, un produit her-
J=1
mitien sur un C-espace vectoriel de dimension finie peut tou-

N
jours s’écrire sous la forme (x,y) = ijyj ol (X1,...,xN)
Jj=1

sont les coordonnées de x dans une base adaptée.

2. Sur My(C), on peut définir le produit (scalaire) hermitien :
(A,B) = Trace (AB).

3. Sur /2(N;C), on peut définir le produit (scalaire) hermitien :

<X7y>[2 = Z XnYn-

neN
4, Pour tout ouvert non vide Q c RY, on peut
définir sur L?>(Q;C), le produit (scalaire) hermitien =
(.8 [ S50

1.5. Inégalité de Cauchy-Schwarz

Proposition 1.1 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit (-,-) un pro-
duit hermitien sur E. Alors, pour tous x,y € E,on a :

VX)),

avec égalité si, et seulement si, la famille {x,y} est liée.

[en] <

Preuve. Pour tous x,y € E et tout t € R, on peut écrire :

(x,x) =1 {x,y) — 1 (y,x) +1% (y,y)
(x,x> _2t%<x7y> +t2 <yay>
0.

<x7ty7x7ty>

WVl

Le discriminant de ce polynéme est négatif ou nul, et par

conséquent
IR <V (xx)V0y).

Pour conclure, on remarque que |z| = sup,.g R(e*z) pour tout
zeC. O

1.6. Norme préhilbertienne

Définition 1.4. Soit (-,-) un produit scalaire hermitien sur E. On
définit sur E la norme associée a (-,-) par

Il := v/,

Justification. Pour tous x,y € E, grace a I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on a :

e+ yl? = Il +2% () + Iyl
< P20 Iy + 112

2

< (el D=

ce qui démontre l'inégalité triangulaire. Les autres axiomes de
norme sont faciles a vérifer. (I



1.7. Espace préhilbertien

Définition 1.5. On appelle espace préhilbertien un C-espace vec-
toriel muni d’un produit hermitien (-, -) et de la norme associée || - ||.
Un espace préhilbertien peut étre muni d’une structure d’espace
métrique pour la distance

d(x,y) = |lx—yl|-

Proposition 1.2. Soit E un C-espace vectoriel préhilbertien et
soientx,y € E. Alors on dispose des énoncés suivants.

(i) Théoréme de Pythagore : R (x,y) =0 < [|x+y||* = ||x||* +

IyI1%.
(i) Identité du parallélogramme : |jx + y||> + |x — y||* =
2 ([I*l> +y11%)-
2 e —li2
(ili) Formule de polarisation : {(x,y) = e+l 1 bl +

iyl = flx =iyl
i( . ).

1.8. Vecteurs orthogonaux et perpendiculaires Attention
: dans un C-espace vectoriel préhilbertien, I'égalité

2 2 2
[y = llxll” + vl
n’entraine pas forcément (x,y) = 0, mais simplement R (x,y) = 0.

Définition 1.6. On dit que x ety sont orthogonaux si {x,y) =0 et
on dit que x ety sont perpendiculaires si R (x,y) = 0.

Remarque : dans le cas des espaces préhilbertiens réels
ces deux notions coincident, mais dans un C-espace vectoriel
préhilbertien, x et ix sont perpendiculaires puisque

{x,ix) = —i(x,x), etdonc R(x,ix) =0.

1.9. Espaces de Hilbert

Définition 1.7. On dit qu'un espace préhilbertien H, muni de la
norme || - || associée au produit hermitien (-,-), est un espace de
Hilbert si (H, || -||) estun espace vectoriel normé complet.

Par définition, un espace de Hilbert est donc un espace de Ba-
nach.

Exemples.

1. Lespace CV, muni du produit hermitien (x,y) := le‘lexjy‘j,
est un espace de Hilbert. Plus généralement, tout espace
préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert.

2. Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert
est lui-méme un espace de Hilbert (muni de la restriction du
produit hermitien).

Attention : dans les espaces vectoriels normés de dimension
infinie, il existe des sous-espaces qui ne sont pas fermés (typique-
ment : des espaces de suites ou de fonctions a support fini ou com-
pact, dans des espaces définis par une condition de sommabilité ou
d’intégrabilité).

1.10. Exemples et non-exemples d’espaces de Hilbert Non-
exemple : SiN >2 et p > 1 l'espace CVN, muni de la norme

N
lIxll, == () |xj|P)1/’7, est un espace de Banach ; mais ce n'est
j=1
pas un espace de Hilbert dés que p #2 .
En effet, prenons x = (1,0,...,0) et y = (0,1,...,0). Alors
e+ |12 + lx — y[12 = 2227 et 2 (||x|2 + [[y]|2) = 4. Légalité du
parallélogramme est donc vérifiée seulement quand p = 2.

Exemple : I'espace /> (N; C) des suites complexes x := (Xn)n=0
telles que

Z |)Cn‘2 < +°°7
neN

muni du produit hermitien (X,y). := Z XnYn, €st un espace de

neN
Hilbert.

1.11. Espaces de Hilbert de fonctions de carré sommable Ex-
emple : pour tout ouvert non vide Q C RY, 'espace L?(Q; C) muni
du produit hermitien

(f.ghe = [ 030
est un espace de Hilbert.

Remarque : par le cours précédent C.(Q;C) est un sous-
espace dense dans L?(Q;C) ; il n'est donc pas un sous-espace
fermé de L?(Q; C) puisqu'il en est distinct.

Exemple : soit Q un ouvert borné non vide. On note L3(Q; C)
I'espace des fonctions de L?(Q;C) qui sont de moyenne nulle i.e.

FER(Q:C) si felXQC) etsi / Fx)de=0.
Q
Alors, L3(Q;C) est un sous-espace fermé de L*(Q;C) et en
particulier, L3(€;C), muni du produit hermitien (-,-),> est un es-

pace de Hilbert.

1.12. Espaces de Hilbert de fonctions de carré sommable,
preuve Preuve. Linégalité de Cauchy-Schwarz implique :

1/2 2 2 1/2
[roul <iar? ([ yora) =082 1l

En particulier, I'application

L*(Q:;0) 9f»—>/f(t)dteC,
Q

est bien définie, linéaire et elle est lipschitzienne, donc elle est
continue. Lespace L%(Q;C) est donc un fermé au titre d'image
réciproque du fermé {0} par une application continue. U

Remarque : dans la situation précédente, on peut aussi
voir L%(Q;C) comme l'orthogonal des (classes de) fonctions con-
stantes. Si au contraire Q est de mesure de Lebesgue infinie, les
fonctions constantes ne sont pas de carré intégrable.



1.13. Isomorphismes d’espaces de Hilbert

Définition 1.8. Soient H;,H, des espaces de Hilbert et soit L :
H, — H, une application linéaire. On dit que L est un isomor-
phisme d’espaces de Hilbert si les deux propriétés suivantes sont
vérifiées :

(i) [lapplication L est bijective.

(ii) r'application L est une isométrie, i.e. ||L(x)||, = ||x||a, pour

toutx € Hj.

Exemple : lapplication S : ¢>(N;C) — (*(N;C) (dite de
(décalage) ) définie par

S((xo,xl,xz, ... ,xn,..‘)) = (0,X0,X1,X2,«««, Xn—15---),

préserve la norme, mais n’est pas un isomorphisme d’espaces de
Hilbert (car elle n’est pas surjective).

1.14. Orthogonalité

Définition 1.9. Soit H un espace de Hilbert et (-,-) le produit her-
mitien sur H. Si F est un sous-espace vectoriel de H, on définit I
orthogonal de F par

Ft:= {xGH :Vy€eF, <x,y):0}.

Proposition 1.3. Soit F' un sous-espace vectoriel de H, alors :
(i) le sous-espace vectoriel F- est fermé ;

(i) si G est un sous-espace vectoriel et si G C F, alors F+ C
GL :

(iii) ona:F*=(F)*.

1.15. Propriétés de I'orthogonal, preuve Preuve. Soit (x,),>0
une suite de F qui converge vers x € H. Alors, pour tout yeF
I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (x —x,,y) implique gu'on
a:

O = ”ng<xnaY> = <xay>7
donc x € Ft.

OnaF CF,donc (F)* C F. Inversement, soient x € F et
y € F. Il existe (y,)n>0 une suite de F telle que

=
Alors
(x3) = im_(x.31) =0.
Donc x € (F)*. O

1.16. Dual d’un espace de Hilbert

Définition 1.10. Lespace vectoriel H' := L(H;C) des formes
linéaires continues définies sur H est appelé le dual topologique
de H (pour le distinguer de I'espace de toutes les formes linéaires
L(H;C)).

Lespace H’, muni de la norme définie par |ulg :=
sup|y|<1 [u(x)[, est un espace de Banach (conséquence d'un
résultat plus général vu dans le cours sur la complétude). On verra :

Proposition 1.4. Le dual topologique d’'un espace de Hilbert est
naturellement un espace de Hilbert.

Remarque : ce qu’il reste a voir est le fait que la norme ci-
dessus est associée a un produit scalaire hermitien ; ce sera une
conséquence du théoreme de représentation de Riesz.

§2. Théorémes de projection

2.1. Parties convexes dans un evn

Définition 2.1. On dit qu'un sous-ensemble C d’'un espace vecto-
riel E est convexe s'il est stable par prise de combinaison convexe,
ie. si

Vx,yeC, Vte|0,1], tx+(1—r)yecC.

Onnote [x,y] = {tx+(1—1)y: 1 €[0,1]} lintervalle d’extrémités
xety.

On va maintenant combiner les propriétés géométriques
(raisonnnements (euclidiens en dimension infinie) ) et les pro-
priétés analytiques (notamment la complétude) des espaces de
Hilbert afin de prouver un important résultat de projection sur les
convexes.

La preuve est instructive car illustre bien cette combinaison.

Le résultat est important car c’est (entre autres) un énoncé
d’existence (et d’unicité et caractérisation métrique).
2.2. Théoréeme de la projection sur un convexe fermé

Théoréme 2.1 (projection sur un convexe fermé). Soit H un espace
de Hilbert et C un sous-ensemble convexe fermé de H. Pour tout
x € H, il existe un unique y € C tel que

—vy||=d(x,C) := inf ||x — z||.
=]l = d(x,C) i= inf x|

Six € C alorsy =x ;six ¢ C, alors y est caractérisé par

Rix—y,z—y) <0, VzeC.

2.3. Théoréeme de la projection sur un convexe fermé, preuve
Preuve. Existence. Soit (y,)n,>0 une suite minimisante , i.e.
yn €Cet
li — =d .
Jmlx =yl = d(x,C)

Utilisons I'égalité du parallélogramme
2 2 2
lla+b]*+lla—b* =2 (llall* +[Ib]|*)
aveca =x—y,, etb =x—y,. On trouve

2
I

122 =y =y 1 + 1 = y* = 2 (I =yl > + [[x = yal?).



Donc
2

Ynt+Y
Iy = ymll? - = 2<x—ym||2+||x—ym||2>—4Hx‘"2'"

< 2= ymll® + b= yall?) — 4d(x,C).

Ainsi (y,)n>0 est une suite de Cauchy dans H (qui est complet) ;
elle converge donc, disons vers y € H, et comme C est fermé on a
yeC.

2.4. Théoréeme de la projection sur un convexe fermé, preuve
(fin) Unicité. Si ||x—y;|| = ||x—y2|| = d(x,C), on peut écrire
2
lyr=y20> = 2 (lyn =P + ly2 = x?) = 4 [ — 52|
< 4d(x,C)?—4d(x,C)* =0,

donc y; = y».

Caractérisation. Soitz € C ety € Ctels que ||x—y|| = d(x,C).
Lensemble C est convexe, donc [y,z] C C. On a

d(x,C)? < [lx =z = =yl + 2R x =y —z) +[ly =z,

ol z; = (1 —1)y+1tz, pour tout ¢ € [0,1]. Comme |jx —y||> =
d(x,C)?, on conclut que

2R (x—y,y—z)+|ly—z|*>0.

Donc 21 R (x—y,z—y) < #*|ly —z||* pour tout # € [0,1]. En di-
visant par t > 0 et en faisant tendre ¢ vers 0, on en déduit que
Rx—y,z—y) <0. O

2.5. Projection sur un sous-espace vectoriel fermé

Théoréeme 2.2 (projection sur un sous-espace vectoriel fermé). Soit
H un espace de Hilbert et F C H un sous-espace vectoriel fermé.
Il existe une unique application linéaire Pr : H — F telle que, pour
toutx € H
|lx— Pr(x)|| =d(x,F) := inf ||x —z]|.
Z€F
De plus :
(i) Prp(x) estl'unique élément de F vérifiant cette égalité.
(ii) x— Pr(x) est orthogonal a tout vecteur de F .
(iii) Pr est 1-lipschitzienne (donc continue), i.e.

1PF(O)[l < [lxll,  vxeH.

2.6. Projection sur un sous-espace vectoriel fermé, preuve
Preuve. On note y := Pr(x). Montrons que x —y € F. On sait
que, pour tout z € F, on a

g{<x_yvz_y> < 07
Donc R (x —y,w) < 0 pour tout w € F. En remplagant w par —w
puis par iw, on conclut que {(x —y,w) = 0 pour tout w € F. On a par
Pythagore :
2 2
1xl[* = [be = Pe ()| + |1 Pr ()| = [[Pr ()]
Ce qui termine la démonstration. O

Exemple : Si F est un sous-espace de dimension finie et si
e1,...,ey est une base orthonormée de F, on a la formule explicite

Pr(x) =) (x,ej)e;.

™=

1

J

2.7. Projection et orthogonalité
Corollaire 2.1. Si F est un sous-espace fermé de H, alors

H=Fa®F* e (FH)'=F

Si F est un sous-espace de H (non nécessairement fermé) on a :
(FH)* =F.

Preuve. Par projection, on a : x = Pr(x) + (x — Pr(x)), avec
x—Pr(x) € F+. De plus FNF+ = {0}. Par définition, F C (F*)*.
Si l'inclusion était stricte, il existerait x # 0 tel que x € (FX)* NF*.
Alors (x,x) = 0 donc x = 0, ce qui constitue une contradiction. En-
fin, on avu que FX =F ", donc (F1)L = (F")L =F, O

Application : Un sous-espace F' C H est fermé si et seulement
s’il existe un espace vectoriel normé G et une application linéaire
continue L : H — G telle que F = KerL. Le fait que la condition soit
suffisante est évidente, la nécessité s’obtient en prenant G = H et
L:=1d— PF.



