MAT311, Cours 7 : Techniques de calcul intégral '

§1. Intégrales multiples

1.1. Théoréme de Fubini classique Rappel : soient Q; C RM et
Q, C RM deux ouverts non vides, et soit f € C.(Q x Q,). Alors,
la fonction

X1 '—>/ Fx1,x2)dx,
Q)

est bien définie sur Q, et appartient a C.(€;). De plus

//leng(xl’xz)dxldxz
= Jo, (/sz(xl,xQ)d)Q) dx

= ( f(x17x2)dx1> dxs.
Q) Q

1.2. Enoncé du théoréme de Fubini Voici 'énoncé du théoréme
de Fubini dans le cadre de la théorie de l'intégration de Lebesgue.

Théoréme 1.1 (théoréme de Fubini). SoientQ; C RM etQ, c RM
deux ouverts non vides et f € L'(Q x Q). Alors :

(1) pour presque tout x; € Ly, la fonction x; — f(x1,x2) appar-
tienta L'(Q) ;

(ii) Ja fonction x, — / f(x1,x2)dx; est définie p.p. sur Q et
Q)
appartienta L'(Q,) ;

(iii) on a la double égalité

//leng(xhxz)dxldxz = /91 (/sz(xl,xz)dm) dx;

= ( f(xl,xz)dxl)dxz.
Qz Ql

1.3. Théoreme de Fubini pour les limites de suites de Levi On
va commencer par I'énoncé analogue pour les fonctions limites de
suites de Levi.

Lemme 1.1. Soit f € L1(Q) x Q,). Alors :

(1) pour presque tout x; € Ly, la fonction x; — f(x1,x2) appar-
tienta LT(Q) ;

(i1) /a fonction définie p.p. sur Q> par x; — / f(x1,x2)dx; est
Q

1
p.p. égale a une fonction qui appartient & L(Q,) ;

(iii) on a la double égalité

//leng(xl,xz)d)quQ :/Q] < sz(xl,xz)d)Q) dx;
/Qz(/ fx1,x2)dx )dxz.
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1.4. Preuve du théoréeme de Fubini - suites de Levi
Preuve. Soit (fn),,>0 une suite de Levi convergeant simplement
vers f sur Qp x Q,. Posons

Fy(x2) = /Q RACESLEE

La suite (F,),>0 est croissante sur Q; etona:

F,(x2) dxy :// Su(x1,x2) dxdx;
Qy Qp xQ)

< // flxr,x)dxpdey < oo,
.Ql><.Qz

Donc, par convergence monotone (Fy),>o est une suite de Levi
sur Q,. On note F la limite simple p.p. de la suite (F,,),,>0. Par
définition on a F € LT(€,), et & nouveau par convergence mono-
tone on peut intervertir :

F(xp)dx; = lim

F, (xz) dx,.
Q) n—+ JO,

1.5. Preuve du théoréme de Fubini — suites de Levi (suite) Soit
maintenant 2= {x, € Q, : F(xp) = +oo}. Puisque F € LT (Q), la
partie Z est négligeable. Pour tout x, € Q; — Z, la suite de fonctions
(fa(-1x2)) 1, est croissante et

/ Sa(x1,x2) dxy
Q

donc c’est une suite de Levi sur Q. La suite (f,)s>0 con-
verge simplement vers f sur Q; x Q,, on en déduit que f(-,x;) €
L1(Q1), pour x; € Qy — 2, ce qui établit le point (i).

= Fn(XQ) < F()Cz) < oo,

Par convergence monotone, on a :
[ fladn = tim [ fiax)dn = lim Fi(o) = F (o)
pour xp € O — Z. Or, F € LT(Q,), de sorte que x; —
/ S (x1,x2)dx, définie sur Qp — Z, est p.p. égale a une fonction
Q
qui appartient & L1(Q,), ce qui établit le point (ii).

1.6. Preuve du théoréme de Fubini — suites de Levi (fin) Enfin :

// f(xl,xz)dxldxg = lim // fn(xl,xz)dxldxz
Q1 xQy n—+e JJQ xQy
= lim o, (/91 fn(xl7x2)dxl> d = lim o, Fy(x2)dxs

:/szv(;cz)dm:/gz2 </Qlf(x1,x2)dx1) dx. O

Lemme 1.2 (fibres des ensembles négligeables). Soit Z C Q1 x Q,
un ensemble négligeable. Pour x| € €1, on note

Zyy ={meQy: (x1,0) €Z} C Yy

lafibre de Z au-dessus de x;. Alors, pour presque tout x| € Q1,
la fibre Z,, est négligeable dans €.

En général, les fibres Z,, d’'un ensemble négligeable Z ne sont
donc négligeables dans Q, que pour presque tout x| € Q; et pas
pour tout x1 € Q.



1.7. Preuve de la négligeabilité p.p. des fibres et du point
(i) Preuve. Soit f € LT(Q; x Q) telle que f(x1,x2) = +oo pour
tout (x1,x2) € Z. |l existe Z; C ) négligeable tel que, pour
x1 € Q1 — Zy, la fonction f(x1,-) € LT(Q,). Soit x; € Q — Z;.
Par définition :

Zy, C{x2 € Q) 1 f(x1,x2) = +oo},

et f(x1,-) € LT(Q). Donc 'ensemble Z,, est négligeable dans
Q). (]

Preuve de (i). Il existe g,h € LT(Q; x Q,) et un ensemble
Z C Q1 x Qp négligeable tel que f=g—h sur (Q x Q) — 2.
Il existe Z C Q, négligeable tel que les fonctions g(-,x2) et (-, x2)
appartiennent & L7 () pour tout x, € Q, — Z,. Il existe Z, C Q»
négligeable tel que la fibre Z, soit négligeable dans Q; pour tout
x2 € Qo — Zp. Alors, pour tout x, € Q) — (Z,U Z,), ona

f(-7)C2) = g('vXZ) —h(-7)C2) € L] ('Ql)v

ce qui établit le point (i).

1.8. Preuve du théoréme de Fubini — cas général, point (ii) La
fonction définie sur Q, — (Z5 U Z,) par

X2 / g(x1,x2)dxy,
Q)

et la fonction définie sur Q, — (Z5 U Z,) par

)C20—>/ h(xl,xg)dxl,
Q

sont presque partout égales a des fonctions qui appartiennent
a L7(Q,), de sorte que la fonction définie sur Q, — (Z, U Z;) par

sz/ g(x1,x2) dx; */ h(x1,x2) dx; :/ fx1,x0)dxy,
Q) Q) Q)
appartient & £!(Q,), ce qui établit le point (ii).

1.9. Preuve du théoréme de Fubini — cas général, point (iii) En-

fin,ona:
| ramands
Q] XQZ

= g(x1,x2) dxydxy — h(x1,x2)dxpdx;
Q% Jo %0,
= g(x1,x2)dxy ) dxp — h(x1,x2)dx; ) dxa
o, \Jo o, \Jo
= o, (/Qlf(xuxz)dxl) dxs,

I'égalité restant a prouver étant obtenue en échangeant les vari-
ables x; et xp. O

1.10. Enoncé du théoréme de Tonelli Dans le cas des fonctions
mesurables positives on a :

Théoréme 1.2 (théoréme de Tonelli). SoientQ; C RM etQ, c RM
deux ouverts non vides et soit f une fonction mesurable Q1 x Qp —
[0,+o0]. Alors :

(1) pour presque tout x; € Qp, la fonction x| — f(x1,x2) €
[0, 40| définie p.p. sur Q; est mesurable ;

(ii) la fonction x; — / f(x1,x2)dx; € [0,4-o0|, définie p.p. sur
Q

Q,, est mesurable ;

(iii) dans[0,+ce], 0na:

// f(x1,x2) dxydxa =/ ( f(xl,xz)dx2> dx
QlXQZ Ql QQ
= ( f(xhxz)dxl) dxy.
o, \Ja,

1.11. Application du théoréme de Tonelli pour Fubini Ce
résultat permet de répondre a la question suivante : comment
vérifier gu’une fonction mesurable est intégrable sur Q; x Q, ?

Soit f: Q1 x Q, — C une fonction mesurable. On suppose que
I'on sait calculer

1:/91 (/Qz |f(x1,x2)|dxz> dxy,

= (/Q. |f(x1,xQ)dx1> dxs.

D’apres le théoréme de Tonelli appliqué a |f|, deux cas se
présentent

ou

TouJ<+4e = feL1(Q)xQ,)etalorson peut
appliquer Fubini,
ITouJ =+ = f¢&LH(Q xQ).

§2. Intégration et dérivation

2.1. Dérivabilité et intégration Soit f € £!(]0,1]). Pour tout

x €[0,1], on note F(x) = /[o ]f(t)dt.

1. Peut-on affirmer que F est dérivable (ou au moins dérivable
p-p.) ?

2. Peut-on dire que F’' = f (ou au moins que F/ = f p.p.) sur
[0,1] 2

3. Bien entendu, si f est continue, alors F' est dérivable et
F' = f en tout point de [0, 1].

Réciproquement, soit F : [0,1] — R.

1. Quand peut-on affirmer que F’, la dérivée de F, existe (au
moins p.p.) sur [0,1] ?

2. Quand l'égalité

est-elle vérifiée ?

3. Bien entendu, le résultat est vrai si F est de classe C! sur
[0, 1].



2.2. Intégration des fonctions a dérivée bornée 2.6. Intégrales dépendant d’'un parametre : le cadre Dans ce

oo . qui suit, on se donne :
Théoréeme 2.1. On suppose que F est dérivable sur [a,b] et que

! !/ 1
|[F(1)| < M pour toutt € [a,b], alors F' & L ([a,b]) et 1. unintervalle ouvert non vide I de R ;

[ ]F’(t)dt =F(b)—F(a). 2. un ouvert non vide Q de RV.
a,b

Preuve. On note G,(x) =n- (F(x+ 1) —F(x)). Par conver- On se donne aussi
gence dominée, on voit que F’ est intégrable, et par passage a la

limite dans fiIxQ—C
telle que, pour tout ¢t € I, la fonction partielle f(¢,-) soit
/[aA,b—L] Gp(x)dx=n /[b_f ]F(x)dx— [a’a#]F(x)dx ’ intégrable, i.e. f(z,-) € L'(Q;C).
on trouve que On définit alors F : I — C par
F'(t)dt = F(b) —F(a),
0] Flt) = / £(t,%)
ce qui termine la démonstration. (|

On veut étudier la continuité et la dérivabilité en ¢ de la fonction
2.3. Monotonie, dérivabilité et intégration F.
Théoreme 2.2. On suppose que F est croissante sur [a, D),

o i alorsF g 7. Intégrales paramétriques : continuité Le premier énoncé
est dérivable en presque tout point de [a,b] et

se démontre en combinant le théoréme de convergence dominée et
le critere séquentiel de continuité.

Théoreme 2.4 (continuité des intégrales paramétriques). On con-
serve les notations précédentes et on fait les hypothéses suivantes.

Preuve du second point. Appliquer le lemme de Fatou a la

] . oe (i) Pour presque tout x € Q, la fonctiont — f(t,x) est continue
suite de fonctions définie par

entyel.

= Iy _
Gulx) =n (F ()H_ ”) Fx) ) (i) Il existe ® € L'(Q) telle que, pour presque tout x € Q et
pour obtenir I'inégalité cherchée. O pour toutt €1, on a

. . ft.x)] < D).
2.4. Fonctions absolument continues

Définition 2.1. On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est absolument Alors, la fonction F est continue ento eton a:

continue si

fim [ S0y = [ Jim o).
Ve>0 38>0 telque <Z|bi—ai|<8:>2f(bl)— (ai)|<e>‘ ’ erro

i i

o o 2.8. Intégrales paramétriques : dérivabilité
ou les (a;,b;) sont disjoints et en nombre fini.

Théoreme 2.5 (dérivation sous le signe somme). On conserve les

Exemple : si f est k-lipschitzienne sur [a, b] alors f est absolu- notations précédentes et on fait les hypothéses suivantes.

ment continue sur [a, b|. . . -
[a,] (i) Pour presque toutx € Q, la fonctiont — f(t,x) est dérivable

surl.
2.5. Intégration et dérivabilité

(i) Il existe ® € L'(Q) telle que, pour presque tout x € Q et

r N . . 1
Théoreme 2.3. (i) Sif e L ([a,b]) alors pour toutt € I, on a

F(x)= t)dr, af
( ) lax f( ) ‘a(t,x) < (IJ(x)
t
est absolument continue et est dérivable p.p. sur [a,b]. De
plus F' = f p.p. sura,b). Alors, F est dérivable sur I et sa dérivée est donnée par
(ii) SiF estabsolument continue sur [a,b], alors F est dérivable , of
presque partout, F' € L'([a,b]) et F'(t)= 0o =-(t,x)dx.

De plus, si f(-,x) € C'(I;C) pour presque tout x € Q, alors
F(x)—F(a)= F'(t)dr. Fec\(I;0).



2.9. Dérivation sous le signe somme, preuve Preuve. Soit
(t2)n>0 une suite qui converge vers ¢ € I (avec t, # t pour tout

n > 0). Par les hypotheses (i) et (ii), il existe Z C Q négligeable
tel que
ty,x) — f(t e)
hm f( mx) f( 7'x) f( X)
n—r+oo t,—t oot

et en outre par le théoréme des accroissements finis, on a :

‘ftn, — f(t,x) < o)

pour tout x € Q — Z. Par convergence dominée, on a donc :

o POy [ S,
n—+-o0 t,—t n—+ JQ —1
_ ?)f( x)dx. O

2.10. Dérivées partielles et matrice jacobienne Soient Q;,Q,
des ouverts non vides de RYN et ®: Q| — Q.

Pour x € Q; etv e R, la dérivée directionnelle de f en x suiv-
ant v est la dérivée (si elle existe) de la fonction partielle 7 — f(x+
tv) ol t est un paramétre réel suffisamment petit. Si on dispose
d'une base (e1,ez,...ey), qui permet d’écrire x = (x1,x2,...,XN),
une telle dérivée directionnelle suivant e; est appelée une dérivée

d
partielle ; quand elle existe, on la note a—f(x).
x;
Définition 2.2. On dit que ® : Q; — Q, est de classe C! sur Q,
si @ admet des dérivées partielles en tout point de Q. et si ces
dérivées partielles sont des fonctions continues sur Q.
0P
On note Jo(x) = (
an
&= (®',...,®") au point x.
Ici la base intervient pour les directions des dérivées partielles,
mais aussi pour la décomposition de la fonction ® suivant ses fonc-
tions coordonnées @' : Jo(x) est donc une matrice carrée.

(x)) la matrice jacobienne de
1<i,j<N

2.11. Difféomorphisme et changement de variables On a en
vue de procéder a des changements de variables pour des
intégrales définies sur des ouverts d’evn de dimension finie.
Mathématiquement parlant, un changement de variables est une
application bijective suffisamment différentiable (par exemple de
classe C!) entre deux tels ouverts. En topologie, on a vu qu'il n’est
déja pas vrai que I'application réciproque d’une application bijec-
tive continue est continue ; cette remarque explique le point (iii) ci-
dessous.

Définition 2.3. On dit que ® est un C'-difféomorphisme de Q;
sur Q, si les conditions ci-dessous sont satisfaites.

(i) Lapplication ® est une bijection de 1 sur Q.
(ii) Lapplication ® est de classe C' sur Q.

(ili) Lapplication ®~! est de classe C' sur ;.

Dans ce qui suit, on se donne ® : Q; — Q, un C'-

difféomorphisme.

2.12. Théoreme de changement de variables

Théoréme 2.6. Soit f € L'(Qy). Alors : (fo®)|dét/e| € L' (Q),

etona:
J, fo)ar= [ s@t

Preuve. On part du fait que, pour toute f € C.(;), on a
fo®e C.(Q) et

[y [, o

Soit f € L7(Q2) et (fu)n>0 une suite de Levi convergeant sim-
plement vers f sur Q. Alors, (f, o ®|détJo|),>0 est une suite
croissante de fonctions de C.(Q) et

) |détJe (x)| dx.

) |détJo (x)| dx.

Ful@(x)) | détp (x)] dx = /Q FACLE /Q (@) dx< e

2.13. Preuve du théoréeme de changement de variables, suite
Par conséquent, la suite (f, o ®|détJo|),>0 est une suite de Levi
sur Qy, et elle converge simplement sur Q; vers f o ®|détJe| qui
appartient donc  L7(€). Enfin, par définition de l'intégrale sur
L1(Q;,), on trouve que

dy = i - (v)d
sz() y = lim_ 2f(y) y
~ lim / Fu( @) |déto (x)] dx = / F(®(x)) |détdo (x)|dx.
n—+-oo

Pour conclure, on va utiliser le fait que les C!-difféomorphismes

transforment les ensembles négligeables en ensembles
négligeables.
Lemme 2.1. Si Z C Q, est négligeable, alors dD*I(Z) C Q est

négligeable.

2.14. Preuve du théoréeme de changement de variables, fin
Preuve du lemme. Si Z C Q; est négligeable, il existe f € L1(€)
telle que f(y) = oo pour tout y € Z. Comme détJg(x) # 0 pour
tout x € Q1, on en déduit que f o ®(x)|détJep(x)| = +eo pour tout
x € ®!(2). Lafonction fod|détJe| € LT(Q)), donc @~!(Z) est
négligeable. O

Preuve du théoréme (fin). Soit f € L!(Q,): il existe donc Z C
Q, un ensemble négligeable et g,h € LT(Q;) tels que f=g—h
sur Q, — Z.

Les fonctions g o ®|dét/p| et h o P|détJp| appartiennent
Lt (Ql) et

fo®|dét/g| =

sur Q — &~ 1(Z). Lensemble ®~'(Z) est négligeable donc
fod®|détlp| € L1(Q)). O




2.15. Changements de variables affines Soit A € GLy(R) et En utilisant les coordonnées polaires et le théoréeme de Fubini,

b€ RN. Onpose ®(x) =Ax+b. Si f € L!(RY),ona on trouve
/ flas+b)ds = oo f(y)dy N qedy= [ ([Ce " rdr) do=
RV |détA| Jry ’ /Rze y = . /o e rdr =T.

Finalement : I = /7.

Si de plus AA" = A’A =1 (i.e. si ® est une isométrie affine),
alors 2.18. Coordonnées sphériques : difféomorphisme On note

[ faxenac= [ ro)dy.
R R ®:Rix]-ma[x]-3 3 — R -P

définie par
Si A =\l pour A # 0 (i.e. si ® est une homothétie), alors
| D(r,¢,0) := (rcosdcos, rsindcos6,rsin0).
Ax)dx = —+ dy.
o/ OO = 15 [ SO

2.16. Coordonnées polaires : formule d’intégration On note

P = {(X],XQ) S R2 X1 < 0’ Xy = 0},

et

®:Rix]-mn[ — R>—P, £
I'application définie par
®(r,0) := (r cosO, r sin6) 2.19. Coordonnées sphériques : formule d’intégration On a

1(R2
Pour tout f € L' (R*), on a dét(J) = 12 cosb.

+oo pm
/zf(x)dx :/ f(rcos®,rsin®)rdrde. Donc pour toute f € L!(R?), on a la formule d'intégration :
R 0 -7

2.17. Coordonnées polaires : calcul de I'intégrale gaussienne

2
On veut calculer I = / e " dx.
R

. f(x)dx:/()+m/_1:t _7;//22f(<l>(1’,(1),9))r2 cosBdrdde.

. 3.
En utilisant le théoréme de Fubini, on a : Exemple : volume de ¢la» boule de rayon R de R” :

2 R rm rm/2 A7tR3
/ ef(x2+):2)dxdy — / 67X2dx/ 67)72 dy _ / e—xzdx — 12. Vv :/ 1{‘X‘<R}dx :/ / / r2 Cosedrd(])de — L
R? R R R R3 0 J-nJ-n)2 3



