MAT311, Cours 3 : Espaces métriques complets

81. Complétude et espaces de Banach

1.1. Suites de Cauchy

1.1.1 Notion de suite de Cauchy

Lintérét des suites de Cauchy est que dans des espaces métriques
convenables (les espaces complets — voir plus loin), on peut vérifier
la convergence de certaines suites sans avoir a connaitre a priorila
limite. On cherchera donc a exhiber le plus possible d’espaces com-
plets.

Définition 1.1. Une suite (x,),>0 d'un espace métrique (X,d) est
appelée suite de Cauchy si

Ve >0, Ing €N, tel que (Vn,m = ng,  d(xn,xm) <€)

Remarques.
1. Sid; et d> sont deux distances Lispchitz-équivalentes sur X,
on vérifie qu’'une suite dans X est de Cauchy pour la distance

d; si, et seulement si, elle est de Cauchy pour la distance d.

2. On vérifie aussi que I'image d’une suite de Cauchy par une
application uniformément continue, est de Cauchy.

1.1.2 Les suites convergentes sont de Cauchy

Proposition 1.1. Une suite qui converge est une suite de Cauchy.

Preuve. Soit (x,)n>0 une suite qui converge vers x dans un
espace métrique (X,d).

Pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
Vn > ng, d(xp,x) <¢g/2.

Alors par inégalité triangulaire

d(xn,xm) < d(Xy,x) +d(x, %) <E,

Vn,m = ng,

ce qui montre que la suite (x,),>0 est une suite de Cauchy. a

1.1.3 Les suites de Cauchy sont bornées
Proposition 1.2. Une suite de Cauchy est bornée.
Preuve. Soit (x,),>0 une suite de Cauchy.

Choisissons € = 1. Il existe ng € N tel que

Vn>=ng, d(xg,xm) <l
En particulier
Vn>ng, d(x,xy) <1,
ce qui montre que la suite est bornée. ([l
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1.1.4 Suites de Cauchy possédant une valeur d’adhérence

Proposition 1.3. Une suite de Cauchy (x,)n>0 qui possede une
valeur d’adhérence, converge.

Preuve. Pour tout € > 0, il existe ny € N tel que
Vn,m = ny,

d(xn,xm) < €/2.

Soit x une valeur d’adhérence de la suite (x,),>0. Il existe une
sous-suite (x¢(,))n>0 qui converge vers x. Donc, il existe n; € N tel
que

Vn > ni, d(xq,(n),x) < 8/2.
Alors,
Vn = max (no,n1), d(xp,x) < d(Xp, Xg(n)) +d(Xg(n), X) <€,

ce qui montre que la suite converge. O
1.2. Espaces métriques complets

1.2.1 Notion d’espace métrique complet

Définition 1.2. Un espace métrique (X ,d) est dit complet si toute
suite de Cauchy converge.

Exemples.

e Un espace métrique compact est complet (proposition
précédente et Bolzano-Weierstrass).

e (]0,1],|-]) n'est pas un espace métrique complet : penser a

e (Q,|-|) mest pas un espace métrique complet. On peut
définir R comme étant le «complété) de (Q,]-]).

Remarques.

1. La complétude est une propriété qui dépend de la distance
et pas seulement de la topologie sur 'ensemble X.

2. Sid] et d; sont des distances Lipschitz-équivalentes sur un
ensemble X, on vérifie que (X,d;) est complet si, et seule-
ment si, (X,d,) l'est.

1.2.2 Non-exemple d’espace métrique complet

Non-exemple : prenons sur R la distance
d(x,y):=le*—e”|.
Alors I'espace (R,d) n'est pas un espace métrique complet.

Justification. La suite (n),>0 est une suite de Cauchy dans
(R,d), pourtant elle ne converge pas dans R pour cette distance.
([l

NB : la topologie associée a la distance d est égale a la topolo-
gie associée a la distance usuelle.



1.2.3 Sous-espaces fermés d’un espace métrique complet

Lemme 1.1. Soit (X,d) un espace métrique complet et Y C X.
Alors l'espace (Y,dy) = (Y,d) est complet si, et seulement si, Y est
fermé.

Preuve. Supposons que (Y,d) est complet. Si (y,)n>0 est
une suite d’éléments de ¥ qui converge dans (X,d), alors c'est une
suite de Cauchy dans (Y,d). Elle converge donc dans Y et par
conséquent Y est fermé. Soit (y,),>0 une suite de Cauchy dans
(Y,d). C’est une suite de Cauchy dans (X,d) donc elle converge
dans (X,d). SiY est fermé, elle converge également dans (Y,d).
Donc (Y,d) est complet. O

1.3. Construction d’espaces métriques complets

1.3.1 Produit d’espaces métriques complets

Lemme 1.2. Le produit de deux espaces métriques complets
(X;,d;),i= 1,2 muni de la distance somme ou de la distance produit
est un espace métrique complet.

Preuve. Si ((x1,%2,))n>0 est une suite de Cauchy dans
(X1 x X»,d),), alors les suites (xi,),>0 sont des suites de Cauchy
dans (X;,d;).

Elles convergent donc vers une limite notée x; et on vérifie que
la suite ((x1,4,X2,1))n>0 converge vers (xi,x2), aussi bien pour la
distance somme que pour la distance produit. 0

1.3.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Comme pour la compacité, les espaces vectoriels normés de di-
mension finie ont un bon comportement ; la nuance est que cette
fois, c’est I'espace tout entier, et donc tout fermé qu’il contient, qui
jouit de la propriété de complétude.

Théoreme 1.1. Un K-espace vectoriel normé de dimension finie,
muni de la distance associée a la norme, est un espace métrique
complet.

Preuve. Soit (x,),>0 une suite de Cauchy. Cette suite est
bornée, elle est donc incluse dans un compact (prendre par exem-
ple une boule fermée de rayon assez grand).

On peut donc extraire de la suite (x,),>0 une sous-suite
qui converge. En particulier, la suite (x,),>0 admet une valeur
d’adhérence, donc elle converge. O

1.4. Espaces de Banach

1.4.1 Notion d’espace de Banach

Définition 1.3. On dit qu’un espace vectoriel normé est un espace
de Banach s’il est un espace métrique complet pour la distance
issue de la norme.

La structure d’'un espace de Banach est donc trés riche
puisqu’elle cumule de forte propriétés algébriques et métriques,
compatibles entre elles.

Exemples.

e Une reformulation du théoreme précédent consiste a dire que
tous les K-espaces vectoriels normés de dimension finie sont
des espaces de Banach.

e |'étape suivante consiste a exhiber des espaces de Banach
qui sont des K-espaces vectoriels de dimension infinie.
1.4.2 Lespace de Banach (¢*(N;K), || - ||«)
Exemple : Lespace (¢(N;K), || - ||) est un espace de Banach.

Preuve. Soit (x"),>0 une suite de Cauchy d’éléments de
(¢*(N,;K), | *||). On note

X" = (x?)nENa

ou x' € K. Par définition, pour tout € > 0, il existe mp > 0 tel que,
pour tous m,m’ > my,

/
sup [x — x| <e.
n=0

Donc, pour chaque n > 0, la suite (x]),,>0 est une suite de Cauchy

dans (K, |- ), qui est un espace métrique complet. Cette suite con-
verge vers une limite que I'on note z, € K.

1.4.3 Lespace de Banach (¢°(N;K), || - ||«), fin

On note z := (z,)n>0- Vérifions que z € £~°(N;K) et que

lim X" =z.

m—r—oo
On sait que
/
sup |xy — x| < €.
n=>0
pour m,m’ > my.
Donc
Xy —zn| <€,

pour tout m > my.

Finalement, la suite z est bornée (prendre par exemple € = 1)
et la suite (x™),,>0 converge vers z pour la norme || - ||e. O

1.4.4 Lespace C([0,1];R),]-||1) n’est pas complet

Exemple : Lespace C([0, 1];R) muni de la norme

1
1]l = /0 £(0)|dt,

n’est pas un espace vectoriel normé complet.

Preuve. Définissons pour tout n > 2

1 si x€][0,1/2]
fau(x):=< 1—=n(x—1/2) si x€[1/2,1/2+1/n]
0 si xe[l/2+1/n,1].
Ona

lim || fo = finll1 =0,

n,m—co

mais (f»)n>2 Ne converge pas vers une fonction continue. O



1.4.5 Applications linéaires continues dans un Banach

Une autre fagon de construire des espaces de Banach consiste a
considérer des espaces d’'applications linéaires continues a valeurs
dans un espace de Banach.

Proposition 1.4. Supposons que (F,|| - ||r) est un espace de Ba-
nach. Alors, l'espace L(E,F) muni de la norme | | ;g ) est
également un espace de Banach.

Preuve. Soit (L ),>0 est une suite de Cauchy de (L(E,F),|| -
||L(E7F)). Par définition, pour tout € > 0, il existe ng > 0 tel que, pour
tous m,n > ng,

[[Ln (x)

Ainsi, pour tout x € E, la suite (L,(x)),>0 est une suite de
Cauchy dans (F,|| ||r), qui est un espace de Banach, donc elle
converge vers une limite que I'on note L(x) € F.

—Ln()[F <ellxe-

1.4.6 Applications linéaires continues dans un Banach, suite
On vérifie que L est linéaire
L(Ax+py) = lim L, (Ax +py)
=Alim L, (x) +u lim L,(y) = AL(x) +uL(y).
n—roo n—soeo
On sait que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
1Ln(x) = Ln ()| < €[x]| -
pour m,n = ny.
Donc, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que
[Ln(x) = L(x) || < |lx]|&-

pour tout n = ng.

1.4.7 Applications linéaires continues dans un Banach, fin
En particulier,
L) < (&+ Lol £2,)) ¥ -
ce qui montre que L est continue et
ILn =Ll 2(e.F) <&,

pour tout n = ng.

Finalement, la suite (L,),>0 converge vers L dans (L(E,F), |-
I 2E.F))- O

§2. Points fixes et applications

2.1. Théoréme de point fixe de Banach

2.1.1 Applications contractantes

Soit T une application d’un espace métrique (X,d) dans un espace
métrique (X', d’).

Définition 2.1. On dit que T est contractante s'il existe k € [0, 1]
tel que pour tous x,y € X, on ait :
d'(T(x),T(y)) <kd(x,),

autrement dit, si T est k-lipschitzienne de rapport k € [0, 1].

Remarque : une application contractante est automatiquement
continue.

2.1.2 Enoncé du théoréme de point fixe de Banach

Voici un énoncé tres général, qui se décline dans de nombreuses
situations et qui conduit a des résultats trés profonds (par exemple
pour la résolution des équations différentielles).

Théoréme 2.1 (théoréme de point fixe de Banach). Soit (X,d) un
espace métrique non vide, complet et soit T : X — X une applica-
tion contractante. Alors, T posséde un unique point fixe dans X (i.e.
il existe un unique x € X tel que T (x) = x).

Il est instructif de discuter les hypothéses, en lien avec quelques
idées directrices de la preuve.

1. D’abord, il est naturel de supposer X non vide, surtout si le
but est d’obtenir un point (fixe) dedans...

2. Lacomplétude de X est utilisée car on va prouver que toute
suite dans X obtenue en itérant T sur un point quelconque,

est de Cauchy.

3. La limite d’une telle suite est un point fixe (et l'unicité est
facile).

2.1.3 Preuve du théoréeme de point fixe de Banach

Preuve. Soit xo € X. Définissons (x,)n>0 par x,+1 = T (x,) pour
toutn > 0.
Pour tous n > m, on peut estimer
d(xmxm) = d(Tm(xnfm)aTm(XO)) < kmd(xnfrmxoy

En particulier, I'inégalité triangulaire implique que
d(xn,%0) < Y. d(xjp1,x5) < Y K d(x1,x0) <
= E

Donc, pour tous n > m, on a :

d(xnaxm) < d(xly)CO)-

1—k

2.1.4 Preuve du théoréme de point fixe de Banach, suite et fin

La suite (x»)n>0 est une suite de Cauchy dans X qui est complet,
donc elle converge. On note x.. € X sa limite. Par continuité de T,
ona

T(xe)=T ( LH}J x,,)
n oo

Donc, x. est un point fixe de T'.

= lim T(x,) = lim Xp4] = Xeo.
n——+oo n—y+oo

Si x,y sont des points fixes de T, on a
d(x,y) =d(T(x),T(y)) <kd(x,y),

et, puisque k € [0, 1[, on a nécessairement d(x,y) =0, i.e. x =y.
(]



2.2. Théoreme de Cauchy-Lipschitz

2.2.1 Un probleme d’équations différentielles

On part d’'un ouvert non vide Q dans un evn de dimension finie E et
d’un intervalle ouvert non vide I de la droite réelle R. Etant donnée
une application continue X : I x Q — E, on cherche a résoudre
I'équation différentielle

% =X (1,x(1))

avec condition initiale x(¢y) = up pour to € I et up € Q.

L'équation ci-dessus est souvent appelée résolue dans le sens
ou la dérivée de la fonction inconnue est isolée comme membre
(de gauche) de I'équation. Une généralisation du probleme ci-
dessus consiste a considérer des équations implicites, c’est-a-dire
; %(r)) =0. Ces équations peu-
vent souvent étre rendues localement résolues.

des équations de la forme g(7,x(t)

Une autre généralisation consiste a considérer des dérivées
d’ordre supérieur de la fonction inconnue. Une astuce de calcul per-
met de ramener une équation résolue d’ordre n a l'ordre 1, quitte a

rer placer E par E" et par ( —_— 7" lx)
X X [N .
’ dt ’ dtn_l

2.2.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz, énoncé

Théoreme 2.2 (théoréme de Cauchy-Lipschitz). Supposons X con-
tinue en (t,x) et lipschitzienne en la seconde variable. Alors pour
tout (To,up) € I x Q, il existe 8 > 0 et a > 0 tels que pour tous
u € B(ug,d) etty €]ty — ;7o + O[ le systeme

dx
n =X (t,x(1)),

avec condition initiale x(ty) = u, posséde une unique solution définie
surt €ty — o 1o + otf.

Remarques.

o Noter que dans cet énoncé le temps d’existence 2a de la so-
lution ne dépend ni de ty, ni de u (choisis cependant dans des
domaines prescrits, notamment par 9d).

e On peut se contenter de supposer que X est localement lips-
chitzienne, par exemple de classe C!.
2.2.3 Solutions maximales

Soit J la réunion des intervalles contenant ¢y sur lesquels on dispose
d’une solution au probléme du théoréme.

Proposition 2.1. [/ existe une solution x définie sur J, et toute autre
solution s’obtient par restriction de celle-ci.

La solution définie sur J s’appelle la solution maximale du
probléme du théoreme.

Preuve. |l suffit de prouver que deux solutions, disons x; et x»,
définies sur des intervalles contenant 7, disons J; et J,, coincident
sur J; NJ. Autrement dit de prouver que K = {r € JyNJp 1 x1(f) =
x2(t)} vaut J; NJ, tout entier. Par continuité, K est un fermé de
Ji1NJy, etil est non vide car 7y € K. Enfin, le théoreme de Cauchy-
Lipschitz implique que K est ouvert. Or, l'intersection J; NJ, est
un intervalle contenant ¢y, donc est connexe. Ceci implique qu'on a
bien K =J,NJ;. O

2.2.4 Théoreme de Cauchy-Lipschitz, preuve

Esquisse de preuve. C’est un retour a la topologie des evn et aux
points fixes...

En effet, par intégration I'équation du théoreme est équivalente

!
x(t)=u+ [ X(s,x(s))ds.
Ip
Pour o > 0 et r > 0, les espaces de fonctions continues J7p — o; 7o +
o[— B(ugp, r) sont des espaces de Banach pour la norme || - || de
la convergence uniforme. Pour résoudre I'équation du théoréme, on
se ramene a trouver un point fixe x pour la transformation

t
Tu:x— (T(x) it —u+ [ X(s,x(s))ds).
fo
Cela se fait en utilisant le théoreme de point fixe de Banach. Il faut
pour cela choisir les paramétres o, & et r assez petits pour que T,
envoie C (]t — 19+ o[, B(ug,r)) dans lui-méme, en y étant con-
tractante pour la norme || - ||c- O

2.2.5 Commentaires et améliorations concernant Cauchy-
Lipschitz

Non unicité. On n’a pas unicité de la solution quand X est seule-

ment continue. Ceci peut se voir grace a I'équation implicite

dx
(5)2 — 4x(t) = 0, qui donne lieu & I'équation résolue

dx
— = x(t)].

o =2V/[x(0)]
Cette derniére équation admet deux solutions telles que x(0) = 0,
a savoir la fonction nulle et la fonction ¢ +— signe(¢)t>. Un théoréme

d’existence est par contre disponible (théoreme de Peano).

Temps d’existence. Revenons a l'application 7, de C(]to —
;70 + if,B(ug, 7)) dans lui-méme utilisée dans la preuve. Alors
une amélioration astucieuse du théoréme de point fixe (par unicité,
il suffit qu’'une puissance 7" de T contracte) et des calculs
supplémentaires sur T,,, permettent de voir que le temps d’existence
des solutions ne dépend que de r et de M = sup || X(¢,x) || pour
|t —to|< ovetx € Blug,r).




