MAT 311 2017

Introduction a Panalyse réelle

Feuille d’exercices # 3 : Espaces métriques complets.
Exercices a préparer pour la séance du 12 mai 2017:
exercices 2, 3, 9 et 11

Exercice 1. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que (X,d) est précompact si
pour tout € > 0, 'espace X peut étre décrit comme réunion d’une famille finie de
boules de rayon . On veut prouver que (X, d) est compact si, et seulement si, il est
précompact et complet.

1) Justifier que, dans un espace métrique quelconque, si une suite de Cauchy admet
une valeur d’adhérence, alors cette suite converge vers cette valeur d’adhérence.
2) Prouver que si X est compact, alors il est complet et précompact.

A partir de maintenant, on veut prouver 'implication réciproque, modulo quelques
remarques préliminaires d’intérét général. Il peut étre utile — mais pas nécessaire —
d’avoir en téte qu’on va faire un raisonnement qui généralise la preuve par dichotomie
de la compacité des segments (fermés) de la droite réelle R.

3) Prouver que si ¢1,92,...¢n,... est une suite d’extractions N — N, alors l'ap-
plication n — (p1 0 pg 0--- 0 ¢,)(n) est encore une extraction N — N, et ainsi
(T(pr0pz0-0pn)(n) Jn=0 est une sous-suite de (z)n>0 (c’est I'idée du procédé diago-
nal).

4) Prouver qu’'un sous-ensemble d’un espace métrique précompact est un espace
métrique précompact.

5) Prouver que si X est complet et précompact, alors X est compact.

Exercice 2. 1) Montrer que pour qu’'un espace métrique soit complet, il suffit que
ses parties fermées et bornées soient complétes (par exemple, compactes).

2) Montrer qu'un espace vectoriel normé (F, || - ||g) est un espace de Banach si, et
seulement si, toute série normalement convergente est convergente.

Exercice 3. Montrer que ¢([0,1]; R), muni de la norme Noo(f) = sup o1y [ f(2)],
est un espace de Banach alors que le méme espace, muni de la norme

1
Ni(f) = / (@) dt,

n’est pas un espace de Banach.

Exercice 4. Soit (E, | -||) un espace de Banach, K > 0 et ¢ € €(E; E) telle que
Vee B, o) < K |lz|.
Montrer qu’il existe une unique application f € € (E; E) telle que

f0O)=0 et VeekE,  f(z)-[f(z/2)=¢()

On pourra utiliser la série de fonctions
oo
x> Z o(27"x).
n=0
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Exercice 5. Montrer que X :=] — 1, 1], muni de la distance

L Y

est un espace métrique complet.

Exercice 6. On note d(z,y) := |z — y| la distance usuelle sur R. Si f : R — R est
une fonction strictement croissante, on note dy(x,y) :=|f(x) — f(y)|

1) Montrer que dy est une distance sur R.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que les topologies associées
a d et dy soient les mémes.

3) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que les suites de Cauchy
associées a d et dy soient les mémes.

4) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que (R, dy) soit complet.

Exercice 7. Soit (E,| -||) un espace vectoriel réel et f: E — E telle que

Ve,y € B, flz+y) = flz)+ fy),
et
Vo € By(0,1), |[f(z)] <M.
1) Montrer que f est Q-linéaire.
2) Soit « € E. Montrer que pour tout A € Q tel que A > ||z||, on a : || f(x)| < AM.
3) En déduire que f est linéaire et continue.

Exercice 8. Soit (a,)n>0 une suite d’éléments de K telle que la série entiAgsre

Z anx™ a un rayon de convergence R > 0 et soit (E, ||| g) un K-espace de Banach.

neN
1) Soit L € L(E, E) telle que ||L||z(g,) < R. Montrer que

Y anL" € L(E,E).

n=0

2) Soit L € L(E, E). Montrer que

Ln
L._
e = Z ﬁ
n=0
définit un élément de L(E, E). o
3) Soient L, L € L(E, FE) tels que Lo L = L o L. Montrer que

€LO€L:€LO€L.

4) En déduire que, si L € L(FE, E) alors e” est inversible et a pour inverse e ¥ €
L(E,E).

5) Soit L € L(E, E) telle que || L||z(p,g) < 1. Montrer qu'il existe V € L(E, E) telle
que
Vi=1Ip—L.

Exercice 9. Soit K un compact, convexe d’un espace vectoriel normé (E, || - ||) et
f:+ K — K une application 1-lipschitzienne, i.e. telle que pour tous z,y € K, on ait :



If(@) = fl < llz—yl.

1) Soit a € K. Montrer que, pour tout n > 1, 'application

fale) = 2a+ 22 fa),

n n

admet un point fixe dans K.
2) En déduire que f admet un point fixe dans K.

Exercice 10. Soit 7' une application d’un espace métrique compact (X,d) dans
lui-méme, telle que d(T'(z), T(y)) < d(z,y) pour tout z # y.

1) Montrer que T posséde un unique point fixe, i.e. z € X tel que T'(z) = =.
)

2) Ce résultat est-il toujours vrai si 'on enléve ’hypothése de compacité de (X, d)?
3) Montrer que pour tout x € X, la suite (T"(x))n>0 converge (ici, T™ est défini par
la récurence T =T et T =T o T™ 1, pour tout n > 2)

4) Montrer que la suite d’applications (T™),>¢ converge uniformément sur X.

Exercice 11. Soit X : R x R — R une fonction de classe C! et bornée sur R2.
Prouver que, pour tout zg € R, la solution maximale du probléme

dx
3 = X(ta(0)

avec condition initiale z(0) = ¢, est définie sur R tout entier.

Exercice 12. Soient |a;b[ un intervalle de R et X :]a;b[xR" — R", (t,z) —
X (t, z) une fonction localement lipschitzienne en z. Soit x une solution maximale de

oo da : : _
I’équation différentielle i X (t,z(t)). Prouver que si u # a alors t%liryltr;u lz(t)|| =

+00, et que si v # b alors  lim || z(¢) ]| = +oo.
t—v,t<b

)



