MAT 311 2017
Introduction a ’analyse réelle

Feuille d’exercices # 7 : Techniques de calcul intégral.
Exercices & préparer pour la séance du 16 juin 2017:
exercices 1, 3, 5 et 6

Exercice 1. On note C :=] —1,1[ x| — 1, 1] et on considére la fonction f définie
sur C' — {(0,0)} par la formule
— Yy
f(l‘vy) - (xQ 4 y2)2

1) Les fonctions x — f(z,y) et y — f(x,y) sont-elles intégrables sur | — 1,1 pour
y # 0 et x # 0 respectivement ? Calculer

/ f(z,y)dx pour tout y#0 et / f(z,y)dy pour tout x # 0.
1-1,1] 1-1,1]

Les fonctions partielles proposées sont intégrables car restrictions a | — 1;1[ de
fonctions de classe C*° sur [—1;1]. Les intégrales demandées sont nulles car les fonc-
tions intégrées sont impaires et le domaine d’intégration est symétrique par rapport
a 0.

2) Calculer

/ |f(xz,y)|de pour tout y#0 et / |f(x,y)|dy pour tout x # 0.
1-1,1] ]-1,1]

Pour x # 0, on a

Colellyl gy 2y dy o [
Ly (22 +y2)? x2+y x2+t2’

la derniére égalité provenant du changement de variable t =42, On en conclut que :

e 1 1
Py = (2] (5 — ——).
/_1 (22 + y2)2 y =|z| (332 1+x2)

3) La fonction f est-elle intégrable sur C'?

1
La fonction partielle y +— / |f(x,y)|dx =|y]| (—2 — —) n’est intégrable
=11 Yy I+y
sur | — 1; 1] pour aucun z # 0 car y — \y| ne l'est pas (alors que y . |+y 5 ).
Y

Si f était intégrable sur C, alors | f | le serait aussi et on pourrait lui appliquer le
théoréme de Fubini (point (ii) dans le cours), qui impliquerait l'intégrabilité de la
fonction partielle précédente pour presque tout x : c¢’est exclu.

Exercice 2. On consideére la fonction g définie sur ]0, 1] x]0, 1[ par la formule

4220 g 27" < p <27l of 277 <y < 27 n>1
g(z,y) =< =22l i 271 < p <27 et 27 <y < 28 n>1

0 sinon.
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1) Calculer

/ / g(z,y)dz | dy et / / g(z,y)dy | dx.
10,1] 10,11 10,1] 10,1]

2) Expliquer le résultat.

Exercice 3. Soient f et g deux fonctions positives et mesurables sur un ouvert non

vide Q c RV.
// (f(2)g(y) — F(y)g(x))® dady,
OQxQ

1) Caleuler
/Q F@)g(z) de, /Q F@)2de et /Q o(2)2 da.

Pour tout (z,y) € 2 x Q, on a

(F(@)g(y) — FW)g(x)® = f(@)gW)* + f(¥)*g(x)* = 2f () f(y)g(x)g(y).
d’ou I’égalité

I @ - @@y a2 [ fe (y) dady =

/ F(2)2g(y)* dady + / F()2g(2)? dady.
QxQ QxQ

En appliquant le théoréme de Tonelli, on obtient donc

//mea:g ())dxdy+2</f dm) _2/f dx/

) Retrouver l'inégalité de Cauchy-Schwarz avec son cas d’égalité.

// (1)g(x))? dzdy = +00, on en déduit que
QxQ

/f dx/ )2dz = +o0
( | @) dx>2 < [ 1@Pae- [ g2

Si / /Q (F()gtu) = f(@)al@))? dady < +0, on a

</Qf(x)g($)dx>2:/Qf(x)de/Qg(x)de—;//QXQ(f(x)g(y)_f(y)g(x))2dxdy

< / f(z)*da - / g(x)* dx
Q Q
De plus on voit que 1’égalité a lieu si et seulement si

// (f(x)g(y) — f(y)g(x))* dzdy = 0.
QxQ

en fonction de

et donc on a bien



3

Cette égalité a lieu si et seulement si la fonction (z,y) — f(z)g9(y) — f(y)g(x) est
nulle presque partout. On veut montrer que ceci implique 'existence de (a,b) # (0,0)
dans [0, +oc[? tel que af(x) = bg(x) pour presque tout x. Soit Z I'ensemble des
(x,y) € Q x Q tels que f(x)g(y) — f(y)g(x) # 0, cet ensemble est négligeable.
On peut également supposer que f n’est pas nulle presque partout. Il existe alors
z € Qtel que f(z) # 0et Zy, = {y € Q, (x,y) € Z} est négligeable. Mais alors

f(x)g(y) = g(x) f(y) pour presque tout y € Q.

Exercice 4. Soit f: Ry, — R de classe ¢! telle que f’ soit intégrable sur |0, +ool.

Calculer
[ feos,
10,4+00[ T

pour tous a,b > 0.
Comme f est C!, on a, pour a,b,z > 0,
bx

J(b) - fla) = [ F(0)dt.

axr

Par changement de variable, on en déduit

f(bz) — f(az —:p/ f'(zt)d

ce qui nous donne

/]Om[ f(b:”) /(]+oo[/ ' (xt) dtda.

Par ailleurs on a, par Tonelli :

/ lf xt|dtdx—// |f/(xt)| dzdt = / / (t)| dtdz < 400
10,400 [a,b] 10,+00( 0,+o0[

puisque f’ est intégrable sur |0, +0o[. On peut donc appliquer le théoréme de Fubini
pour obtenir

f(ba:) f(ax) b /
dz = t)dtdz =1 dt.
/}Q+00[ r = / /0+oo[ tdx n(a)/](),+oo[f (t)dt

Exercice 5. Produit de convolution Soient f,g € L'(R”Y;C).
1) Montrer que, pour presque tout € RM, la fonction y — f(z — y)g(y) est
intégrable sur RY. Montrer que la fonction f x g définie p.p. sur RY par la formule

(f*g)(z / f(@—y)g(y)dy,

est intégrable sur RY.

On considére la fonction @ : (z,y) — f(x—y)g(y). Elle est limite p.p. de fonctions
continues sur (R™V)?2 car f et g sont mesurables; ainsi ® est mesurable. On calcule
en utilisant Tonelli :

Lo freenlasy=[ ] il la asy = [ ([ 1=l @)l a
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Or, par changement de variable : / | flx —y)| dz = / | f(x)| dz, qui est
RN RN

indépendant de y, et donc finalement

/RN /RN | @(x,y) | dxdy:/RN | f(2)] dx./RN lg(z)| dz < +o0,

par hypothése d’intégrabilité sur f et g. On en conclut que ® est intégrable (sur
(R™)?2) ; par Fubini, cela implique d’abord — point (i) avant la formule d’interversion
— que la fonction partielle proposée y — f(x — y)g(y) est intégrable elle aussi (sur
RY), puis — point (ii) avant la formule d’interversion — que f % g I’est aussi.

2) Montrer que

| ra@dr= [ p@de [ g

f
RN

Le premier point (application de Tonelli) a permis de voir que la fonction ® était
intégrable. On a ensuite utilisé les points théoriques de Fubini pour justifier les
intégrabilités nécessaires. On finit en appliquant la formule d’interversion de Fubini.

Plus précisément, on fait les mémes calculs que pour 1. (presque dans le méme
ordre), mais sans les valeurs absolues :

/RN(f*g)(x)dm:/RN /RN @(m,y)dmdy:/RN < - f(x—y)dx> 9(y) dy.

Or, par changement de variable (a4 y fixé) on a : / flz —y)de = / f(z)dez,
RN RN

qui est indépendant de y, et donc finalement
[ ro@de= [ fade [ gdn
RN RN RN

3) Vérifier que, pour tous f,g,h € L}(Q; C), 'on a
frxg=gxf et fx(g*xh)=(fxg)xh p.p.sur Q.

Déja, les roles de f et g sont symétriques, donc on peut définir aussi g * f. Ces
produits de convolution sont des fonctions intégrables, qu’on peut donc & nouveau
convoler avec des fonctions intégrables... ceci justifier I’existence de tous les produits
de convolutions de la question, ainsi que I'usage des formules d’interversion de Fubini
dans ce qui suit.

On a:
(@)= [ fa=pay @ @en@= [ fe-uay

RN

et I’égalité se voit en appliquant de changement de variable 3y’ =  — y dans I'une ou
I’autre des deux intégrales.

Il reste a comparer (f * (g h))(z), soit :
[ tamemman= [ e ([ aw-aneas) o= [ [ fapati-ohieazdn
et ((f *g)*h)(z), soit :

/R (fro) a—2)h(z) dz = /R ) ( [ te—y=10) dt) B(z)dz = /R L Ha=saoh) draz,
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ce qui se fait avec le changement de variable t = y — z dans l'intégrale de la fin de la
premiére ligne.

o0

dzd 1
Exercice 6. 1) Montrer que / Jo_ Z —5
012 1 — 2y —n
On est dans un cas trés favorable car la fonction intégrée est positive; elle est en
outre mesurable car elle continue sur [0;1]? au point (1,1) prés (négligeable). On
peut donc appliquer le théoréme de Tonelli, qui donne la premiére des égalités qui
suivent :

=l L e [ e
[Ol]zl—azy 1—xy 1—xy 1—2

la derniére égalité provenant du changement de variable (trés classique, d’'une va-
riable) z = xy. Noter qu’'on se permet de diviser par x dans le calcul d’intégrale
car 'annulation de z n’a lieu que sur un ensemble négligeable (de dimension 1) de
C = [0;1]? (de dimension 2). Bref, on continue :

1 x 1 _
// dz dy :/ 1(/ dz )dx:/ ~In(1 —=) d.
oz l—zy  Jo x'o (1—2) 0 T

: ) 4 L. R ln(l — iﬂ)
On se rappelle maintenant qu’on a le développement en série entiere ———= =
T
X n—1
E . On est dans un cas trés favorable car les fonctions de cette série entiére
n
n=1

sont continues et positives sur l'intervalle considéré, ce qui permet d’appliquer le
théoréme de convergence monotone de Beppo Levi pour conclure aprés interversion
somme-intégrale.

Variante : on applique d’abord Beppo Levi pour obtenir la derniére égalité dans ce
qui suit :

dx dy = -
1= // = // 2™y" dedy = // x"y" dedy,
o2 L — 2y [0:1)2 nzo ny{) 0:12

1 2
1
puis Tonelli pour avoir / / 2"y dedy = < / z" dl’) = —.
[0;1]2 0 (n+1)

2) On veut calculer Y7, # Effectuer dans I'intégrale précédente le changement
de variables x = u — v, y = u + v, puis poser u = cost.

Le premier changement de variables proposé est un changement linéaire en dimen-
1

sion 2. Précisément, on introduit la matrice A = (1

-1 )
1) : ¢’est une matrice de

11

déterminant 2 et d’inverse A~1 = 2l1 1

, et le changement de variables s’écrit

<‘; =A Z . Pour mettre en place ’application du théoréme de changement de

variables, il faut voir A comme un difféomorphisme & valeurs dans le domaine d’inté-
gration initial C' = [0;1]2. Le domaine d’intégration en u et v est I'image réciproque

de C par la bijection A, autrement dit le quadrilatére Q = A~(C) de sommets (0,0),

(3,—3), (1,0) et (3, 1) dans le plan de coordonnées (u,v). Les applications A et A~
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sont évidemment de classe C'. On peut donc appliquer le théoréme de changement
de variables pour obtenir :

_// dx dy // 2du dv

el —ay 1—u+0?

Avec le découpage @ = {0 <u < et [v|<ulU{; <u<let [v|<1—u} (faire
un dessin!) et le changement de variable u = cos(t) (et donc du = —sin(t)dt), on

obtient :
// 2 |sin(t) | dt dv
I = )
1 — cos?(t) + v?

pour D = {(t,v) : § <t < Fet [v|<cos(t)} U{(t,v): 0 <t < Fet [v|<1—cos(t}.

Bref :
/ /1 cos(t) 92 Sln( ) dodi + /’2T /cos(t) 2sin(t) dodt
1+cos(t) sm (t) + v? z J_cos(t) sin?(t) + v2 ’
soit
o 5 v 1—cos(t) 3 v 1—cos(t)
I= 2/0 [arctan(sin(t))] 1+COS()dt—i-Q/g [arctan(sm(t))] 1cos(t) At
5 1 — cos(t 5 t 2
Le premier terme vaut 4/3 arctan(#s()) dt = 4/3 arctan (tan(z)) dt = T
0 sin(t) 0 2 9
jus t jus 2
alors que le second vaut 4/2 arctan(c?s(t)) dt = 4/2 (g —t)dt = %
z 5(1)13( ) :
1 s
Tout ceci pour conclure que ((2) = Z —=1= 5
n
n=1

Exercice 7. Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes :

1) f:z el
C’est du calcul :

R +oo ) +o00 ) 0 )
f¢) = / e lzle=it g — / e Te 1 dg + / e e dg,
—00 0 —00

Par changement de variable pour le second terme, cela donne :

f(ﬁ):/Jrooe_x(l“f)dx—i—/Jrooe_x(l_’f)dx: ! + L _ 2 )
0 0 1+ 1—i& 1+&2
1

L’idée est d’utiliser la formule d’inversion de Fourier car la fonction proposée,
disons g, est égale a la moitié de la transformée de Fourier f obtenue précédemment.
On écrit donc la formule d’inversion pour f :

oo | , +o0 A +00 .
fla)= = / fe)etde = 1 / 20(6)eE dg = - / o(E)e—2E e =

2 27 J_o T J o

Bref : j(z) = me~1#l.

1
us

9w

).
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La aussi I'idée est d’utiliser une belle propriété calculatoire de la transformation
de Fourier (lien entre dérivation et multiplication par une variable). On remarque
dH ~ — ~
que h(z) = —d—(x) o H(z) = e . Ainsi : h(¢) = —H'(¢) = —i€H(¢). La
x
fonction H est une fonction gaussienne : admettons provisoirement que pour o > 0 et
_ T o_& . . = &2
Jga(z) = e~ alors 9a(§) =/ —e 4a. Ici H = g1, ce qui donne : H(&) = v/2me™ 7,
« 2
N 2
et finalement : h(§) = —v/ 27ri§e_%.

Voici maintenant une fagon de calculer une transformée de Fourier de fonction
gaussienne. L’idée peut étre utile dans d’autres situations et consiste a voir que la
i o satistai : i iffé i A Savoir :
fonction g, satisfait une équation différentielle, a savoir

gn(z) = —2axge(z).

Vu les décroissances a l'infini des fonctions en jeu, on peut prendre la transformée
de Fourier des deux membres de I’'égalité ci-dessus pour obtenir :

(&) = —202ga(2)(€),

ce qui donne, en simplifiant par 7 :

£9a(§) = —209a'(6),

soit une autre équation différentielle, cette fois pour gg, quon rééerit : go (&) =

_¢2 +oo
—%gg(g), et qui s’intégre en : g, (&) = EE(O)@% avec ¢o(0) = / e dy =
— 0o

T
\/7 par changement de variable dans un calcul du cours.
o

Moralité : la famille des fonctions gaussiennes est caractérisée par une équation
différentielle d’un certain type, et ce type d’équations différentielles est préservé par
passage a la transformée de Fourier (car la transformation de Fourier échange — aux
constantes prés — multiplication par une variable et dérivation). Ainsi la transforma-
tion de Fourier préserve globalement la famille des fonctions gaussiennes, mais pas
les paramétres (pour la détermination desquels on doit faire des calculs).

Exercice 8. Soient f,g € L'(RY;C). On rappelle que fxg € L'(RY;C).
1) Montrer que f+g = f
Sizc RN, ona

Fea@ = [ [ g tamu= [ fugte 0 dedt = flog

N RN

Na )l

L’application du théoréme de Fubini est ici justifiée par le fait que fxg € LY(RY, C).
2) Pour tout a > 0, on pose

1 2
L —|z|?/2a N
Go(z) := 7(27_‘_&)]\[/26 , VzeR".
Calculer G, x Gy pour tous a,b > 0.
On commence par calculer la transformée de Fourier de G. Cela donne

Cole) = g [ etititiietq [ RVETRE gy gl
(2ma)2 JRN (2ma)2 JRN

z

().
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Ainsi Gmb = G,Gp = Ga-s—b on en déduit donc que G4 *x Gy = Ggyp.

3) Peut-on trouver f € L*(R";C) telle que f x g = g pour tout g € L*(RN;C)?
S’il existe une telle fonction, alors on a fg = ¢ pour tout g € L'(RY,C). En
prenant par exemple g = (1, on voit que 'on doit avoir f = 1. Ceci est impossible

car d’apreés le théoréme de Riemann-Lebesgue, f(x) tend vers 0 quand |z| tend vers
+00.

4) Peut-on trouver f,g € L'(RY;C) telles que f # 0 et g # 0 (i.e. dans L'(R"N; C))
et fxg=07

Soient ¢ et ¢ deux fonctions C*° & supports compacts de supports disjoints et
non nulles. On pose f(z) = [z o(t)ewtdt et g(x) = Jan Y(t)e*t dt. Comme ¢ et
1 sont C'° & supports compacts, toutes leurs dérivées partielles sont dans L', ce qui
prouve que pour tout n, on a limyg_, . [|"f(z) = 0, de méme pour g. Ainsi les
fonctions f et g sont dans L', et par inversion de Fourier, on a f = et g =1. Ainsi
f/@ =y = 0 et donc f*g = 0. Comme ¢ et 1) sont non nulles, f et g le sont
aussi.

5) Résoudre dans L'(RY; C) I'équation f  f = f, d’inconnue f.

Si fxf=f,alors f2 = f . Ceci implique que la fonction f ne prend que les valeurs
0 et 1. Comme par ailleurs f est continue et que R est connexe, on a f = 0 ou
f=1.Lecas f =1 est exclus d’apreés le théoréme de Riemann-Lebesgue, on a donc

A~

f =0 et la formule d’inversion de Fourier implique f = 0.

Exercice 9. 1) Donner un exemple de fonction f intégrable sur R et a valeurs
réelles, telle que f et f soient p.p. strictement positives sur R,

2) Pour toute fonction f mesurable sur R et & valeurs complexes, on note f la
fonction définie par f(z) = f(—z). Calculer la transformée de Fourier de f, puis de
f* f (utiliser la question 1) de P'exercice 10).

3) Reprendre la question 1) & la lumiére du résultat de la question 2).

Exercice 10. Soit P € RY. Montrer que 1p est p.p. égale & une fonction continue
qui tend vers 0 a l'infini, si et seulement si P est négligeable.

Exercice 11. Soit f € L'(R,C). Supposons qu’il existe K C R compact tel
que f(xz) = 0 p.p. sur R — K. Montrer que la transformée de Fourier f admet un
prolongement & C qui est développable en série entiére en tout point de C.

Exercice 12. Pour z = (z1,x2,73) € R?, on note r = |z| = \/2? + 23 + 22.
1) Soit E(x) = <l montrez que E € L'(R?).

|z

On calcule en coordonnées sphériques

+o0 pm 21 e T +o00
/ |E(x)|dz = / / / 2 sin @ drdfde = 47r/ re”"dr < +o0.
R3 0 o Jo T 0
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2) On dit que f : R? — C est a symétrie sphérique si la valeur de f(x) ne dépend
que de |z|, ou de maniére équivalente si pour toute rotation R de R?, f(Rx) = f(z).
Montrez que si f € L'(R?) est & symétrie sphérique, alors f aussi.

Soit R une rotation (i.e. R'R = 1d) et donc |det R| = 1. On calcule par change-
ment de variable z = Ry :

fre) = [ R fayao = [

e R £(Ry)| det R| dy = / e WO f(y)dy = f(€).
R3 R

3) Calculez E. On fera le calcul en coordonnées sphériques en choisissant £ = aes.

Par symétrie sphérique, il suffit de faire le calcul pour £ = aes. Alors en sphérique

r sin 0 cos ¢
xr=|rsinfsing
r cos 6

on calcule £ - x = arcos@ d’ou :

- oo p2m T e " . +oc0 ef’iar cosfT
E(€) = / / / ——etarcost «in 9dh r2dr dp = 2 / re”" [] dr
0 o Jo T 0 iar 0

_ _%Ti/Jrooer [6iar_€fiar] dT:—% 1. _ 1» — A
a Jo a |1—-ia 1+ia 1+a?

~ 47

E() = W




