MAT 311 2017

Introduction a ’analyse réelle

Feuille d’exercices # 3 : Espaces métriques complets.
Exercices a préparer pour la séance du 12 mai 2017:
exercices 2, 3, 9 et 11

Exercice 1. Soit (X,d) un espace métrique. On dit que (X,d) est précompact si
pour tout € > 0, 'espace X peut étre décrit comme réunion d’une famille finie de
boules de rayon . On veut prouver que (X, d) est compact si, et seulement si, il est
précompact et complet.

1) Justifier que, dans un espace métrique quelconque, si une suite de Cauchy admet
une valeur d’adhérence, alors cette suite converge vers cette valeur d’adhérence.

En effet soit (z,,)n>0 de Cauchy, et soient ¢ : N — N une extraction (c’est-a-
dire une fonction strictement croissante N — N) et z tels que nh_)ngo Tpm) = . On

se donne ¢ > 0. Par ’hypothése « de Cauchy », il existe N > 0 tel que pour tous
n,n’ > N on ait d(z,,x,) < €; et par 'hypothése que x est une valeur d’adhérence,
on sait qu’il y a un indice n’ > N tel que d(x,/,x) < e. Par 'inégalité triangulaire,
cela implique que pour tout n > N on a d(x,,x) < 2¢; et comme ¢ était arbitraire,

cela implique bien que lim z, = x.
n—oo

2) Prouver que si X est compact, alors il est complet et précompact.

Supposons donc que X est compact. D’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass,
une suite quelconque dans X admet une valeur d’ahérence; si elle est a fortiori de
Cauchy, alors la question précédente implique qu’elle converge. Bref, dans X toute
suite de Cauchy est convergente : on vient de prouver la complétude de X. La pré-
compacité est une conséquence directe du fait que les boules ouvertes sont des ouverts
(1) et de la caractérisation de la compacité par extraction de sous-recouvrements finis
de recouvrements ouverts arbitraires au départ (propriété de Borel-Lebesgue).

A partir de maintenant, on veut prouver 'implication réciproque, modulo quelques
remarques préliminaires d’intérét général. Il peut étre utile — mais pas nécessaire —
d’avoir en téte qu’on va faire un raisonnement qui généralise la preuve par dichotomie
de la compacité des segments (fermés) de la droite réelle R.

3) Prouver que si @1, p2,...¢p,... est une suite d’extractions N — N, alors 'ap-
plication n — (@1 0 a0 -+ 0 p,)(n) est encore une extraction N — N, et ainsi
(T (p10p90--00n)(n))n=0 €St une sous-suite de (zn)n>o (c’est I'idée du procédé diago-
nal).

Cela vient de I'observation que si ¥ : N — N est une extraction alors ¢)(n) > n
pour tout n € N (qui se prouve par récurrence : 1)(0) est un entier naturel, donc est
> 0, et pour I’hérédité on écrit : ¢(n+ 1) > ¥ (n) = n). Avec cette observation, on a
en effet :

P(n+1) = (prop20- - -00n) (Pnr1(n+1)) = (pro@ao- - -0pp)(n+1) > (@rop0- - -0py,)(n)

4) Prouver qu'un sous-ensemble d’'un espace métrique précompact est un espace
métrique précompact.
La métrique (= distance) sur le sous-ensemble est la restriction de la distance de

I’espace métrique ambiant au sous-ensemble.
1

P(n).



Soit £ > 0. La précompacité de X permet d’écrire celui-ci comme réunion finie de
N

boules de rayon ¢; explicitement : X = U B(x;,e) pour une collection de centres x;
=1
bien choisis.

Il faut faire attention au fait que la trace sur Y d’une boule de X n’est pas une
boule de Y en général (si le centre n’est pas dans V).

Dans le recouvrement de X qui précéde, seules les boules rencontrant Y nous sont
utiles. Quitte a réindéxer, on se rameéne au cas oil les centres x; tels que B(x;,e)NY #
@ sont ceux indexés de 1 & j pour j < N. Pour ¢ < j on peut donc se donner
z; € Y N B(x,¢€), et alors I'inégalité triangulaire nous assure que B(z;, 2¢) contient
B(x;,e)NY (en effet, siy € B(x;,e)NY, alors d(z;,y) < d(zi, ;) +d(x;,y) < e+e).

J
Ceci permet d’écrire que Y = U (B (2, 2¢) ﬂY) et comme les centres z; sont dans Y,
i=1
les intersections B(z;,2¢) N'Y sont bien des boules de Y. Comme ¢ était arbitraire,
on conclut a la précompactité de Y.
5) Prouver que si X est complet et précompact, alors X est compact.

Soit (2 )n>0 une suite dans X ; on veut voir que (x,),>0 admet une sous-suite
convergente. Si cette suite prend une infinité de fois la méme valeur, disons x, alors
x est évidemment une valeur d’adhérence de la suite. Quitte & extraire une premiére
fois, nous nous plagons désormais dans la situation ou n — x,, est injective.

Par précompacité de X, il existe zo € X et une extraction w2 : N — N telle
que l'on ait z,,mn) € B(zs, %) pour tout n > 1. Supposons qu’on ait trouvé jus-
qu’au rang j = k > 2 des points z; € B(zj_1, 2J—1_1) et des extractions ¢; tels que
T (1 0p90--00)(n) € B2k, 2%) pour tout n > 1. Alors par précompacité de B(z, 2%),
il existe zpi11 € B(zk,zik) et une extraction i1 : N — N telle que l'on ait
T (pr0p90--0pps1)(n) € B(zkH,Qk—lﬂ) pour tout n > 1. Par récurrence on construit
ainsi une suite d’extractions et une suite (zx)g>2; cette suite est de Cauchy car
d(zm, zn) < W Par complétude de X, elle admet donc une limite 2 € X, et
cette limite est dans toutes les boules fermées B(z, 2%) . cela implique que la suite
extraite (T, opp0---0pp)(n))n=0 tend vers z.

Exercice 2. 1) Montrer que pour qu'un espace métrique soit complet, il suffit que
ses parties fermées et bornées soient complétes (par exemple, compactes).

Soit X un espace métrique dont les parties parties fermées et bornées sont com-
plétes.

Le point important est de remarquer qu’une suite de Cauchy est bornée (dans le
sens o elle est contenue dans une boule fermée). Soit en effet (), une telle suite ;
il existe un rang N tel que pour tous m,n > N on ait d(z,,,x,) < 1, en particulier
d(xn,zy) < 1 pour tout n > N. Alors (z,)n>0 est contenue dans la boule fermée
centré en xy et de rayon tout nombre plus grand que 1 et que les distances d(x;, zy)
pour 0 <+ < N — 1.

Ainsi, si (5 )n>0 est une suite de Cauchy, elle est contenue dans une boule fermée
— qui est compléte par hypothése : la suite converge dans la boule, et donc dans X.
Ceci prouve la complétude de X sous I’hypothése de 1’énoncé.

Remarque : on a vu dans un autre exercice que toute suite de Cauchy admettant
une valeur d’adhérence convergeait vers ladite valeur d’adhérence; ceci prouve que
tout espace compact est complet. Le point 1) prouve donc plus généralement que
tout espace métrique dans lequel les boules fermées sont compactes, est complet.
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2) Montrer qu’un espace vectoriel normé (F, || - ||[g) est un espace de Banach si, et
seulement si, toute série normalement convergente est convergente.

On suppose tout d’abord que (E, ||-||g) est un espace de Banach et on se donne une
[ee]

série ), - Zn dans E normalement convergente, c’est-a-dire telle que Z |lznlle <
n=0
oco. Alors la série numérique -~ [|zn[/g est de Cauchy. Soit € > 0. Il existe un
m—+p
rang N > 0 tel que pour tout m > N et tout p > 0 on ait Z |lznlle < €, et

n=m-+1
m—+p

donc || Z Ty ||E < e. Ainsi, on vient de vérifier que )~y est de Cauchy et la

n=m+1
complétude de E implique qu’elle converge.

Maintenant, on suppose que toute série normalement convergente dans E converge,
et il s’agit de voir que toute suite de Cauchy dans E converge. Soit (z,)n>0 une telle
suite. Par la premiére question de I'exercice 1, il suffit de voir que cette suite admet
une valeur d’adhérence.

Par la propriété « de Cauchy », il existe un rang N; tel que pour tous m, m’ > Ny
on ait [|zm, — zh||e < %, un rang No > Nj tel que pour tous m,m’ > Ny on ait
% — T || < 272, et par récurrence des rangs N1 > Ni (pour k > 0) tels que
pour m,m’ > N, on ait ||, — 2, ||g < 27%. En posant p(n) = N,, on obtient une
extraction ¢ : N — N telle que pour tout entier n on ait |[T,m41) — Tpm)lle <
27", faisant de la série D ~q(Ty(ni1) — Ty(n)) Une série normalement convergente
donc convergente dans E par hypothése sur E. Ainsi (z,)p>0 admet une valeur
d’adhérence, et elle est convergente par la réduction qui précede.

Exercice 3. Montrer que ¢([0, 1]; R), muni de la norme Noo(f) = sup,ejo 11 [ f(2)],
est un espace de Banach alors que le méme espace, muni de la norme

1
Mi(f) = /0 @) dt,

n’est pas un espace de Banach.

Soit (fm)m=0 une suite de Cauchy de (¢([0,1];R),|| - ||). Par définition, pour
tout € > 0, il existe ng = 0 tel que, pour tous m,n = ng,

sup ‘fn(x) - fm(x)| <eE.
z€[0,1]

Donc, pour chaque x € [0, 1], la suite (fy,(z))n>0 est une suite de Cauchy dans (R, |+]),
qui est un espace métrique complet. Cette suite converge vers une limite que 'on
note f(x) € R. Vérifions que f € €([0,1];R) et que

m——+00

dans (Z¢°([0,1];R), || - ||oo)- On sait que pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

sup ‘fn(x) - fm(x)’ <eE.
z€[0,1]

pour m,n = ng. Donc, pour tout € > 0, il existe ng € N tel que

sup [ fn(z) — f(2)] <e.

z€[0,1]
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pour tout n > ng. La fonction f,, est continue en tout point de [0, 1], donc il existe
6 > 0 tel que

‘y_x‘<6 = ’fno(y)_fno(m)‘<5'
Ecrivons

1f () = F@) <[F W) = Fao W]+ [Frg (4) = Frg (@) + | frp () = f ()]
Conclusion, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
ly—al <o = [fly) - f@)] <3¢,
ce qui montre que f est continue sur [0, 1]. Finalement, la suite (f,,),>0 converge vers

f dans (Z([0,1];R), [| - [|oo)-

La question portant sur la norme A est traitée en cours; I'idée est que la limite
existe, mais qu’elle vit dans un espace strictement plus gros que ’espace dans lequel
sont pris les éléments (ici, des fonctions) de la suite.

Exercice 4. Soit (E, | -||) un espace de Banach, K > 0 et ¢ € €(E; E) telle que
Vee B, o)l < K |lz.
Montrer qu’il existe une unique application f € € (E; E) telle que

f0O)=0 et VeekE,  f(z)=[f(z/2)= o)

On pourra utiliser la série de fonctions

x i o2 "x).
n=0

Exercice 5. Montrer que X :=] — 1, 1], muni de la distance

z Y
1—22 1-—9y?2

d(z,y) :== ‘

est un espace métrique complet.

Exercice 6. On note d(z,y) := |z — y| la distance usuelle sur R. Si f : R — R est
une fonction strictement croissante, on note d¢(x,y) = |f(x) — f(y)|.

1) Montrer que dy est une distance sur R.

2) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que les topologies associées
a d et dy soient les mémes.

3) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que les suites de Cauchy
associées a d et dy soient les mémes.

4) Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que (R, dy) soit complet.

Exercice 7. Soit (E,| -||) un espace vectoriel réel et f: E — E telle que

Ve,y € B, flz+y) = fz)+ fy),
et
Vo€ Bp(0,1), [If@)] < M.
1) Montrer que f est Q-linéaire.
2) Soit z € E. Montrer que pour tout A € Q tel que A > ||z||, on a : || f(z)| < AM.
3) En déduire que f est linéaire et continue.
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Exercice 8. Soit (an)n>0 une suite d’éléments de K telle que la série entiére

Z anz™ aun rayon de convergence R > 0 et soit (E, ||- || g) un K-espace de Banach.

neN
1) Soit L € L(E, E) telle que ||L||z(g,z) < R. Montrer que

> an,L” € L(E, E).

n=0

llan L™ < |ay] HLHZ(EE) est le terme général d'une série convergente car || L[|z (g gy <
R. Donc a, L™ est absolument convergente, et comme L(F, E) est complet, elle est

convergente.
2) Soit L € L(E, E). Montrer que

L’n
=y

n=0

définit un élément de L(E, E).

n

x
Z — aun rayon de convergence infini, donc el € L(E, E) est bien défini par la
n!

neN
question précédente.

3) Soient L Le L(E,E) tels que Lo L = Lo L. Montrer que

€LO€L:€LO€L.

On va montrer que el o el = e+l

tative.
On passe par les sommes partielles : soit

A ML N (L+ L)
Uv=)_ —7 WW=) — WN:Z(M).

n=0 n=0 n=0

, ce qui permet de conclure car + est commu-

Alors Uy — eX, Vv — el et Wy — eltE. De plus Uy o Vy — el o el car

le* o ¢® — Uy o Vivllee,p) < llet o e = Un 0 el ) + U 0 € = Un 0 Vil
< e o _UN||[:(E,E)H€LHL(E,E) + ||UNH£(E,E)||€ ~ Wnllewe) = 0.

(On a utilisé que la suite Uy est bornée car convergente). Montrons a présent que
Un oV — Wany — 0, ce qui suffira pour conclure. On a par la commutativité de L
et L,

2N 2N
_ 1 k1n—k k1j
Woy =3 —(L+ MEZM T X:Z:THLL
n=0 n=0 j,k>0
jt+k=n
_ Lok J kti
B Z jgle L Z Gk!
Jk<N (4,k)EAN

ot Ay ={(j,k) EN?2 | (j > N+1louk>N+1)etj+k<2N}. OrUyoVy =

AvCBy=({N+1,....2N} x{0,....2N}) U ({0,...,2N} x {N +1,...,2N}).
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Donc en notant R = ||L||z(E, E) et R = ||L|z(E, E)

1 _ 1 .
||W2N — UNOVNHE(E,E) < Z WRICRJ < Z 7RICR]

. k! , 1!
(J:k)eAN (]’k)eBN
2N 2N 7. 2N 2N ~
RF R RF R
<<Z m) 2 +<Zm> >
k=N+1 j=0 k=0 j=N+1

<< Z ]d)eRJreR Z T
k=N-+1 j=N+1
Ceci tend vers 0, car il s’agit les séries qui apparaissent sont des restes d’ordre N +1
de séries convergentes (de somme ef? et ef?).
4) En déduire que, si L € L(E, E) alors e” est inversible et a pour inverse e = €
L(E,E).

Comme L et —L commutent, ef oe ™t = e Loel =l L = Ip.

5) Soit L € L(E, E) telle que || L||z(g gy < 1. Montrer qu'il existe V' € L(E, E) telle
que

V2=1Ip— L.

La fonction z — /1 —z admet un développement en série entiére Zana:" de

n=0
rayon de convergence 1. Par définition du produit de Cauchy, on a

n
ap =1, 2aga; = —1 et pour tout n > 2, Zakan,k =0,
k=0

N
Soit V = ZanL", montrons que V2 = Iy — L. On pose Vy = ZanL”. Alors
n=0 n=0

Vy — V dans L(E, E) et donc V& — V? dans L(E, E) :
IV = VRlleer) < IV =VaVieee + VNV = Villoe.k)
<NWVllee e lV = Vnlleee) + 1VNleEellV = VNlleee — 0

(On a utilisé que la suite Viy est bornée car convergente).
De plus

N n
V]\2[ = E E app—p | L™ + E CLjCLijJrk.
=0 \k=0 J k<N, j+k=N

Pour N > 2, le premier terme vaut Iy — L. Intéressons nous au deuxiéme terme (on
procéde de maniére similaire a la question 3) : pour chacun des termes de la somme,
I'un des indices j ou k est supérieur & M = [ N/2], donc

Y gt < Y gl

JESN, j+k=N c(pE) RSN, RN

N o N oo
j+k j+k
<3 SlagllarlIZIEE o+ S S lagllanlIIEE

J=M k=0 k=M j=0

—+o0 o0
<2 D gl g g (ZlakIIILHE(E,E)>

j=M k=0



Le deuxiéme terme du produit converge et vaut simplement /1 — ||L[|z(g,g), et le

premier est le reste d’ordre M du second, donc tend vers 0 avec M (et donc quand
N — 400). Ainsi V]\2, — Ip — L, et par unicité de la limite, V2 = I — L.

Exercice 9. Soit K un compact, convexe d'un espace vectoriel normé (E, || - ||) et
f: K — K une application 1-lipschitzienne, i.e. telle que pour tous z,y € K, on ait :

If(@) = fWll <z =yl

1) Soit a € K. Montrer que, pour tout n > 1, 'application

ful) = ~a+ 2= fa),

n n

admet un point fixe dans K.
Remarquons d’abord que c’est la convexité de K qui permet de définir les fonctions
fn comme des fonctions & valeurs dans K. Un calcul montre que I'on a :

(@) = ()l = 2211 (@) = F)ll < 2l = yll,

ce qui implique que chaque fonction f,, est contractante. Comme K est compact, il
est complet et le théoréme de point fixe de Banach permet de conclure.

2) En déduire que f admet un point fixe dans K.

Notons x,, le point fixe précédemment obtenu pour f,; on a donc fn(z,) = x,
pour tout n > 0. La compacité de K permet de trouver une extraction ¢ : N — N

et v € K tels que lim x,(,) = z. Pour conclure, on prouve que f (x) =z, ce qui va
n—0o0

se faire en prouvant que || f(z) — z|| < & pour tout € > 0. On a

f(CC) —T= f(x) - f(xgo(n)) + f(xgo(n)) — Zp(n) + Lpn) — Ly

ce qui donne

Puisque f est 1-lipschitzienne, le premier terme du majorant est < [[z,(,) — ||, qui
est aussi le troisiéme terme et ce dernier peut étre rendu < e pour n assez grand
puisque lim z,.,) = .
n—oo
Il reste donc a travailler le deuxiéme terme. Pour y € X et n’importe quel k£ > 0,
on a:

f@) =2 =5 (M) —y) + 725y — a).

Pour k = p(n) et y = Ty(n) le premier terme s’annule ; quant au second, il tend vers
0 quand n — oo car (3:30(”) — a) est majoré en norme, uniformément en n, puisque
la fonction continue d(a, -) est bornée sur le compact K.

Remarque : on peut aller plus vite en écrivant f, ) (x¢(n)) = Zy(p), SOIt

a+ (11— L
p(n)

W)f (Tom) = To(n)-
Il reste alors a passer a la limite dans la derniére expression pour obtenir f(zs) =
Too, mais il faut bien avoir conscience du fait qu’on utilise alors la continuité de
la multiplication d’un vecteur par un scalaire dans les espaces vectoriels normés.
La continuité de cette application (\,v) — Av se vérifie par critére séquentiel, en
écrivant : Av — Ayup, = (A — A\p)v + Ap(v — v,) et en se rappelants que les suites
(An)n=0 €t (vp)n=0, convergeant respectivement vers A et v, sont bornées.

w(n)
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Exercice 10. Soit T une application d’un espace métrique compact (X,d) dans
lui-méme, telle que d(T'(z), T(y)) < d(z,y) pour tout z # y.

1) Montrer que T posséde un unique point fixe, i.e. x € X tel que T'(z) = x.

On regarde la fonction « déplacement » D : X — R qui a x attache d(x, T(x))
C’est une fonction continue sur un espace compact, donc elle atteint son minimum
en un point, disons o € X. On doit avoir T(2s) = Too, i.€. d(xoo,T(azoo)) =0,
sinon T'(x) contredit le fait que zo, minimise D.

Remarque : comme dans la preuve du théoréme de point fixe de Banach, on voit
que le point fixe est unique.

2) Ce résultat est-il toujours vrai si 'on enléve ’hypothése de compacité de (X, d)?

Non : prendre k €]0; 1] et considérer I'application x +— kx de ]0; 1] dans lui-méme.
3) Montrer que pour tout x € X, la suite (T"(m))n>0 converge (ici, T™ est défini par
la récurence T! =T et T = T o T™ ! pour tout n > 2)

Soit « € X. Voyons que (T”(x))n20 converge vers l'unique point fixe zo. La
suite des nombres réels > 0 donnée par les d(T ”(a:),xoo) est décroissante, donc
elle converge, disons vers [. Il s’agit de voir que [ = 0. Supposons que [ > 0 et par
compacité de X donnons-nous une sous-suite (T“"(”) (m))n>0 qui converge, disons vers
£ € X. Alors par continuité de T, la suite (Tw(")“(;v))n}()
si € # oo, ON A d(T(ﬁ),xoo) < d(§,x00) = I, contredisant le fait que [ est la borne
inférieure des d(T™(z), o0 ).

converge vers T'(§), et

Remarque : Pour prouver qu’une suite (y,),>0 dans un espace métrique compact
Y converge, il suffit parfois de prouver que la suite n’a qu’une valeur d’adhérence
(qui est alors la limite — cette valeur d’adhérence existe précisément par compacité).
En effet, soit (yn)n>0 avec une unique valeur d’adhérence, disons y ; dire que (Y )n>0
ne converge pas vers y revient a dire qu’il existe a > 0 et une extraction ¢ : N — N
tels que y,(n) € B (y, &) pour tout n. Mais alors, que dire des valeurs d’adhérence de
(Yo(n))n=0 dans 'espace compact Y\ B(y,«)? Contradiction.
4) Montrer que la suite d’applications (1T"),>0 converge uniformément sur X.

Exercice 11. Soit X : R x R — R une fonction de classe C! et bornée sur R2.
Prouver que, pour tout x¢ € R, la solution maximale du probléme

5 = X))

avec condition initiale z(0) = ¢, est définie sur R tout entier.

La fonction X : R x R — R est de classe C!, le théoréme de Cauchy-Lipschitz
s’applique donc aux problémes de Cauchy correspondants. En particulier, il existe
une solution maximale z :]a,b[— R, a < 0 < b, du probléme de Cauchy :

(1) 2'(t) = X(t,z(t)) avec x(0) = .
Supposons par ’absurde que b < +o00.
Soit t1,ta,... des réels vérifiant 0 < t,, < b et t,, — b. X étant bornée, |2/(t)| =

| X (t,z(t))] < C pour une certaine constante C'. Il vient :

|2(tn) — 2(tm)] <

tn
/ |x’<t>|dt' < Cltn — ]
tm
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La suite (¢,) convergente, est de Cauchy. La suite x, := z(t,) est de Cauchy par
I'inégalité précédente. R étant complet, z,, converge. Soit x, sa limite.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz en (b,z,) fournit o, > 0 tels que : si (¥)
b—0 <t, <bet|x, — x| <9, lasolution maximale y : I — R du probléme :

(2) y'(t) = X (t,y(t)) avec y(t,) = zn
vérifie I Dt, — a,t, + af. Fixons un n assez grand de sorte que les conditions (¥*)
sont vérifiées et sup I > t,, + a > b.

Observons que z :]a,b[— R est une solution de (2). Le domaine I de la solution
maximale y contient donc Ja,b[ et = coincide avec la restriction y|]a,b[. Il vient
xog = z(0) = y(0) et donc y : I — R est une solution du probléme (1). Mais
sup I > b+ « contredit la maximalité de x.

Ceci montre que b = +00. De méme, a = —oo : = est définie sur R.

Exercice 12. Soient |a;b[ un intervalle de R et X :]a;b[xR" — R", (t,z) —
X (t,x) une fonction localement lipschitzienne en z. Soit « une solution maximale de

L LA . : _
I'équation différentielle i X (t,2(t)). Prouver que si u # a alors t—)l'tlt,t>u | (t)|] =

+00, et que si v # b alors  lim , |z(t) || = +oo.
<

i



