MAT 311 2017

Introduction a P’analyse réelle

Feuille d’exercices # 1 : Espaces métriques.
Exercices a préparer pour la séance du 28 avril 2017:
exercices 2, 3, 4 et 8

Exercice 1.

1) Rappeler les définitions d’une borne supérieure (inférieure) d’un ensemble de
nombres réels. Si A et B sont deux ensembles bornés non vides de R, comparer
avec sup A, inf A, sup B et inf B les nombres suivants :

(i) sup(A+ B), (ii) sup(AUB), (iii) sup(ANB), (iv)inf(AUB), (v)
inf(AN B).

a) Pour A une partie non vide de R, un magjorant de A est un réel M € R tel que
Vee A z <M.

Si A est un partie non vide et majorée, alors par définition sup A est le plus petit
des majorants. On a les propriétés suivantes :

1) sup(A+ B) =sup A + sup B;

2) sup(A U B) = max(sup A, sup B) ;

3) max(inf A,inf B) < sup(AN B) < min(sup A,supB) si AN B # &
4) inf(AU B) = min(inf A, inf B) ;

5) max(inf A,inf B) < inf(AN B) < min(sup A,sup B) si AN B # &;

b) Prouvons les deux premiéres égalités,

1) sup(A + B) = supA + supB : pour tout « € A et b € Bon aa < supA
et b < supB donc a +b < supA + sup B, donc sup A + sup B est un majorant
de A + B et comme sup(A + B) est le plus petit des majorants de A + B alors
sup(A + B) < sup A + sup B. Réciproquement, il existe une suite (a,) d’éléments de
A tel que cette suite converge vers sup A, de méme il existe une suite (b,,) d’éléments
de B qui converge vers sup B, la suite (a,, + b,,) est une suite d’éléments de A + B
qui converge vers sup A + sup B, donc la borne supérieure de A + B est plus grande
que sup A + sup B, soit sup(A + B) > sup A + sup B. D’ou I'égalité.

2) sup(AUB) = max(sup A, sup B) : remarquons d’abord que si P C @ alors sup P <
sup @ : en effet sup @ est un majorant de @) donc de P (par l'inclusion P C @), donc
le plus petit des majorants, sup P, pour P est plus petit que le majorant particulier
sup Q. Appliquons ceci 8 A C AUB donc sup A < sup(AUB) et pour B C AUB on
obtient sup B < sup(A U B). On vient de prouver sup(A U B) > max(sup 4, sup B).
Pour l'autre inégalité : soit M = max(sup A,sup B). Pour z € AU B alors soit z € A
et alors x < sup A < M, ou soit z € B et alors x < sup B < M ; donc quelque soit
x € AUB, z < M donc M est un majorant de AU B, donc sup(AU B) < M =
max(sup 4, sup B).

2) Pour x € R™ et A C R" on définit d(z, A) = inf,e 4 ||x — al|. Trouver d(0, R—Q),
d(v2,Q), d(M,D) ot M = (x,y,2) € R? et D est la droite de vecteur unitaire

(a,b,¢).

a) d(0,R\ Q) = 0, regarder des éléments du type %, pour n € N*.
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(\f Q) =0, c’est la densité de Q dans R ou alors regarder la suite définie par
L tpgr = 5(up + uzn), n € N, qui est une suite de rationnels convergeant vers

b)
Uy =
\/>
c¢) On suppose que D passe par l'origine, alors d(M, D) = 22 +1y?+22— (az+by+cz)>.
3) Pour A, B C R" on définit d(A, B) = inf,c 4 pep ||a—0b||. Trouver d(A, B) lorsque
A est une branche de I’hyperbole {(z,y) € R? ; xy = 1} et B une asymptote.

d(A,B) =0.

4) On définit diam(A) = sup, pe 4 |[|a—b||, le diamétre de A. Que valent les diamétres
diam(]0,1[NQ) et diam([0,1]NR — Q)7
diam(]0,1[NQ) = 1 = diam([0,1] N (R \ Q)).

Exercice 2. Sur My(K), l'espace vectoriel des matrices carrées de taille N a
coefficients dans K = R ou C, on définit I’application | - || - Ry par :

N
Al = Z iy
Al = max 3" 14,
7j=1

ot A = [Ajli<ij<n-
Remarque : il peut étre utile de remarquer que cette application attache & toute
matrice le maximum des normes ¢! de ses vecteurs lignes.

1) Aprés avoir vérifié qu’on a ainsi défini une norme, prouver que l'on a :
IAB| < [IA]l-[IB]|

pour toutes A, B € My (K).
Tout d’abord, la fonction sur les matrices proposée est bien une fonction (positi-

vement) homogeéne et a valeurs dans R. Si une matrice A satisfait ||A|| = 0, alors
N

par définition Z la;j| = 0 pour tout i, ce qui implique que a;; = 0 pour tous les
j=1

indices 7 et j. Il reste a vérifier I'inégalité triangulaire : on se donne A = [A;j]1<i j<n
et B = [Bjj]i<ij<n ; alors

N
A+ Bl = A;i + Biil.
|A+ B z‘:r{l,?bi(N ;‘ ij T U‘

Mais & indices 14, j fixés, on a : [A;; + Byj| < |Asj| + |Bij|, et donc a indice ¢ fixé on
a:

N N N N
D 1Ay + Byl < DO 1Ayl+ 1Byl = Y 1Ayl + Y |1Byl.
j=1 j=1 J=1 7=1

Par définition de || - ||, on a : Z;V:1 |Aj| < ||A]l et Zjvzl |Bij| < ||B|, de sorte que
N
> 1A+ Byl < Al + 1B
j=1

pour chaque indice i. On obtient finalement 'inégalité triangulaire en prenant le
maximum des membres de gauche pour i entre 1 et N. Ainsi |- || — Ry est bien une
norme.
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L’inégalité supplémentaire & vérifier s’appelle sous-multiplicativité ; justifions-la.
Notons AB = C = [Cjj]i<i,j<n- Par définition du produit matriciel, & indice i fixé,
on a :

N N N N N
j=1 J=1 k=1 ],k 1 k=1 j:1

Puisque Zj\;l |Bij| < |BJ, et 25:1 |Aik| < |AJ, cela donne successivement :

M=
M= »

Ci;| < |IBI- () |Aw]) < |A]-]B],

1

B
Il

J 1

et finalement I'inégalité cherchée en prenant le maximum sur les indices i.

2) Prouver que la norme || - || ci-dessus est subordonnée a la norme sup || - || sur
K", qui est définie par ||z]|ec = max |z;| pour tout x = (z;) € KV

90y

Avec les notations qui précédent, et par définition de ’action d’une matrice sur un
N

vecteur et de la norme sup, on a : ||Az||c = [ max | Z Ajjz;|. On veut majorer le
7j=1

plus finement possible cette quantité pour tout ||zl < 1, ¢’est-a-dire pour tous les
vecteurs x dont le module de chaque coordonnée est < 1.

Déja, a indice i fixé, on a : | Zj\;l Ajjzj| < Zjvz1 |A;j|, et en passant au maximum
sur i, on obtient que ||Ax|o < ||A|| pour tout ||zl < 1.

Si on trouve x tel que ||z]|s < 1 et ||Az||oc = ||A]], on aura démontré 'égalité
de normes cherchée. Par définition de ||A|| comme maximum sur un ensemble fini,
il existe un indice ig tel que ||A|| = Z;\le |Ajyj]. Pour chaque indice j il existe un

nombre z; de module 1 tel que A;,;z; = |4/, et il suffit alors de prendre le vecteur
r = (z;) € KV.
3) Retrouver le résultat de la question 1).

Quelle que soit la norme | - | sur I'espace vectoriel sous-jacent KV, la norme || - ||
sur My (K) subordonnée a celle-ci vérifie I'inégalité recherchée (sous-multiplicativité).
Rappelons la raison de ce fait. Soient A et B des matrices dans My (K). Par définition
d’une norme subordonnée, on a successivement :

|(AB)z| = [A(Bz)| < | All- [Bz| < [ All- | B -],

pour tout x. En prenant la borne supérieure sur les vecteurs x de norme 1, on justifie
bien la sous-multiplicativité de n’importe quelle norme subordonnée.

4) Quelle est la norme sur My (K) subordonnée & la norme || - ||; sur K, qui est
N
définie par ||z||; = Z |z;| pour tout x = (z;) € KV ?

i=1
On a

N N N N N N
[Azlly = > 1D Ay | < OO 1A - lal) = YO [Agl) ] -
=1 j=1

i=1 j=1 j=1 i=1

Il existe un indice jp (dépendant de A mais pas de x) tel que

N N
D A, | = max | Ayl .
i=1 R

Alors, en notant M ce maximum et en pousuivant le calcul précédent, on voit que
|Az||; < M|z|;. Il reste a choisir le vecteur ej, de la base canonique de K% : il
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satisfait ||ej,|[1 = 1 et ||Aej,||1 = M puisque Aej, est le jp-iéme vecteur colonne de A.
N
Ceci fait voir que la norme subordonnée a || - ||; est 'application A — max Z | Asj|.
i 4
=1

Exercice 3. Soit (X,d) un espace métrique. Prouver que tout ouvert de X peut
s’écrire comme une réunion dénombrable de fermés de X.

Soit U un ouvert de X. Notons Y le complémentaire de U dans X, c’est un fermé
de X. Considérons dy la fonction distance & Y ; par I'inégalité triangulaire, cette fonc-
tion diminue les distances et donc est continue. On définit alors Z, = dy*([1/n, +-oc]).
Comme dy est continue et que [1/n,+o00[ est un fermé de R, la partie Z,, est un
fermé de X. Comme Y = dy' ({0}), on a bien Z, C U = X\dy' ({0}). Comme N*
est dénombrable, il reste a prouver que U = Un>1 Z,. C’est une conséquence de la
suite d’égalités

U = dy' (10, +ool) = dy* (| J[1/n, +o0]) = [ dy' ([1/n, +00]) = | ] Za.

n>1 n>1 n>1

En conclusion tout ouvert de X est bien réunion dénombrable de fermés de X.

Exercice 4. On va montrer que I'ensemble D des réels de la forme p + ¢v/2 ot p et
q décrivent Z, est dense dans R.

1) Remarquer que D est stable par addition et multiplication.

Soient d = p+ qv2 et d = p' + ¢’v/2 deux éléments de D. Alors d + d' =
(p+7p')+ (¢ +¢)V2 est un élément de D et dd' = (pp’ +2qq") + (pq’ + p'q)V/2 aussi.

2) Posons u = V2 — 1; montrer que pour tous a < b, on peut trouver n > 1 tel que
0 <u™ <b—a, puis m € Z vérifiant a < mu™ < b.
En déduire le résultat.

On a u < 1 donc v” tend vers 0 quand k tend vers +oo. Donc pour ¢ = b — a,
il existe n € N tel que si k > n on a u¥ < ¢ = b — a. En particulier v" < b — a.
Si on cherchait un réel alors 7 = % + 1 conviendrait, mais on cherche un entier,
posons m = E(:%)41. Alors m —1 < 5 < m. L’inégalité de droite donne a < mu™.
L’inégalité de gauche s’écrit aussi mu"” —u” < a soit mu" <a+u" <a+b—a=0
donc a < mu™ < b.

Déduisons de cela que D est dense dans R : pour tout intervalle [a,b], a < b il
existe m, n des entiers tels que mu" € [a,b]. Or mu™ est dans D car u € D donc par
multiplication u™ € D.

Exercice 5. Montrer que dans tout espace métrique (FE,d) une boule fermée est
un fermé, mais que 'adhérence d’une boule ouverte B(a,r) ne coincide pas nécessai-
rement avec la boule fermée B’(a,r) (on pourra considérer dans (R, ||.||oc), E =
[0,1] x {0} U {0} x [0,1] et la boule centrée en (%,0) de rayon 1/2).

Cet exercice justifie la terminologie « boule fermée ». Il s’agit de montrer que le
complémentaire d’une boule fermée est un ensemble ouvert. Il est vivement conseillé
de faire un dessin. Soit C'= E'\ B'(a,r). Soit x € C, on cherche une boule ouverte
B(z,¢) contenue dans C. Comme z € C, x ¢ B'(a,r) donc d(a,z) > r. Soit ¢ tel
que 0 < € < d(a,z) — r. Montrons que B(x,e) C C : pour y € B(x,¢), I'inégalité
triangulaire d(a, z) < d(a,y)+d(y,z) donc d(a,y) > d(a,z) —d(y,x) > d(a,x) —e >
r. Comme d(a,y) > r alors y ¢ B'(a,r) donc y € C. Comme la preuve est valable
quelque soit y € B(x,¢), donc B(z,e) C C. Et donc C' est un ouvert.
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Poura = (,0) et r = £ ona B'(a,r) = [0,1]x{0}uU{0} x[0, 3], B(a,r) =]0, 1[x{0}
et B(a,r) =1[0,1] x {0}.

Exercice 6. (FE,||.||) un espace vectoriel normé.

1) Montrer que dans ce cas la boule fermée B’(a,r) est Padhérence de la boule
ouverte B(a,r).

On note B = B(a,r), B' = B'(a,r), B = B(a,r). 1l faut montrer B’ = B. B’ est
une boule fermée, donc un fermé contenant B, alors que B est le plus petit fermé
contenant B, donc B C B’.

Etudions 'inclusion inverse : soit € B’, il faut montrer € B. Si x € B alors
x € B, supposons donc que x ¢ B, alors ||z — al| = 7. Soit B(x,¢) un boule centrée
en x. = est adhérent & B si B(x,e) N B est non vide quelque soit € > 0. Fixons ¢ > 0
et soit le point

e x—a
T— .

2|z —all
Faire un dessin et placer y sur ce dessin. D’une part y € B(z,¢) car [|[y—z|| =¢/2 < e.
D’autre part y € B = B(a,r) car

y:

E T —a 9

e
| = llz - all J=r—t<r

Iy - all = = — a ;

~ 2]lz —d] 2]z —d]
Donc y € BN B(x,¢), ce qui prouve que B’ N B. Donc B’ = B.
2) Montrer que B(a,r) C B(b,R) <= r < Ret |[la—b|]| < R —r.
Pour le sens < : soit « € B(a,r) alors
e =8l = llz —a+a—bl < o —al + Ja—b| <7+ R—r <R

donc x € B(b, R).
Pour le sens = : soit

n a—b
r=a+r
lla —ol|’
alors ||z — a|| = r donc z € B(a,r), donc x € B(b,R), donc |z —b|| < R or
llx = b|| = ||a — || + 7 (c’est le méme calcul que pour la question précédente). Donc

lla —b]| + r < R, soit 0 < [ja — b|| < R — r et en particulier r < R.

Exercice 7.

1) Si(z,y) € R?, on pose ||(z,y)|| = max(|x+y|, |z —2y|). Montrer qu’il s’agit d'une
norme sur R? et dessiner sa boule unité fermée.

a) Si||(z,y)|| = 0 alors max(|z +y|, |z —2y|) =0 donc z+y =0 et x — 2y = 0 donc
xz =0 et y = 0. Réciproquement [|(0,0)]| = 0.

b) [[A-(z, )|l = [|(Az, Ay) || = max([Az+Ayl, [Az—2Xy|) = [N max(|z+y], [v—2y[) =
AL, )l

c) Iz, y) + (@ ¢ = [z + 2",y + )| = max(|z+ 2" +y+ |, |2+ 2" =2y - 2]) <
max(|z +y| + |2' +¢/|, |z — 2y| + [2" = 2¢/|) < max(|z +yl, [ — 2y[) + max(|2" +
vl 2" =2¢']) <|(@, y)ll + 1@, v

La boule unité fermée centrée & l'origine est la région du plan comprise entre les
droites d’équations z+y=+1, v +y=—-1, 2 —2y =+1, z — 2y = —1.
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2) Soit p, ¢ deux normes sur R", B, et B, leurs boules unités fermées. Montrer que
B, CB,<=p<q.

Que signifie %Bp C B, C 2B, 7 Exemples.

Sens <= : Si ¢ € By alors ¢(x) < 1 donc p(xz) < 1 donc « € B),. Sens = : Soit
z € R"\ {0} alors ¢(;5) = 1 donc &5 € By donc ;5 € By, donc p(y5) < 1 soir
p(x) < q(z). Ceci étant aussi valable pour z = 0.

B, C 2B, est équivalent a p(z) < 2¢(x) pour tout z € R™ (attention au sens!).
Et 1B, C By est équivalent a 2g(z) < p(z). Si les deux inclusions sont vraies alors
%p < g < 2p et en particulier les normes p et ¢ sont équivalentes.

Par exemple, dans R? pour les normes ||.||1, ||.||2 et ||.][oo, on a :

Bi C By C By C2By C2By C -+

Exercice 8. On note X = [*° I'espace des suites réelles bornées, et Y = ¢y 'espace
des suites réelles tendant vers 0, tous deux munis de la métrique (a vérifier) d définie
par d(l‘, y) = supy, |xn - yn| en notant ici = (ﬁn)nQO et x = (yn)n20~

1) Montrer que Y est fermé dans X.

Une suite de I* est notée (2P),en, pour chaque p > 0, 2P est elle méme une suite
P = (2P(0),2P(1),2P(2),...). Il faut montrer que Y est fermé dans X. Soit donc
(2P) une suite de Y qui converge vers z € X. Il faut donc montrer qu’en fait z € Y,
c’est-a-dire que = = (x(0),z(1),...) est une suite tendant vers 0. Soit € > 0 comme
xP — x alors il existe P tel que si p > P on ait d(zP,z) < e. Par la définition de
d on a pour p > P et pour tout n € N, |[zP(n) — z(n)| < e. Fixons p = P, alors
P €Y donc 2” est une suite tendant vers 0, donc il existe N tel que si n > N alors
|z¥(n)| < e. Réunissons tout cela, pour n > N :

jz(n)| = [z(n) — 2" (n) + 2"(n)] < |z(n) — 2" (n)| + 2" (n)] < 2e.
Donc la suite x tend vers 0, donc x € Y et Y est fermé.

2) Montrer que I’ensemble des suites nulles a partir d’un certain rang est dense dans
Y mais pas dans X.

Notons Z I’ensemble des suites nulles & partir d’un certain rang. Pour

Yy = (y(()), y(l)a y(2)’ .- ) €y,
définissons la suite y° = (y(0),0,0,...), y' = (y(0),y(1),0,0,...),...

yp = (y(0)7 s 7y(p - 1)7y(p)7 0,0,0,.. )
La suite (yP) est bien une suite d’éléments de Z. De plus d(y?,y) = sup,en [P (n) —
y(n)| = SUp,~, ly(n)| or la suite y(n) tend vers 0 donc d(y?,y) tend vers 0 quand p
tend vers +oo.
On montre facilement (par 'absurde) que 'élément z = (1,1,1,...) € X n’est
limite d’aucune suite d’éléments de Z, (ni d’ailleurs de Y').

Exercice 9. Soit X C R" un ensemble convexe (i.e. X contient tous les segments

dont les extrémités sont dans X). Prouver que son intérieur X et son adhérence X
sont convexes.

Exercice 10.
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1) Montrer que ||f|lcc = supgcy<i [f(2)] et || fll1 = fol |f(t)] dt sont deux normes
sur C([0,1],R). Sont-elles équivalentes ?

Il = S 1P < fL 1l dt < [fllo: Done £l < [lflloo Par contre il
n’existe aucune constante C' > 0 tel que || f|lcoc < C||f|l1 pour tout f. Pour montrer
ceci par l'absurde, supposons qu’il existe une constante C' > 0 telle que [/ f]js <
C|flli pour tout f de C(]0,1],R). Regardons les fonctions f; définies par fi(z) =
2k(1 — kz) siz € [0, ] et fy(z) =0siz > 1. Alors fi € C([0,1], R) et || filloc = 2k
alors que || fx|l[1 = 1. On obtient 2k < C.1 ce qui est contradicoire pour k assez grand.
Cela prouve que les normes ne sont pas équivalentes.

2) Les deux métriques associées définissent-elles la méme topologie 7

Exercice 11. Soit £ = C1([0, 1], R). Comparer les normes N1(f) = ||f||oo, No(f) =
oo + [1f111s N3(F) = [1loc + [[flloos Na(F) = [1l1 + [1f]]oo-

1) On montre facilement

Ny < Np < 2Ny < 2Ng4 < 2N3.

2) Par contre il n’existe pas de constante C' > 0 telle que N3 < C Ny ou Ny < CNy.
On suppose qu'il existe C' > 0 telle que N3 < C'Ny4 on regarde fj définie par fi(z) =
2%, aprés calcul on obtient N3(fx) = k + 1 et Ny(fx) = 2, pour k suffisament grand
on obtient une contradiction. Comme Ny et No sont équivalentes on va prouver qu’il
n’existe pas de constante C' > 0 telle que N3 < CNj. On prend g, définie par
gx(z) = 1+ sin(2wkx). Alors Ni(gr) = 2 et N3(gx) = 4k, ce qui prouve le résultat
souhaité.

Exercice 12. Soit R" considéré comme groupe additif muni de sa topologie usuelle.
Soit G un sous-groupe de R".

1) On suppose que 0 est isolé dans G. Montrer que tout point est isolé, que G est
discret et fermé dans R"™.

On se restreint maintenant au cas n = 1.
2) Montrer qu’alors, G est soit {0}, soit de la forme aZ, a > 0.
3) Montrer que si 0 est point d’accumulation, G est partout dense dans R. En déduire
ainsi les sous-groupes fermés de R.

4) On considére o ¢ Q; montrer que Z + aZ est un sous-groupe dense de R. En
déduire les valeurs d’adhérence de la suite (e*7™%), 7.



