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Introduction

Des progre' s re¤ cents en the¤ orie ge¤ ome¤ trique des groupes ont rendu envisageable
d’e¤ tudier de nouveaux specimens de groupes discrets et de ge¤ ome¤ tries, en les con-
frontant aux situations plus classiques des espaces syme¤ triques ou des immeubles
de Bruhat^Tits. Il est de¤ sormais re¤ aliste de travailler sur des immeubles hyper-
boliques (ou' les appartements sont des pavages d’espaces hyperboliques), ou sur
des (produits d’) arbres de valence quelconque. Ces situations ont permis de con-
struire de nouveaux groupes de Kazhdan [BS, CG, DJ], les deux dernie' res re¤ fe¤ rences
utilisant pre¤ cise¤ ment des immeubles hyperboliques. Quant aux produits d’arbres, ils
ont permis a' M. Burger et Sh. Mozes de construire les premiers groupes simples, de
pre¤ sentation ¢nie, sans torsion [BM1, BM2].

Puisque par ailleurs la the¤ orie de Kac^Moody fait un usage crucial des immeubles
pour e¤ tudier les groupes du me“ me nom [T1], il est naturel de se demander si celle-ci
contribue a' produire de nouveaux objets comme ci-dessus. En matie' re de production
de groupes discrets, un groupe de Kac^Moody sur un corps ¢ni assez gros est re¤ seau
du produit de ses deux immeubles jumele¤ s [CG, Re¤ 1]. Il est justi¢e¤ dans le pre¤ sent
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travail que certains immeubles hyperboliques sont associe¤ s a' des groupes de
Kac^Moody, cf. 2.3. En fait, pour prouver cela, on proce' de a' certain nombre de
choix, dont aucun n’est plus naturel que l’autre. Chacun d’eux fournit une donne¤ e
de de¤ ¢nition de groupe de Kac^Moody. L’e¤ tude de la de¤ pendance des classes
d’isomorphisme abstrait des groupes obtenus en fonction de ces choix conduit
au principal re¤ sultat de ce travail. C’est un the¤ ore' me de de¤ vissage d’isomorphismes
abstraits, dans l’esprit d’un re¤ sultat classique de R. Steinberg pour les groupes
de Chevalley sur les corps ¢nis [C, 12.5.1].

THEŁ OREØ ME. Soient G et G0 deux groupes de Kac^Moody dont les immeubles sont
tous isomorphes ð?Þ a' un me“ me un arbre localement ¢ni ou ð??Þ a' un me“ me immeuble
fuchsien a' chambre re¤ gulie' re. Alors, a' conjugaison pre' s dans G, tout isomorphisme
abstrait de G0 sur G est la composition d’une permutation des racines simples et d’une
e¤ ventuelle opposition globale du signe des racines.

Les groupes G et G0 en question sont munis d’une combinatoire de groupe indexe¤ e
par un me“ me syste' me de racines in¢ni, ce qui donne sens au de¤ vissage ci-dessus;
cf. 3.1 pour un e¤ nonce¤ plus pre¤ cis. Un immeuble fuchsien est un immeuble
hyperbolique dont les appartements sont des plans hyperboliques. Un exemple ^
les immeubles Ir;qþ1 pre¤ sente¤ s en 1.2 ^ pre¤ cise le proble' me des choix e¤ voque¤ plus
haut. Il montre qu’un produit de certains immeubles hyperboliques admet plusieurs
classes d’isomorphisme de re¤ seaux issus d’un me“ me proce¤ de¤ de fabrication (de type
arithme¤ tique).

COROLLAIRE. Pour q une puissance premie' re et r un entier X 5, l’immeuble Ir;qþ1

est associe¤ a' plusieurs classes d’isomorphisme abstrait de groupes de Kac^Moody.

Il est classique de pre¤ senter les groupes de Kac^Moody comme les analogues en
dimension in¢nie des groupes alge¤ briques re¤ ductifs (de¤ ploye¤ s). Cette approche a
l’avantage de structurer l’e¤ tude de ces groupes gra“ ce aux combinatoires ¢nes qu’elle
sugge' re. L’usage des combinatoires de groupes est d’ailleurs l’outil principal quand
il s’agit de justi¢er que les groupes de Kac^Moody sur les corps ¢nis sont souvent
des re¤ seaux. C’est e¤ galement l’ingre¤ dient essentiel de de¤ monstration du the¤ ore' me
principal. Au passage, les immeubles Ir;qþ1 sont des espaces ressemblant aux arbres
a' bien des e¤ gards. En particulier, leurs groupes de Weyl comportent beaucoup
de coef¢cients 1, ce qui les fait de¤ ¢nitivement e¤ chapper aux re¤ sultats de classi¢-
cation des immeubles jumele¤ s de [MR, Mu« ]. Un approfondissement du corollaire
consisterait a' savoir de¤ cider si des groupes de Kac^Moody non isomorphes peuvent
donner naissance au me“ me jumelage d’immeubles Ir;qþ1.

Cet article est organise¤ comme suit. La premie' re section est constitue¤ e de rappels et
conventions concernant les groupes de Kac^Moody et les immeubles hyperboliques.
C’est dans la seconde section qu’on justi¢e que certains immeubles de groupes de
Kac^Moody sont des espaces me¤ triques CATð�1Þ. La troisie' me section est con-
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sacre¤ e a' la de¤ monstration du the¤ ore' me de factorisation hha' la Steinberg ii. En¢n, la
quatrie' me section utilise ce the¤ ore' me pour prouver un re¤ sultat qui contient le
corollaire ci-dessus.

1. Terminologie, notations, conventions

Cette section pre¤ sente les deux the¤ ories qu’il s’agira de relier. Elle ¢xe aussi des con-
ventions et notations utiles pour la suite.

1.1. GROUPES ET IMMEUBLES DE KAC^MOODY

J. Tits a propose¤ une de¤ ¢nition fonctorielle de ces groupes, permettant de travailler
sur des corps arbitraires [T1]. Cette de¤ ¢nition est base¤ e sur une ge¤ ne¤ ralisation du
the¤ ore' me de Steinberg qui met en e¤ vidence une pre¤ sentation des groupes
semi-simples simplement connexes. Interviennent notamment une matrice de Cartan
ge¤ ne¤ ralise¤ e A ¼ ½Ast�2 ZS
S indexe¤ e par un ensemble ¢ni S, et un corps de base K.

Une re¤ fe¤ rence pour les groupes de Kac^Moody est [T1]. Un tel groupe G est a'
conside¤ rer dans le cadre combinatoire des donne¤ es radicielles jumele¤ es, raf¢nement
des BN-paires ajuste¤ a' la situation. La de¤ ¢nition de G par une pre¤ sentation hha'
la Steinberg ii privile¤ gie deux BN-paires ðBþ;NÞ et ðB�;NÞ dites oppose¤ es et
posse¤ dant le sous-groupe N en commun. Les sous-groupes Bþ et B� sont les
sous-groupes de Borel standard (positif, resp. ne¤ gatif); leur intersection T est le
sous-groupe de Cartan standard. La donne¤ e radicielle jumele¤ e standard consiste
en la donne¤ e de T et d’une famille de sous-groupes fUag, forme¤ e des sous-groupes
radiciels (relatifs a' T ). La famille fUag est indexe¤ e par les racines a du groupe
de Weyl W [R, 2.2], qui appara|“ t comme le sous-quotient N=T de G. On pose
Uþ:¼ hUa j a > 0i et U�:¼ hUa j a < 0i, et on a Be ¼ T j
Ue ðe ¼ �). Le groupe
de Weyl W est comple' tement de¤ termine¤ par A: sa matrice de Coxeter M ¼ ½Mst�

est donne¤ e par la correspondance: Mss ¼ 1 (s2S), et pour s 6¼ t dans S:

AstAts ¼ 0!Mst ¼ 2; AstAts ¼ 1!Mst ¼ 3; AstAts ¼ 2!Mst ¼ 4;

AstAts ¼ 3!Mst ¼ 6; AstAts X 4!Mst ¼ 1:

La contrepartie ge¤ ome¤ trique (combinatoire) est l’existence d’immeubles jumele¤ s.
Cette notion consiste en la donne¤ e de deux immeubles isomorphes dits positifs
et ne¤ gatifs sur lesquels G ope' re, et d’une relation d’opposition entre les chambres
de ceux-ci. On appelle immeuble de Kac^Moody un immeuble qui appara|“ t dans
le jumelage d’un groupe de Kac^Moody. Pour les donne¤ es radicielles jumele¤ es et
les immeubles jumele¤ s, voir [A] ou [Re¤ 2, ‰1 et ‰2]. Finissons en rappelant que les
cloisons d’un immeuble sont ses simplexes de codimension 1, et que l’e¤ paisseur d’une
cloison est le nombre de chambres dont l’adhe¤ rence contient celle-ci.
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1.2. IMMEUBLES HYPERBOLIQUES

Partons du the¤ ore' me de Poincare¤ : le groupe des inversions relatives aux faces d’un
polye' dre convenable est un groupe de Coxeter, qui ope' re naturellement sur un
pavage de l’espace ambiant (euclidien, hyperbolique) par ce polye' dre [Mas,
IV.H.11]. On parlera de polye' dres de Poincare¤ ^ voir 2.1 et 2.3. Voici la de¤ ¢nition
des immeubles hyperboliques propose¤ e dans [GP].

DEŁ FINITION. Soit P un polye' dre de Poincare¤ dansHn. Un immeuble hyperbolique
de type P est un complexe polye¤ dral, union d’une famille de sous-complexes qu’on
appelle appartements, qui sont tous isomorphes au pavage de Hn par P et qui
ve¤ ri¢ent les axiomes d’incidence suivants.

(i) Par deux points passe toujours un appartement.
(ii) Si S et S0 sont deux appartements, il existe un isomorphisme polye¤ dral ¢xant

S \ S0.

Il est sous-entendu que P est compact, mais l’e¤ ventualite¤ de sommets a' l’in¢ni est
prise en compte dans [GP], ou' la notion de complexe polye¤ dral est d’ailleurs
explicite¤ e. Ce sont des espaces me¤ triques CATð�1Þ, donc hyperboliques au sens
de Gromov [BH, GH]. Les structures d’incidences additionnelles en font des espaces
a' la ge¤ ome¤ trie tre' s riche et pour lesquels il est inte¤ ressant d’avoir des re¤ seaux. On
verra que l’approche ge¤ ome¤ trique permet de construire des re¤ seaux cocompacts
[Bou1, GP], alors que la the¤ orie de Kac^Moody montre qu’au moins certains de
ces immeubles admettent aussi des re¤ seaux non cocompacts [CG, Re¤ 1].

EXEMPLES. (1) Les immeubles fuchsiens de [Bou2] constituent un cas particulier de
cette de¤ ¢nition. Ils sont construits a' partir de parame' tres ðR; qÞ ou' q est une suite
ðqiÞ1W iW r de r entiers X 2 et R est un polytope a' r co“ te¤ s de H2 dont les faces (resp.
les sommets) sont e¤ tiquete¤ (e)s circulairement par Z=r (resp. par les paires
fi; i þ 1g, i dans Z=r). On requiert en outre que l’angle au sommet fi; i þ 1g soit
de la forme p=mi;iþ1 (mi;iþ12 N n f0; 1gÞ. Pour i dans Z=r, le link de tout sommet
de type fi; i þ 1g est un mi;iþ1-gone ge¤ ne¤ ralise¤ de parame' tres ðqi; qiþ1Þ. Les
appartements sont des pavages de H2 par R.

(2) Les immeubles Ip;q sont des cas particuliers du premier exemple. On les obtient
en prenant pour R le p-gone re¤ gulier d’angle p=2, ce qui impose pX 5. Les links de
tous les sommets sont des q-graphes bipartis complets et q est constante e¤ gale a'
q� 1. Leurs bords @Ip;q sont connus topologiquement et jouissent d’une structure
quasi-conforme e¤ tudie¤ e dans [Bou1] et [Bou2]. Des techniques d’analyse singulie' re
sur les @Ip;q permettent a' M. Bourdon et H. Pajot de mettre en e¤ vidence des ine¤ galite¤ s
de Poincare¤ et de prouver la rigidite¤ des quasi-isome¤ tries des Ip;q [BP1 et BP2].

Remarque. L’indice q dans la notation Ip;q est trompeuse du point de vue
alge¤ brique. En effet, il re¤ sultera de la proposition 2.3 qu’un immeuble Ip;q est de
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Kac^Moody si et seulement si les e¤ paisseurs de ses cloisons sont toutes e¤ gales a' un
cardinal de droite projective ¢xe¤ .

1.3. CONVENTIONS

Les notations et conventions qui suivent sont souvent propres a' ce travail.

(A) On privile¤ giera syste¤ matiquement les re¤ alisations me¤ triques des immeubles.
Un immeuble fuchsien est ainsi la re¤ union de pavages de Poincare¤ du plan
hyperbolique H2. Dans le cas Kac^Moody, on notera De l’immeuble me¤ trique
qui re¤ alise l’immeuble combinatoire de signe e de G. La re¤ union disjointe
D:¼ Dþ t D� est l’ensemble sous-jacent au jumelage de G.

(B) L’usage d’une combinatoire jumele¤ e sugge' re de repre¤ senter un appartement
jumele¤ comme un co“ ne double au-dessus de l’espace qui repre¤ sente l’appartement
d’un immeuble de signe ¢xe¤ . Ainsi, les racines de l’appartement jumele¤ sont des
moitie¤ s de ce double co“ ne, qui tracent sur les deux re¤ alisations du groupe de Weyl
des demi-appartements comple¤ mentaires.

(C) Si A est une matrice de Cartan ge¤ ne¤ ralise¤ e, GA de¤ signe le foncteur-groupe
simplement connexe qui lui est associe¤ [T1, p. 550^551].

2. Construction d’immeubles hyperboliques

Cette section pre¤ sente les contraintes et des techniques de construction d’immeubles
hyperboliques. Une me¤ thode ge¤ ome¤ trique fournit des re¤ seaux cocompacts avec
les immeubles, et met en e¤ vidence une certaine £exibilite¤ . Les techniques provenant
de la the¤ orie de Kac^Moody sont ensuite de¤ crites. Elles fournissent aussi des
re¤ seaux, non cocompacts cette fois.

2.1. CONTRAINTES

Il y a plusieurs types de contraintes d’existence pour les immeubles hyperboliques.
Rappelons d’abord qu’un polye' dre de Poincare¤ hyperbolique est un polye' dre con-

vexe dans un espace hyperbolique Hn, dont tous les angles die¤ draux (i.e., le long des
faces de codimension deux) sont de la forme p=n, avec n entier X 2. Un tel polye' dre
est aussi appele¤ polye' dre de Coxeter dans la re¤ fe¤ rence [Mar, Appendix C 1.7], d’ou'
sont tire¤ es les informations qui suivent. On en retient de tre' s fortes restrictions con-
cernant la question de leur existence. Les voici pour les polye' dres compacts ^ voir
loc. cit. pour le cas du volume ¢ni.

hhUn espace hyperbolique de dimension X 30 ne contient pas de polye' dre de
Poincare¤ compact. On ne conna|“ t pas de polye' dre de Poincare¤ hyperbolique
compact en dimension X 8. ii

La premie' re assertion est un the¤ ore' me d’E. Vinberg. C’est une contrainte pratique,
qui ne limite pourtant pas le rang des immeubles qu’on peut construire, puisque la

IMMEUBLES DE KAC^MOODY HYPERBOLIQUES 33



dimension de ces espaces est inde¤ pendante du rang de leur groupe de Weyl.
L’exemple le plus parlant est celui des immeubles Ip;q, de dimension 2 et de rang
pX 5 arbitrairement grand. En fait, le point essentiel re¤ side en ceci:

hhLes links des sommets d’un immeuble hyperbolique de dimension n sont des
immeubles ¢nis de rang n. ii

En encha|“ nant la remarque pre¤ ce¤ dente avec des re¤ sultats classiques sur les immeubles
sphe¤ riques, on en de¤ duit des contraintes assez fortes sur les parame' tres.

SCHOLIE. (i) Dans un immeuble hyperbolique de dimension nX 3, les links des
sommets sont des immeubles de groupes ¢nis de type Lie. En particulier, les e¤ paisseurs
sont ne¤ cessairement de la forme 1þ pk, avec p premier et k entier X 1.

(ii) Dans un immeuble hyperbolique de dimension 2, les links des sommets sont des
m-gones ge¤ ne¤ ralise¤ s, soumis par conse¤ quent aux conditions du the¤ ore' me de
Feit^Higman. En particulier, m vaut 2, 3, 4, 6 ou 8, et 8 est exclu dans le cas de con-
stante e¤ paisseur. &

2.2. MEŁ THODES GEŁ OMEŁ TRIQUES

Un moyen d’obtenir des immeubles hyperboliques consiste a' prendre le reve“ tement
d’un complexe de groupes: cette notion [BH, III.C] est la ge¤ ne¤ ralisation en dimension
supe¤ rieure des graphes de groupes de la the¤ orie de Bass^Serre. Elle consiste a'
attacher un groupe a' chaque simplexe de la subdivision barycentrique d’un polye' dre,
et a' relier ces groupes par des £e' ches compatibles a' sa ge¤ ome¤ trie. D. Gaboriau et F.
Paulin [GP] ont de¤ termine¤ des crite' res locaux ne¤ cessaires et suf¢sants pour que
le reve“ tement d’une telle donne¤ e soit un immeuble hyperbolique. Cette me¤ thode
est pre¤ cieuse au moins pour deux raisons. D’abord, parce que pour un choix con-
venable de groupes, elle fournit avec l’immeuble un re¤ seau cocompact; ensuite parce
que c’est un re¤ sultat d’existence a' partir duquel une me¤ thode de de¤ coupage et
recollement permet de construire une in¢nite¤ non de¤ nombrable d’immeubles.
D’apre' s [GP, the¤ ore' me 3.5], on ne peut donc espe¤ rer produire tous les immeubles
hyperboliques gra“ ce aux groupes de Kac^Moody. Cela dit, F. Haglund [H] a
re¤ cemment propose¤ des invariants ge¤ ome¤ triques qui permettent de formuler et
d’obtenir des re¤ sultats d’unicite¤ et d’homoge¤ ne¤ ite¤ pour ces immeubles.

2.3. IMMEUBLES HYPERBOLIQUES ET THEŁ ORIE DE KAC^MOODY

D’apre' s ce qui pre¤ ce' de, le proble' me est pluto“ t de produire un specimen d’immeuble
hyperbolique pour une forme de chambre et des e¤ paisseurs ¢xe¤ es. On peut re¤ pondre
dans certains cas.

PROPOSITION. Soit P un polye' dre de Poincare¤ hyperbolique, dont les angles die' dres
non nuls sont de la forme p=m avec m ¼ 2, 3, 4 ou 6, et ayant e¤ ventuellement des
sommets a' l’in¢ni. Soit pk > 1 une puissance premie' re.
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(i) Il existe un immeuble de Kac^Moody, d’e¤ paisseur constante e¤ gale a' 1þ pk et qui
posse' de une re¤ alisation me¤ trique ou' les appartements sont des espaces hyperboliques
pave¤ s par P.

(ii) Cet immeuble est un espace ge¤ ode¤ sique complet et CATð�1Þ.

De¤ monstration. On joue sur deux parame' tres inde¤ pendants. D’une part, la matrice
de Cartan ge¤ ne¤ ralise¤ e de¤ termine le me“ me mode' le d’appartement pour tout corps. La
condition d’angle assure que chacune des £e' ches du diagramme de Coxeter est
e¤ tiquete¤ e par une valeur de sortie de la correspondance Dynkin! Coxeter de 1.1.
D’ou' (au moins) une matrice de Cartan ge¤ ne¤ ralise¤ e A par lecture inverse (non
univoque) de ce tableau. D’autre part, le corps K intervient au niveau de l’e¤ paisseur,
qui vaut 1þ # K d’apre' s la condition deMoufang [R, 6.4]. Cette condition prescrit le
cardinal q¼pk pour le corps de base. Le groupe candidat est donc G ¼ GAðFqÞ. Pour
voir que ce groupe permet la construction des immeubles voulus, on proce' de pour
chaque signe a' un recollement le long des facettes d’exemplaires de Hn. C’est un
moyen standard d’obtenir une re¤ alisation ge¤ ome¤ trique d’immeubles de groupes
au moyen d’un mode' le convenable d’appartement. (Il s’applique par exemple
aux syste' mes de Tits af¢nes, avec un pavage d’espace euclidien comme mode' le
d’appartement.)

Pre¤ cise¤ ment, on voit Hn comme re¤ alisation ge¤ ome¤ trique du complexe de Coxeter
associe¤ au groupe de pavage W . Le sous-groupe N y ope' re via son quotient
W ¼ N=T . Chaque point x de Hn est sur une facette wFJ de type J, transforme¤ e
par w2W de la face FJ de type J du polye' dre P. On attache a' x le sous-groupe
parabolique Gx:¼ wPe;Jw�1 (Pe;J est le sous-groupe parabolique standard
BeWJBe, de¤ ¢ni a' partir du sous-groupe spe¤ cial WJ :¼ hJi < W ). On de¤ ¢nit alors
l’espace cherche¤ par

De:¼
G
Hn

�
;

ou' � est la relation d’e¤ quivalence

ðg; xÞ � ðg0; x0Þ () il existe n dans N tel que x0 ¼ nx et g�1g0n 2 Gx:

Il est classique que la de¤ composition de Bruhat de signe e de G met en e¤ vidence le
premier axiome des immeubles hyperboliques. Le second est ve¤ ri¢e¤ gra“ ce aux
proprie¤ te¤ s des re¤ tractions. Ceci prouve (i), et (ii) est prouve¤ en remplacS ant un espace
euclidien par un espace hyperbolique dans la de¤ monstration de [Br, VI.3]. &

EXEMPLE. Les immeubles Ip;q sont des immeubles de Kac^Moody pourvu que q
soit de la forme hh1 þ puissance premie' re ii: c’est une conse¤ quence de l’unicite¤ de
ces immeubles [Bou1, 2.2].
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Remarques. (1) L’e¤ nonce¤ pre¤ ce¤ dent ne se limite pas aux mode' les de chambre com-
pacts, ce qui incite a' travailler sur la de¤ ¢nition e¤ largie des immeubles hyperboliques
[GP] de¤ ja' e¤ voque¤ e en 1.2.

(2) Pour tout le vocabulaire me¤ trique, on peut consulter [BH] ou [GH]. Les
immeubles construits sont en particulier hyperboliques au sens de Gromov.

(3) Comme on l’a de¤ ja' dit dans l’introduction, la nature Kac^Moody de ces
immeubles permet de mettre en e¤ vidence des re¤ seaux non uniformes [CG, Re¤ 1].
Pre¤ cise¤ ment, pour un cardinal de corps q assez grand, le groupe de Kac^Moody
est un re¤ seau du produit (des groupes d’automorphismes complets) de ses deux
immeubles, et les sous-groupes paraboliques sphe¤ riques ne¤ gatifs (resp. positifs) sont
des re¤ seaux de l’immeuble positif (resp. ne¤ gatif).

(4) Pour obtenir des immeubles d’e¤ paisseur non constante, il faut comme en
the¤ orie de Bruhat^Tits pour les immeubles euclidiens, conside¤ rer des groupes de
Kac^Moody non de¤ ploye¤ s [Re¤ 2]. Un exemple amusant est donne¤ par un groupe
de Kac^Moody quasi-de¤ ploye¤ dont la ge¤ ome¤ trie associe¤ e est un arbre jumele¤
semi-homoge' ne. On peut voir cette paire d’arbres comme lieu de points ¢xes sous
une involution de Galois, a' l’inte¤ rieur de la re¤ union de deux immeubles hyper-
boliques de type Ip;q [Re¤ 2, 13.3.3].

3. Factorisation d’isomorphismes abstraits

Le re¤ sultat qui suit met en e¤ vidence une factorisation des isomorphismes abstraits
entre certains groupes de Kac^Moody de me“ me immeuble. Le mode' le concernant
les groupes alge¤ briques est un the¤ ore' me de Steinberg, qui factorise comple' tement
les automorphismes de groupes de Chevalley sur un corps ¢ni [C, 12.5.1].

3.1. EŁ NONCEŁ DU REŁ SULTAT

Soient G et G0 deux groupes de Kac^Moody de¤ ¢nis sur le me“ me corps ¢ni Fq de
cardinal qX 4. AØ chacun d’eux est associe¤ e une paire d’immeubles isomorphes, con-
struite par exemple a' partir de leurs donne¤ es radicielles jumele¤ es standard respectives�
fUaðqÞg;T ðqÞ

�
et

�
fU 0aðqÞg;T 0ðqÞ

�
.

THEŁ OREØ ME. On se donne un isomorphisme abstrait i de G0 sur G, et on suppose que
les quatre immeubles obtenus sont tous isomorphes a' un me“ me type parmi les deux
cas suivants.

ð?Þ Un arbre localement ¢ni.
ð??Þ Un immeuble fuchsien de type ðR; qÞ, pour un me“ me r-gone re¤ gulier R �H2.

Alors, il existe un e¤ le¤ ment g de G, un signe e et une permutation i� des indices de
racines simples, tels que intg�1 � i e¤ change les sous-groupes de Cartan standard et
envoie le groupe radiciel d’indice i et de signe � sur le groupe radiciel d’indice i�i
et de signe e�.
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Remarques. (1) On se re¤ fe¤ rera toujours a' l’appartement jumele¤ standard A (resp.
A
0) du groupe de Kac^Moody G (resp. G0). Le groupe radiciel d’indice i et de signe
� est le sous-groupe radiciel indexe¤ par la racine simple d’indice i, ou par son oppose¤ e
si le signe en question est �.

(2) La ge¤ ome¤ trie naturellement associe¤ e a' un groupe de Kac^Moody consiste en
une paire d’immeubles automatiquement isomorphes. C’est la richesse des
informations tire¤ es de l’action diagonale du groupe sur le produit des deux
immeubles qui fait l’inte¤ re“ t de la the¤ orie des jumelages. (Limiter l’action du groupe
a' un seul de ses immeubles fait perdre la moitie¤ des informations combinatoires.)
En ce qui concerne le the¤ ore' me, l’hypothe' se portant sur l’isomorphie des quatre
immeubles ne fait rien d’autre que reque¤ rir l’e¤ galite¤ de deux classes d’isomorphisme
d’immeubles (associe¤ es a' G et G0).

DEŁ FINITION. (i) EŁ tant donne¤ es deux racines a et b, on de¤ signera par La;bðqÞ le
sous-groupe de G engendre¤ par le sous-groupe de Cartan correspondant a' A et
par les quatre groupes radiciels indexe¤ s par f�a;�bg.

(ii) S’il est ¢ni, le sous-groupe La;bðqÞ sera appele¤ sous-groupe re¤ ductif de rang 2.
Pour des racines simples, on parlera de sous-groupe re¤ ductif standard de rang 2.

(iii) On de¤ ¢nit aussi les sous-groupes re¤ ductifs (standard) de rang 1 a' partir d’une
seule paire de racines oppose¤ es.

(iv) Mutatis mutandis, on de¤ ¢nit les me“ mes sous-groupes dans G0 en agre¤ mentant
les notations d’un 0.

Remarque. Quand les racines de de¤ ¢nition sont simples, on met en indice les
nume¤ ros des racines pluto“ t que les racines elles-me“ mes.

3.2. PREŁ LIMINAIRES

La restriction aux deux types d’immeubles ð?Þ et ð??Þ fournit quelques proprie¤ te¤ s
supple¤ mentaires.

(A) On va utiliser des proprie¤ te¤ s abstraites des groupes re¤ ductifs ¢nis de¤ ploye¤ s de
rang 1 et 2 sur Fq. Ces groupes posse' dent naturellement un jumelage ¢ni deMoufang:
ce sont des groupes de Kac^Moody pour un choix de matrice de Cartan ge¤ ne¤ ralise¤ e
de type ¢ni. On a inte¤ re“ t a' remplacer les conside¤ rations de sous-groupes de Borel
par celles de p-sous-groupes de Sylow. Le sous-groupe unipotent du sous-groupe
de Borel standard est un p-Sylow d’apre' s un calcul de cardinal effectue¤ par exemple
dans [R, 8.6]. Le normalisateur de ce sous-groupe est pre¤ cise¤ ment le sous-groupe
de Borel de de¤ part. Par conjugaison des p-Sylow, on a donc un dictionnaire:

fp� Sylowg  ! fSous-groupes de Borelg.

Le passage d’un p-Sylow a' un sous-groupe de Borel se fait par prise de normalisateur,
et l’ope¤ ration re¤ ciproque par prise de l’unique p-Sylow du sous-groupe de Borel. On
peut aussi lire la relation d’opposition entre sous-groupes de Borel sur les p-Sylow
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associe¤ s. D’apre' s la de¤ composition de Bruhat, l’intersection de deux sous-groupes de
Borel est, a' conjugaison pre' s, le produit semi-direct du sous-groupe de Cartan stan-
dard et d’un produit interne de groupes radiciels relatifs a' ce sous-groupe. Deux
sous-groupes de Borel sont oppose¤ s si et seulement si leur intersection ne comporte
pas de groupe radiciel, autrement dit pas de p-sous-groupe. Ceci se traduit par
le fait que les p-Sylow associe¤ s s’intersectent trivialement.

(B) Dans les cas ð?Þ et ð??Þ, la pre¤ nilpotence des paires de racines s’interpre' te
agre¤ ablement a' la fois au niveau des groupes et de la ge¤ ome¤ trie des immeubles
associe¤ s. Soit fa;bg une paire de racines non oppose¤ es.

Au niveau des groupes: si fa;bg n’est pas pre¤ nilpotente, par [T2, proposition 5] le
produit libre des groupes radiciels UaðqÞ et UbðqÞ s’injecte dans le groupe de
Kac^Moody; a' l’inverse, si la paire est pre¤ nilpotente, le groupe engendre¤ par ces
groupes radiciels est contenu dans le produit interne ¢ni des groupes radiciels
UgðqÞ pour g dans l’intervalle ½a;b�. Puisqu’on travaille sur des corps ¢nis, on a donc:

fa; bg pr�eenilpotente () #hUaðqÞ;UbðqÞi <1:

Ge¤ ome¤ triquement: fa;bg est pre¤ nilpotente si et seulement si chacune des inter-
sections a \ b et ð�aÞ \ ð�bÞ contient une chambre. C’est un crite' re ge¤ ne¤ ral qui
se lit de facS on particulie' rement simple sur une droite de¤ coupe¤ e en segments ou
sur un pavage de H2. Si la paire de racines non oppose¤ es fa; bg est dans H2, les
quatre paires de racines non oppose¤ es de f�a;�bg sont pre¤ nilpotentes si et seulement
si les murs @a et @b sont se¤ cants. En combinant les remarques sur les cardinaux et sur
la ge¤ ome¤ trie, on obtient pour un immeuble fuchsien:

Les quatre paires de racines non oppose¤ es de f�a;�bg sont pre¤ nilpotentes

() @a et @b sont s�eecants () #La;bðqÞ <1:

3.3. DEŁ MONSTRATION

On va proce¤ der en plusieurs e¤ tapes. Pour chaque af¢rmation, le symbole ð?Þ ou ð??Þ
indique le cas auquel se re¤ fe' re l’assertion. Rappelons en¢n (1.3.B) qu’un apparte-
ment jumele¤ peut e“ tre vu comme un double co“ ne au dessus du mode' le ^ droite
ou plan hyperbolique ^ d’appartement.

L’ine¤ galite¤ qX 4 n’est autre que l’hypothe' se hhcorps assez gros ii de [Re¤ 2, 8.4.1]. Elle
a pour conse¤ quences les faits suivants:

N ¼ NG
�
T ðqÞ

�
et A ¼ ðDþ t D�Þ

T ðqÞ;

voir [Re¤ 2, propositions 8.4.1 et 10.1.3]. Nous verrons syste¤ matiquement N comme le
normalisateur du sous-groupe de Cartan standard, ou de manie' re e¤ quivalente
comme le stabilisateur de l’appartement jumele¤ standard.

Gra“ ce a' l’isomorphisme abstrait i entre G et G0, on fait ope¤ rer G0 sur les immeubles
Dþ et D� de G, et diagonalement sur leur somme D.
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LEMME 1. ð?Þ Les sous-groupes re¤ ductifs de rang 1 de G0 s’envoient par i sur des
sous-groupes du me“ me type de G, et i e¤ change les sous-groupes de Cartan.
ð??Þ Les sous-groupes re¤ ductifs de rang 2 de G0 s’envoient par i sur des sous-groupes

du me“ me type de G, et i e¤ change les sous-groupes de Cartan.
Preuve. Quitte a' inverser i, on suppose tout d’abord qu’on a #T 0ðqÞX#T ðqÞ. On va

voir de toute facS on qu’il y a e¤ galite¤ , si bien que cet ame¤ nagement est ¢nalement non
restrictif.

Cas ð??Þ. Soit L0i;iþ1ðqÞ un sous-groupe re¤ ductif standard de rang 2 de G0. C’est un
groupe d’isome¤ tries ¢ni de Dþ et de D�. Il ¢xe donc un point xþ dans Dþ et un point
x� dans D�. En composant i par un automorphisme inte¤ rieur de G, on se rame' ne
au cas ou' la paire de points O:¼ fx�; xþg est contenue dans l’appartement jumele¤
A de Dþ t D�. On sait que le ¢xateur de O posse' de une de¤ composition de Le¤ vi rela-
tive a' A [Re¤ 2, 6.4.1]:

FixðOÞ ¼MðOÞ j
UðOÞ:

Le groupe MðOÞ posse' de une donne¤ e radicielle jumele¤ e, il est engendre¤ par le
sous-groupe de Cartan attache¤ a' A et les groupes radiciels indexe¤ s par les paires
de racines oppose¤ es de A dont les murs contiennent O. Plus concre' tement, c’est
le groupe des Fq-points d’un groupe re¤ ductif de¤ ploye¤ de rang 2, de rang 1 ou d’un
tore. Le groupe UðOÞ est le sous-groupe engendre¤ par les groupes radiciels indexe¤ s
par la partie nilpotente (donc ¢nie) des racines de Aþ se¤ parant xþ de l’oppose¤
�x� de x� dans Aþ ^ cf. 1.3.B. C’est un groupe unipotent sur Fq, donc un
p-sous-groupe distingue¤ de FixðOÞ.

Revenons a' l’inclusion i
�
L0i;iþ1ðqÞ

�
< FixðOÞ. Puisque i

�
L0i;iþ1ðqÞ

�
ne contient pas de

p-sous-groupe distingue¤ , on a i
�
L0i;iþ1ðqÞ

�
\UðOÞ ¼ f1g. Par conse¤ quent, i

�
L0i;iþ1ðqÞ

�
s’identi¢e a' un sous-groupe de MðOÞ. La taille des p-Sylow impose a' MðOÞ d’e“ tre
de rang 2, et donc a' xþ et x� d’e“ tre des sommets oppose¤ s. Ainsi, UðOÞ est trivial
et FixðOÞ ¼MðOÞ.

On s’inte¤ resse maintenant a' i
�
T 0ðqÞ

�
. Le groupe T 0ðqÞ normalise deux p-Sylow

d’intersection triviale de L0i;iþ1ðqÞ. D’apre' s ce qu’on vient de voir et puisqu’on
travaille sur le me“ me corps ¢ni Fq, les images par i de ces p-Sylow sont des p-Sylow
de MðOÞ. Ainsi, i

�
T 0ðqÞ

�
normalise deux p-Sylow d’intersection triviale de MðOÞ,

il est donc dans l’intersection de deux sous-groupes de Borel oppose¤ s, autrement
dit dans un sous-groupe de Cartan de MðOÞ. En conjugant par un e¤ le¤ ment de
MðOÞ, on peut supposer qu’on a i

�
T 0ðqÞ

�
< T ðqÞ. Par l’hypothe' se de cardinalite¤ faite

au de¤ but et par injectivite¤ de i, on obtient i
�
T 0ðqÞ

�
¼ T ðqÞ. D’ou' l’e¤ galite¤ des

cardinaux annonce¤ e au de¤ but, et la seconde assertion.
Les groupes L0i;iþ1ðqÞ et FixðOÞ sont tous deux re¤ ductifs de¤ ploye¤ s sur un me“ me

corps ¢ni, et de me“ me rang. Leurs cardinaux ne diffe' rent e¤ ventuellement que
par la taille d’un sous-groupe de Cartan, par exemple d’apre' s le calcul de [R, 8.6]
de¤ ja' e¤ voque¤ en 3.2.A. On a donc aussi l’e¤ galite¤ i

�
L0i;iþ1ðqÞ

�
¼ FixðOÞ ¼MðOÞ.
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Cas ð?Þ. C’est le me“ me type de raisonnement que pour ð??Þ, en plus simple puisque
l’image i

�
L0iðqÞ

�
¢xe un point de chaque signe et est non re¤ soluble. Vu la

de¤ composition de Le¤ vi de tels ¢xateurs, les points sont ne¤ cessairement des sommets
oppose¤ s. Le reste du raisonnement sur les p-Sylow est identique. &

Dans les deux cas, on recti¢e i par un automorphisme inte¤ rieur de G de facS on a'
avoir e¤ change des sous-groupes de Cartan standard.

Remarques. (1) Les points ¢xes de MðOÞ sont ne¤ cessairement contenus dans
A ¼ DT ðqÞ. Par le me“ me raisonnement que pour la position relative des points x�
et xþ, on en de¤ duit que ces sommets sont les seuls points ¢xes sous MðOÞ dans D.

(2) L’isomorphisme i e¤ change les sous-groupes de Cartan standard, donc leurs
normalisateurs, et par conse¤ quent induit un isomorphisme des groupes de Weyl,
qu’on de¤ signera par la me“ me lettre.

LEMME 2. ð?Þ Une syme¤ trie par rapport a' un sommet s’envoie sur une syme¤ trie par
rapport a' un sommet. Un sous-groupe radiciel s’envoie sur un sous-groupe radiciel.
ð??Þ Une syme¤ trie par rapport a' un mur s’envoie sur une syme¤ trie par rapport a' un

mur. Un sous-groupe radiciel s’envoie sur un sous-groupe radiciel.
Preuve. Cas ð??Þ. On s’inte¤ resse tout d’abord aux sous-groupes radiciels. Soit Z0

une racine de G0. On choisit deux racines b0 et g0 dont les murs coupent @Z0. Le groupe
L0Z0;b0 ðqÞ (resp. L0Z0;g0 ðqÞ) s’envoie sur le ¢xateur d’une paire de sommets oppose¤ s de
A ¼ DT ðqÞ. On a:

i
�
L0Z0;b0 ðqÞ

�
¼ Fixðf�@a \ @bgÞ et i

�
L0Z0;g0 ðqÞ

�
¼ Fixðf�@d \ @ggÞ:

L’image i
�
L0Z0 ðqÞ

�
est dans le ¢xateur de la partie syme¤ trique a' quatre points

f�@a \ @bg [ f�@d \ @gg, et est isomorphe a' un groupe re¤ ductif de rang 1 sur Fq.
Par le me“ me raisonnement que pour le lemme 1 sur les de¤ compositions de Le¤ vi,
@a \ @b et @d \ @g doivent e“ tre contenus dans unme“ me mur @Z pour assurer l’existence
d’un facteur de Le¤ vi assez gros. En outre, L0Z0 ðqÞ doit s’envoyer sur LZðqÞ. En¢n,
i
�
UZ0 ðqÞ

�
est un p-Sylow de LZðqÞ, normalise¤ par T ðqÞ; c’est UZðqÞ ou U�ZðqÞ. Un

sous-groupe radiciel s’envoie bien sur un sous-groupe radiciel.
Soit a0 une racine de G0. Tout e¤ le¤ ment de G0 relevant la syme¤ trie par rapport au mur

@a0 est dans le sous-groupe re¤ ductif L0a0 ðqÞ, qui va s’envoyer dans un sous-groupe
re¤ ductif LaðqÞ de G. L’image par i d’un tel e¤ le¤ ment sera dans le normalisateur
NLaðqÞ

�
T ðqÞ

�
: cette image rele' ve la syme¤ trie par rapport au mur @a.

Cas ð?Þ. La premie' re assertion provient du dernier point ci-dessus, la seconde
re¤ sulte de la me“ me prise en compte des p-Sylow que pour ð??Þ. &

Remarque. La de¤ monstration ci-dessus prouve que pour toute racine a0 de G0 par
rapport a' T 0, on a ið�a0Þ ¼ �iða0Þ.
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On de¤ signera encore par i l’injection ainsi e¤ tablie des racines de G0 vers celles de G, et
on note Zi:¼ iða0iÞ pour i ¼ 0 ou 1, ou pour i dans Z=r, suivant le cas.

LEMME 3. ð?Þ Ou bien Z0 \ Z1, ou bien ð�Z0Þ \ ð�Z1Þ est un intervalle non vide I du
droit chemin Aþ ¼ R. Son adhe¤ rence est une re¤ union d’are“ tes ferme¤ es.
ð??ÞOu bien

T
i2Z=r Zi, ou bien

T
i2Z=rð�ZiÞ est un r-gone Q non vide deAþ ¼H2. Son

adhe¤ rence est une re¤ union de chambres ferme¤ es.
Preuve. Cas ð?Þ. C’est une conse¤ quence imme¤ diate des interpre¤ tations (3.2.B) de la

pre¤ nilpotence des paires de racines.
Cas ð??Þ. La' aussi, on va utiliser en permanence les interpre¤ tations (3.2.B) de la

pre¤ nilpotence des paires de racines. Les murs @Z1 et @Z3 sont ne¤ cessairement para-
lle' les car la paire fZ1; Z3g n’est pas pre¤ nilpotente. Deux cas seulement peuvent alors
se produire: ou bien Z1 \ Z3, ou bien ð�Z1Þ \ ð�Z3Þ est non vide. En¢n, comme
fZ1; Z3g n’est pas pre¤ nilpotente, il n’y a pas de relation d’inclusion entre Z1 et Z3.

On suppose Z1 \ Z3 6¼1, donc que cette intersection est une bande deH2 et que le
mur @Z3 est contenu dans le demi-espace Z1. Puisque la paire fZ1; Z4g n’est pas
pre¤ nilpotente, les murs @Z1 et @Z4 sont paralle' les. Les murs @Z3 et @Z4 sont eux se¤ cants,
par le me“ me argument de pre¤ nilpotence. Ainsi, @Z4 est dans Z1 et Z4 \ Z1 est une bande
de H2. En remplacS ant Z3 par Z4, on montre que @Z5 est dans Z1 et que Z5 \ Z1 est une
bande de H2. On ite' re ce raisonnement jusqu’a' Zr�1. En¢n, @Zr (resp. @Z2) est
une se¤ cante commune a' @Zr�1 et @Z1 (resp. @Z1 et @Z3) par pre¤ nilpotence de toutes
les paires de racines implique¤ es.

L’intersection de ces demi-espaces est non vide. En effet, on peut choisir un disque
D centre¤ au milieu du segment porte¤ par @Z1 et limite¤ par les intersections avec @Z2 et
@Zr, suf¢samment petit pour qu’il ne coupe que @Z1. Par convexite¤ , D \ Z1 est dans
tous les demi-espaces Zi pour 3W iW r� 1, et est par de¤ ¢nition dans Zr et Z2.

Le second cas, ou' l’intersection des racines �Z1 et �Z3 est non vide, conduit par le
me“ me raisonnement a'

T
i2Z=rð�ZiÞ 6¼1. Il en re¤ sulte que

T
i2Z=r Zi ou bienT

i2Z=rð�ZiÞ est non vide.
L’adhe¤ rence de cette partie est de¤ ¢nie comme intersection d’adhe¤ rences de racines:

c’est une re¤ union de chambres ferme¤ es. &

Quitte a' conjuguer, cette fois par un e¤ le¤ ment de N ¼ NG
�
T ðqÞ

�
, on peut supposer

pour ð??Þ que le r-gone Q contient la chambre standard de Aþ, et pour ð?Þ que
l’intervalle I contient l’are“ te standard E de Aþ. Dans ce dernier cas, on note yj

le sommet attache¤ a' la racine Zj , pour j ¼ 0 ou 1.

LEMME 4. ð?Þ L’intervalle I est exactement l’are“ te standard E de Aþ ¼ R.
ð??Þ Le r-gone Q est exactement la chambre standard de Aþ ¼H2.
Preuve. Cas ð??Þ. On utilise ici une proprie¤ te¤ spe¤ ci¢que de la ge¤ ome¤ trie

hyperbolique, a' savoir que dans H2, la somme des angles aux sommets et l’aire d’un
polygone se de¤ terminent mutuellement [Be, 19.5.4]. Pre¤ cise¤ ment, si S est la somme de
ces angles, l’aire d’un r-gone est pðr� 2Þ � S. Il suf¢t alors de remarquer que l’angle
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aux sommets de la chambre standard est minimal parmi les angles entre murs du
pavage de Poincare¤ de H2, pour en de¤ duire tout d’abord que tous les angles aux
sommets de Q doivent e“ tre minimaux, et pour conclure par e¤ galite¤ des aires.

Cas ð?Þ. L’isomorphisme i envoie la donne¤ e radicielle jumele¤ e standard de G0 sur
une donne¤ e radicielle jumele¤ e de G, dont les groupes radiciels sont des groupes
radiciels de la donne¤ e radicielle jumele¤ e standard de G. On parlera momentane¤ ment
de donne¤ e radicielle jumele¤ e image. Puisque le corps de base Fq est assez gros, cette
donne¤ e radicielle jumele¤ e dans G ve¤ ri¢e la condition abstraite (CENT) de [Re¤ 2,
1.2.5], a' savoir que le sous-groupe de Cartan ne centralise aucun groupe radiciel.
Cette condition (CENT) est ve¤ ri¢e¤ e par G0, et i la transporte; elle assure que le
normalisateur de T ðqÞ est le groupe engendre¤ par T ðqÞ et les e¤ le¤ ments relevant
modulo T ðqÞ les syme¤ tries associe¤ es aux racines de la donne¤ e radicielle jumele¤ e
image. Ainsi, les re¤ £exions relatives a' y0 et y1 doivent engendrer W , ce qui impose
fZ0; Z1g ¼ �fa0; a1g, suivant que I vaut Z0 \ Z1 ou bien ð�Z0Þ \ ð�Z1Þ. &

CONCLUSION. i ope' re e¤ ventuellement par une permutation des e¤ tiquettes, qu’on
note i�. On obtient donc i

�
T 0ðqÞ

�
¼ T ðqÞ; et suivant qu’on est dans le premier ou

dans le second cas du lemme 3, i
�
U 0a0i ðqÞ

�
vaut Ui�ðiÞðqÞ ou U�i�ðiÞðqÞ. &

Remarque. Le dernier lemme utilise un raisonnement typiquement hyperbolique.
Me“ me en restant dans le cadre des pavages du plan H2, regarder des immeubles
a' chambres non re¤ gulie' res ajoute des complications combinatoires a' l’argument
ge¤ ome¤ trique. Pour voir que l’argument seul n’est plus valable, il suf¢t de recoller
deux triangles d’angles ðp=2; p=6; p=6Þ en un triangle d’angles ðp=3; p=6; p=6Þ. La
re¤ gularite¤ du r-gone assure qu’une re¤ union de chambres avec le me“ me nombre
de co“ te¤ s, ne peut contenir strictement une chambre.

4. Groupes non abstraitement isomorphes de me“ me immeuble

Le choix de rele' vement de matrice de Coxeter en matrice de Cartan ge¤ ne¤ ralise¤ e
effectue¤ dans la preuve de 2.3 soule' ve la question du nombre de classes
d’isomorphisme de groupes de Kac^Moody pour un me“ me type d’immeuble. Le
re¤ sultat pre¤ ce¤ dent de factorisation montre que plusieurs classes peuvent effective-
ment fournir la me“ me ge¤ ome¤ trie. La pre¤ sence de coef¢cients 1 dans les matrices
de Coxeter est essentielle.

Pre¤ cise¤ ment, on va montrer qu’un immeuble fuchsien ou un arbre peut provenir de
deux groupes de Kac^Moody non abstraitement isomorphes. De¤ ¢nissons pour cela
des matrices de Cartan ge¤ ne¤ ralise¤ es convenables. Pour tout entier mX 2, on note
Am la matrice de Cartan ge¤ ne¤ ralise¤ e de¤ ¢nie par

Am:¼
2 �m
�m 2

� �

dans le cas ð?Þ, et dans le cas ð??Þ, par Aiiþ1:¼ 0 et Aij:¼ �m si i et j ne sont ni e¤ gaux ni
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conse¤ cutifs modulo r. On de¤ signe par GmðqÞ le groupe GAm
ðFqÞ ^ voir 1.3.C. Dans ce

dernier cas, on suppose qu’on a rX 5, si bien que les immeubles du jumelage associe¤
sont des arbres homoge' nes de valence 1þ q ou des immeubles fuchsiens a' angles
droits d’e¤ paisseur constante e¤ gale a' 1þ q.

Remarque. Si on s’inte¤ resse aux groupes d’automorphismes d’immeubles, il faut
diviser les groupes pre¤ ce¤ dents par leur centre. Le centre d’un groupe de Kac^Moody
est l’ensemble ¢ni des e¤ le¤ ments du sous-groupe de Cartan standard dont l’action (par
conjugaison) sur tous les groupes radiciels est triviale. Les quotients correspondants
sont munis des donne¤ es radicielles jumele¤ es fournies par les quotients des
sous-groupes des donne¤ es radicielles jumele¤ es de de¤ part, et on peut leur appliquer
le the¤ ore' me 3.1 pre¤ ce¤ dent. Du point de vue des notations, on surligne les groupes
quotiente¤ s par leur centre.

PROPOSITION. Soient m et m0 deux entiers X 2 tels que pgcdðm; q� 1Þ 6¼
pgcdðm0; q� 1Þ. Alors, les groupes GmðqÞ et Gm0 ðqÞ sont non abstraitement isomorphes.
Si m et m0 sont de me“ me parite¤ , les groupes d’automorphismes GmðqÞ et Gm0 ðqÞ ne sont
pas abstraitement isomorphes non plus.

De¤ monstration. D’apre' s les relations de de¤ ¢nition d’un groupe de Kac^Moody
[T1, p. 549], a' chaque indice i est associe¤ un sous-groupe multiplicatif a' un parame' tre
hiðF
q Þ:¼ fk

hi gk2Fq

 , qui ope' re sur les groupes radiciels par une puissance du

parame' tre. Pour une racine simple, l’exposant de cette puissance est le coef¢cient
correspondant dans la matrice de Cartan ge¤ ne¤ ralise¤ e. Soient i et j deux indices dis-
tincts, non conse¤ cutifs modulo r dans le cas ð??Þ. On conside' re le produit semi-direct
hiðF
q Þ j
UjðFqÞ. Pour GmðqÞ, le centralisateur de UjðFqÞ dans ce sous-groupe est le
produit direct de UjðFqÞ et des racines m�eemes de l’unite¤ de Fq. Par le the¤ ore' me
3.1 et sous l’hypothe' se d’existence d’un isomorphisme, on devrait avoir e¤ change
des donne¤ es radicielles jumele¤ es standard, donc des groupes radiciels simples et
sous-groupes a' un parame' tre correspondants [T1, p. 549]. C’est impossible par la
remarque qui pre¤ ce' de et par l’hypothe' se faite sur les pgcd.

Ceci re' gle le cas des groupes simplement connexes. Pour les groupes effectifs sur
les immeubles, on remarque que pour toute racine, le sous-groupe a' un parame' tre
multiplicatif associe¤ ope' re sur le groupe radiciel correspondant par le carre¤ du
parame' tre. Ces sous-groupes multiplicatifs s’injectent dans GmðqÞ si m est impair,
ou leurs images en sont des quotients par f�1g si m est pair. Le raisonnement
de cardinalite¤ pre¤ ce¤ dent est encore valable moyennant cette modi¢cation. &

Remarque. Dans le cas ð??Þ des immeubles fuchsiens, il reste a' ajouter que toutes
les matrices Am donnent naissance au me“ me immeuble Ir;qþ1, par unicite¤ [Bou1, 2.2].
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