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Rbumk On montre qu’un groupe de Kac-Moody (voir [IO]) sur un corps fini assez gros 
est un rkseau (non uniforme) du groupe localement compact des automorphismes du 
produit des immeubles de son jumelage. Le m&me argument prouve qu’un sous-groupe 
parabolique sphkique est un reseau (non uniforme) du groupe des automorphismes de 
I’immeuble de signe opposC. 0 1999 AcadCmie des Scienceskditions scientifiques et 
mkdicales Elsevier SAS 

Construction of lattices in Kac-Moody theory 

Abstract. We show that a Kac-Moodv group (see [lo]) over a sufficiently large jinite jield is u 
(non-un(form) lattice in the locally compact automorphism group qf the product qf the 
buildings qj’its twinning. The ,sume argument proves thut a spherical parabolic subgroup 
is a (non-uniform) lattice in the automorphism group qf the building of opposite sign. 
0 1999 AcadCmie des Scienceskditions scientifiques et mkdicales Elsevier SAS 

1. PrCsentation 

La dkfinition fonctorielle proposte par J. Tits permet de construire des groupes de Kac-Moody sur 
des corps arbitraires. Cette definition est baske sur une g&kralisation du theorkme bien connu de 
R. Steinberg qui fournit une prksentation des groupes semi-simples simplement connexes. Interviennent 
notamment une matrice de Cartan gCnCralisCe A E Zsxs indexke par un ensemble fini S et un corps 
de base K. Une rCf+nce pour tout ce qui concerne les groupes de Kac-Moody est [lo]. 

Un tel groupe G est h considCrer dans le cadre combinatoire des don&es radicielles jumelkes, qui 
est le raffinement des BN-paires ajustk ,B la situation. Le groupe G posskde un groupe de Weyl W 
complktement dCtermin6 par la matrice A. La contrepartie gComCtrique (combinatoire) est l’existence 
d’irnmeubles jumelk. Cette notion consiste en la donnCe de deux immeubles dits positz$ et n&atifs 
(sur lesquels G opkre), et d’une relation d’opposition entre les chambres de ceux-ci. Une reference 
pour les donnkes radicielles jumelkes et les immeubles jumek est [l]. 

On fixe maintenant un corps fini F,, un groupe de Kac-Moody G, de matrice de Cartan gCnCralisCe 
A et dCfini sur F,. On combine les remarques prCcCdentes B la construction de M. Davis et 

Note pr6sentCe par Jacques TITS. 
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G. Moussong [4], pour obtenir une realisation mttrique IZEImet de l’immeuble 1, de signe E de G,. 
Ce complexe cellulaire metrique est a courbure negative au sens de [3], ne represente que les facettes 
spheriques et est localement fini par choix du corps. Son groupe d’automorphismes Aut, est done 
localement compact totalement discontinu pour la topologie de la convergence uniforme sur tout 
compact. On choisit une mesure invariante. Enfin, G, opere sur chaque immeuble et diagonalement 
sur leur produit via le quotient G, par son centre (fini), contenu dans tout tore maximal de G,. 

THEOREME 1. - Soit C d, t’” lafonction de croissance du groupe de Weyl W de G,. On suppose 
7l>O 

dn que la se’rie c - converge. Alors : 
n>o P 

(i) le jixateur darts G, d’un point de l’immeuble ne’gatif II- lrnkt est un rkseau du groupe Ant+ ; 
(ii) le groupe G, hi-me^me est un rkseau du groupe produit Aut+ x Aut-. 

Ces re’seaux ne sont pas cocompacts. 

2. Quelques rksultats sur les groupes de Kac-Moody 

Nous pouvons momentanement revenir au cas d’un corps de base general K. On designe par G 
un groupe de Kac-Moody defini sur K et de matrice de Cartan generalisee A. 11 possede deux 
BN-paires opposees (B+, N) et (B-, N) ; on note 3 le jumelage qui lui est associe. Le sous-groupe 
N contient le tore maximal T = B+ n B- et le sous-quotient N/T est isomorphe au groupe de 
Weyl W. L’ensemble sous-jacent a I’immeuble 2, vu comme systeme de chambres est G/B, ; la 
structure d’immeuble provient de la decomposition de Bruhat de signe E (voir [7]). L’appartement 
jumele standard est l’ensemble A := {zLIB+}~~~+~ LI {wB-},,~tr, et tout autre appartement jumele 
est de la forme gA, pour g dans G. Ces affirmations sont prouvees par exemple dans les deux 
premiers chapitres de [I]. 

2.1. Domaines fondamentaux 

Une consequence facile de la decomposition de Birkhoff de G est que deux chambres de signes 
opposes du jumelage de G sont toujours dans un appartement jumele. En faisant operer ensuite 
le groupe de Weyl associe, il vient qu’un systeme complet de representants des chambres de 
G \ (1, x Z-) est don& par {(B,, wB-)}~~,~Iv. Pour l’action d’un sous-groupe parabolique, la 
description est moins facile a obtenir, c’est un resultat de J. Tits prouve dans [9] (voir aussi [l], 
lemme 6, p. 32). Pour toute partie J de S, le sous-ensemble convexe n Q,~ c A est un domaine 

fondamental pour l’action de B-W.JB- sur Z 
SEJ 

+. (On designe par o, la racine de A qui contient 
B+ sans contenir sB+.) 

2.2. Decompositions de Levi 

On note ]g],rl~t la somme topologique des realisations metriques IZ+lmet et IZ- Irnet. Un appartement 
jumele et sa realisation metrique sont design& par la mCme lettre. Voici un cas particulier du 
theoreme 6.4.1 de [6]. 

THBOR~ME 2. - On se donne x+ et z- deux points de signes oppost?s de IJIrnkt, ainsi qu’un 
appartement jumele’ A qui les contient. Afors, le jixateur dans G de ces points posskde une 
de’composition en produit semi-direct 

Fix({z+ ; x-}) = 11I(A, {TX+ ; X-}) D( U({:c+ : c-}), 
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02 M(A,{z + ; XX}) est un groupe abstraitement isomorphe 2 un groupe rkductif sur le corps K, 
et U({x+ ; x-}) est un groupe unipotent en bzjection avec le produit d’un nombrejini d’exemplaires 
du corps K. 

PlaGons-nous maintenant dans le cas d’un corps de base fini F,. Une consequence de ce resultat est 
que les sous-groupes paraboliques spheriques de signe fixe sont proprement discontinus sur l’immeuble 
metrique de signe oppose. Considerons deux sous-groupes de Bore1 de signes opposes. Ce sont les 
fixateurs de deux points interieurs a des chambres de signes opposes. Si on s’interesse seulement a 
des ordres de groupes, on peut supposer par homogtneite que ces chambres sont dans l’appartement 
jumele standard A et mCme qu’une des chambres - la positive (resp. la negative) - est standard. On 
est done ramene au cas B+ n wB-w-l (resp. B- n &?+w-l). La decomposition de Levi relative 
a A prend la forme plus precise suivante : 

B+ n wB-w-l = T K U, (resp. B- fl wB+Iu-~ = T K U-,), 

oti T est un tore sur F, et U, (resp. U-,) est un groupe unipotent sur F, en bijection avec 
le produit de e(w) copies de F,. Ce dernier devissage peut aussi ttre obtenu a partir de [lo], 
proposition 3 (iii), p. 565. 

3. DCmonstration du thboritme 2 

11 est inoffensif de travailler sur G, plutot que sur G,. Deja, les groupes consider& sont discrets 
en vertu de 3 2.2, et la non-compacite des domaines fondamentaux dans chacun des deux cas justifie 
la derniere assertion. Appelons distance nume’rique entre deux chambres, la longueur d’une galerie 
minimale les joignant. On se place dans l’appartement jumele standard et on fixe la paire standard 
de chambres opposees {B+ ; B-}. On identifie systematiquement le systeme de Coxeter associe a 
W et l’appartement positif A+ = {wB+.},,w. Un fixateur de point ntgatif contient le fixateur de 
toute chambre contenant ce point dans son adherence. On peut done se contenter de regarder un 
sous-groupe de Bore1 negatif pour prouver le premier cas. 

On va maintenant appliquer un critere << de type Serre >> qui requiert la convergence d’une serie 
([8], p. 116). PrCcisCment, d’apres [2], proposition (l.D.2), la s&e a examiner est 

et 

1 

’ #StabB~- (d+) 
bEAt 

dans le premier cas, 

c 
1 

d+EAt #StabG<, (B- ; d+) dans le second cas’ 

Cela dit, d’apres l’egalite 

StabGq (B- ; d+) = F ixG, (B- ; d+) = FixG, (B-) n FixG4 (d+) = B- n FixGq (d+), 

on travaille en fait sur la m&me serie Y 
1 

&b #StabB- (wB+) ’ 
C’est a ce stade qu’on utilise le cas 

particulier de la decomposition de Levi. On a StabB_ (mB+) = B- n wB+w-’ = T K U-,. Mais 
T est un groupe fini, disons d’ordre t. et U, est un groupe fini d’ordre qe(lu). On rearrange alors les 
termes de la serie en fonction de la distance entiere de B+ a wB+, qui vaut e(w) : 

1 

c #Stabn-(wB+) = c 
1 

WEW wEw, #(B- n wB+w-l) 
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Par dkfinition, il y a cl, chambres B distance numkique 71, de B+, ce qui fournit la dernikre 
modification de la sCrie : 

Le resultat dCcoule alors immkdiatement de I’hypothkse qu’on a faite. 0 

Remarque. - Comme d,, < (#S)n, la condition de convergence est v&ifEe au moins pour (I 
supCrieur ?I #S. 

4. Exemple et commentaire 

Exemple. - Le groupe SL, (FCI[t, t-l]) est un groupe de Kac-Moody de type affine -i,,-~, dCfini 
sur le corps F,. La proposition citCe au $ 2.2 gCnCralise le thCo&me de SoulC qui montre que 
le domaine fondamental de SL,, (F,[t-l]) d ans l’immeuble affine de SL,, (F,((t))) est un quartier. 
Puisque SL,, (F,((t))) es cocompact dans le groupe d’automorphismes de cet immeuble. notre r&&at t 
dans ce cas recoupe le thCor&me de Behr et Harder concernant les sous-groupes S-arithmCtiques sur 
les corps de fonctions, avec S = (0) ( voir [S], thCor?me 3.2.4, p. 63). Le groupe de Kac-Moody 
SL,, (F,[t. t-l]) 1 UI m&me est un sous-groupe (0: w}-arithmktique de ST,,, (F,(t)) ([5]. p. 61). ‘- 

Cet exemple incite B voir les groupes de Kac-Moody comme des gCnCralisations de groupes 
(0 : oo}-arithmktiques (voir [I]). Cela pose la question de la pertinence et de la validit des propriktCs 
classiques des sous-groupes discrets des groupes de Lie (rkels. complexes ou p-adiques, ~,oir IS]). 
Les analogues de ces derniers sont les groupes d’automorphismes des immeubles de Kac-Moody 
(localement finis). Plusieurs points argumentent en faveur de cette approche. On pense d’une part aux 
r&hats de type super-rigiditC, Howe-Moore... sur les groupes d’automorphismes d’arbres (Burger, 
Mozes, Lubotzky...), et d’autre part aux critkres g&omCtriques concernant la propri&C (T) de Kazhdan 
(Ballmann, Dymara, Januszkiewicz, Pansu, Swiatkowski. Zuk...). 
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